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导数非线性Schrödinger方程的爆破解

郑昊昊,李用声

(华南理工大学 数学学院,广州510640)

摘 要:研究下述导数非线性Schrödinger方程的初边值问题:iϕt+αϕxx =iβ|ϕ|2σϕx-g(|ϕ|2)ϕ,σ⩾1,

x∈ [a,b],其中α,β为实数,g(·)是实值函数.当α,β,ϕ0 及g(s)满足一定条件时,利用守恒律和修正的virial等

式,证明了爆破解的存在性.最后,得到了爆破解的渐近行为等一些性质.
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在本文考虑下述导数非线性Schrödinger方程

iϕt+αϕxx =iβ|ϕ|2σϕx -g(|ϕ|2)ϕ,σ⩾1. (1)
其中α,β为实数,g(·)是实值函数.当β=0时,方程(1)化为下述一维情形下的非线性Schrödinger方程

iϕt+αϕxx =-g(|ϕ|2)ϕ. (2)
方程(2)的局部适定性和全局适定性已经被广泛研究,见文献[1-3]及其参考文献.文献[4]首先研究了方程

(2)的爆破解的存在性,之后爆破解的性质也被广泛研究,见文献[5-6]及其参考文献.最近文献[7]研究了

能量临界以及能量超临界情形下方程(2)解的爆破准则.
当g=0时,方程(1)化为下述导数非线性Schrödinger方程

iϕt+ϕxx +i|ϕ|2σϕx =0. (3)
当σ=1时,这是等离子体物理中Alfvén波的一个模型,见文献[8-9].文献[10]研究了光滑空间的适定性.
后来文献[11-12]研究了其 H1 解的局部适定性.随后文献[13]得到了在大初值条件下的 Hs 局部适定性,

s⩾
1
2.

通过规范变换及守恒律,得到了 H1 解的全局适定性结果,其中初值满足下列条件

‖ϕ0‖2 < 2π. (4)

在条件(4)下,文献[14-15]证明了 Hs 解的全局适定性,其中s>
1
2.之后文献[16]得到了 H

1
2 解的全局适

定性.然而,2π并不是全局适定性的最大阈值.在文献[17-18]中,证明了 H1 解的全局存在性,其中初值满

足下列条件

‖ϕ0‖2 <2 π. (5)

最近文献[19]证明了在初值满足(5)条件下 H
1
2解是全局存在的.

对于σ⩾1,文献[12]证明了方程(3)的初边值问题的解的 H1 局部适定性.最近,文献[20]得到在初值满

足一些限制条件下 H1 解的全局存在性.对于其他的一些适定性结果,见文献[21-22].
关于方程(1)的爆破解的研究,当σ=1时,文献[23]研究了方程(1)在有界区域上的初边值条件下爆破
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解的存在性及其一些性质.之后文献[17]讨论了方程(3)在右半直线上的初边值问题,并且在负能量的假设

下得到了解的爆破.但是对于σ>1的条件下,方程(1)的解是否会爆破仍然不清楚.本文旨在讨论这个问题.
研究方程(1)在下列边值条件下爆破解的存在性以及爆破解的性质,

ϕ(0,x)=ϕ0(x),x∈Ω=[a,b],ϕ(t,a)=0,ϕ(t,b)=0,t⩾0, (6)
将文献[23]以及文献[17]中的结果推广到σ⩾1的情形.

在本文采用以下记号.fx,ft 分别表示函数f对x,t的偏导数.Ref,Imf表示复值函数f的实部和虚部.

Ω=(a,b),‖f‖p =(∫Ω
|f(x)|pdx)1

/p,p⩾1.对m ∈N,Hm(Ω)和Hm
0(Ω)为通常的Sobolev空间,其

范数为 ‖f‖Hm(Ω)=(∑|α|⩽m
‖Dαf‖22)1

/2.

1 守恒律及修正的virial等式

在这一节,建立方程(1)的守恒律及修正的virial等式.Virial等式对下一节爆破解的讨论至关重要.
引理1 设α,β为实数,g(s)是实值函数,g(0)=0.假设初值ϕ0∈H1

0(Ω),ϕ∈C([0,T),H1
0(Ω))是

相应的方程(1)的解.则对0⩽t<T,

M =‖ϕ‖22=‖ϕ0‖22, (7)

E=α2∫
b

a
|ϕx|2dx-α∫

b

a
G(|ϕ|2)dx-

αβ
σ+1

Im∫
b

a
|ϕ|2σϕxϕdx. (8)

其中G(s)=∫
s

0
g(τ)dτ.

证明 方程(1)两边乘以2ϕ,然后积分,再对结果取实部,得到第一个等式(7).方程(1)两边乘以2ϕt,
然后积分,再对结果取虚部,注意到

2Im∫
b

a
iϕtαϕxxdx=-2αRe∫

b

a
ϕtxϕxdx=-αddt∫

b

a
|ϕx|2dx,

2Im∫
b

a
ig(|ϕ|2)ϕϕtdx=2Re∫

b

a
g(|ϕ|2)(|ϕ|2)tdx=

d
dt∫

b

a
G(|ϕ|2)dx,

以及

d
dtIm∫

b

a
|ϕ|2σϕxϕdx=(σ+1)Im∫

b

a
|ϕ|2σϕxϕtdx+σ∫

b

a
|ϕ|2(σ-1)(ϕ)2ϕxϕtdx-

Im∫
b

a
[σ|ϕ|2(σ-1)(|ϕ|2)xϕϕt+|ϕ|2σϕxϕt]dx=-2(σ+1)Im∫

b

a
|ϕ|2σϕtϕdx.

最后得到 d
dt
[α∫

b

a
|ϕx|2dx-∫

b

a
G(|ϕ|2)dx- β

σ+1
Im∫

b

a
|ϕ|2σϕxϕdx]=0,

因此,能量守恒律(8)成立.引理1证毕.
引理2 设ϕ∈H1

0(Ω)且(x-a)ϕ∈L2(Ω),有 ‖ϕ‖22 ⩽2‖ϕx‖2‖(x-a)ϕ‖2.
  证明 注意到

∫
b

a
|ϕ|2dx=-2Re∫

b

a
(x-a)ϕϕxdx⩽2‖ϕx‖2‖(x-a)ϕ‖2,

所以引理2成立.
接下来,将引入方程(1)的修正的virial等式.这个过程遵循标准的讨论,参见文献[4,17,23].可以发现

ϕ 的virial量与质量临界非线性Schrödinger方程相似.但由于非线性项的不同,两者之间仍存在差异.定义

V(t)=∫
b

a
(x-a)2|ϕ|2dx, (9)

P(t)=Im∫
b

a
(x-a)ϕϕxdx. (10)

  引理3 设 (x-a)ϕ0(x)∈L2(Ω),(x-a)
1

σ+1|ϕ0(x)|2 ∈Lσ+1(Ω),ϕ0 ∈H1
0(Ω).ϕ∈C([0,T),
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H1
0(Ω))是相应方程(1)的解,则

d
dtV

(t)=4αP(t)-
2β

σ+1∫
b

a
(x-a)|ϕ|2

(σ+1)dx, (11)

d
dtP

(t)=2α∫
b

a
|ϕx|2dx-α(b-a)|ϕx(b,t)|2-βIm∫

b

a
|ϕ|2σϕxϕdx+

∫
b

a
G(|ϕ|2)dx-∫

b

a
g(|ϕ|2)|ϕ|2dx. (12)

  证明 通过直接的计算,有
d
dtV

(t)=∫
b

a
(x-a)2 -2Imαϕϕxx + β

σ+1
(|ϕ|2

(σ+1))x
é

ë
êê

ù

û
úúdx=

4αP(t)-
2β

σ+1∫
b

a
(x-a)|ϕ|2

(σ+1)dx,

所以(11)式成立.对于(12)式,

d
dtP

(t)=-Im∫
b

a
[ϕ+2(x-a)ϕx]ϕtdx=-Im∫

b

a
[ϕ+2(x-a)ϕx][iαϕxx +β|ϕ|2σϕx +

ig(|ϕ|2)ϕ]dx=2α∫
b

a
|ϕx|2dx-α(b-a)|ϕx(b,t)|2-βIm∫

b

a
|ϕ|2σϕxϕdx+

∫
b

a
G(|ϕ|2)dx-∫

b

a
g(|ϕ|2)|ϕ|2dx.

从而(12)式也成立.引理3证毕.
联系(11)、(12)式以及能量守恒(8),得到下列引理.
引理4 设引理3的假设条件成立,则对方程(1)的解ϕ∈C([0,T),H1

0(Ω)),有

d2

dt2
V(t)=4(σ+1)E+∫

b

a
α[(8+4σ)G(|ϕ|2)-4g(|ϕ|2)|ϕ|2]dx+

(4-4σ)α2∫
b

a
|ϕx|2dx-

2β
σ+1

d
dt∫

b

a
(x-a)|ϕ|2

(σ+1)dx. (13)

2 爆破解的存在性及其性质

在这一节,受文献[3-4,23]的启发,运用virial等式(13)来证明,在一定条件下,方程(1)的解会发生爆

破,进而研究爆破解的渐近行为.

定理1 设β⩾0,αG(s)⩽
α
2+σg

(s)s,引理3的条件成立,假设下述条件之一成立,

(i)E <0,

(ii)E=0且αIm∫
b

a
(x-a)ϕ0ϕ0xdx<0,

(iii)E >0且αIm∫
b

a
(x-a)ϕ0ϕ0xdx<-

2(σ+1)
2 E(x-a)‖ϕ0‖2.

则存在T* ∈ (0,∞),使得lim
t→T*

‖ϕx‖2=∞.

证明 由等式(13)以及条件σ⩾1,β⩾0和αG(s)⩽
α
2+σg

(s)s,得到

d2

dt2
V(t)⩽4(σ+1)E-

2β
σ+1

d
dt∫

b

a
(x-a)|ϕ|2

(σ+1)dx. (14)

对时间积分两次,得到

V(t)=V(0)+V'(0)t+∫
t

0∫
s

0

d2

dτ2
V(τ)dτds⩽V(0)+[V'(0)+

2β
σ+1∫

b

a
(x-a)|ϕ0|2

(σ+1)dx]t+

2(σ+1)Et2=∫
b

a
(x-a)2|ϕ0|2dx+4αtIm∫

b

a
(x-a)ϕ0ϕ0xdx+2(σ+1)Et2. (15)
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在定理1中假设条件(i)、(ii)或者(iii)下,(15)式意味着存在T* ∈(0,∞),使得V(T*)=0.由引理2的不等

式可知,‖ϕ‖22 ⩽2‖ϕx‖2‖(x-a)ϕ‖2,得到lim
t→T*

‖ϕx‖2=∞.定理1得证.

注记1 若取区域Ω=(a,∞),并且考虑方程(1)的相应的初边值问题,有类似定理1的结果.

从证明中可以发现,相对质量临界非线性Schrödinger方程的情形,在virial量的估计中多了一项 2β
σ+1

·

d
dt∫

b

a
(x-a)|ϕ|2

(σ+1)dx.事实上这正是含导数的非线性项带来的影响,并且这一项很难得到准确的估计.但

由于Ω 区间的下界大于a,始终可以保证该项的正性,从而在估计的时候避免复杂的讨论.注意到对于

Cauchy问题,这里的讨论是不适用的.
接下来讨论爆破解的渐近行为的一些性质.
定理2 在定理1的条件下,令T* 是解ϕ(x,t)的爆破时间.另外,假设对于某个常数C0 >0使得

s2σ+1 ⩽C0G(s),s>0.则对任意的θ∈ (0,1),有

∫
T*

0
‖ϕx(·,τ)‖θ

2dτ⩽const..

  证明 由virial等式(13)式以及直接的计算,对于t∈ [0,T*),有

∫
b

a
(x-a)2|ϕ|2dx⩽C1-C2∫

t

0∫
τ

0∫
b

a
G(|ϕ|2)dxdsdτ. (16)

其中C1,C2 是正常数.由能量守恒等式(8),

‖ϕx(·,t)‖22 ⩽C3+C4∫
b

a
|ϕ|2

(2σ+1)dx+C5∫
b

a
G(|ϕ|2)dx⩽C3+C6∫

b

a
G(|ϕ|2)dx, (17)

其中C3~C6 是正常数.由Fubini定理以及不等式(17),有

∫
T*

0
(T* -τ)‖ϕx(·,τ)‖22dτ⩽

T*2

2 C3+C6∫
T*

0
(T* -τ)∫

b

a
G(|ϕ|2)dxdτ=

T*2

2 C3+C6∫
T*

0∫
τ

0∫
b

a
G(|ϕ|2)dxdsdτ⩽

T*2

2 C3+C6
C1

C2
⩽const., (18)

最后,运用Young不等式,并且结合不等式(18),对θ∈ (0,1),

∫
T*

0
‖ϕx(·,τ)‖θ

2dτ=∫
T*

0

1
p
(T* -τ)-

θ
2p +

1
q
(T* -τ)

θ
2q‖ϕx‖θq

2
é

ë
êê

ù

û
úúdτ⩽

1
p
T*2

(1-θ)
2-θ +

1
q∫

T*

0
(T* -τ)‖ϕx(·,τ)‖22dτ⩽const.,

其中p=
2
2-θ

,q=
2
θ.从而证明了定理2.

推论1 在定理2的条件下,有:

(i)∫
T*

0
‖ϕ(·,t)‖η

pdτ⩽const.,其中0⩽η<
2p

p-2
,p⩾2;

(ii)∫
T*

0
‖ϕ(·,t)‖q

qdτ⩽const.,其中0⩽q<4.

证明 由定理2及Gagliardo-Nirenberg不等式 ‖ϕ‖p ⩽C‖ϕx‖
p-2
2p
2 ‖ϕ‖

p+2
2p
2 ,其中p⩾2,能直接得

到推论1.
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Blow-upsolutionsforderivativenonlinearSchrödingerequations

ZhengHaohao,LiYongsheng

(SchoolofMathematics,SouthChinaUniversityofTechnology,Guangzhou510640,China)

Abstract:Inthispaper,westudytheblow-upsolutionstothefollowinginitialboundaryvalueproblemofthederivative
nonlinearSchrödingerequations,iϕt +αϕxx =iβ|ϕ|2σϕx -g(|ϕ|2)ϕ,σ⩾1,x∈ [a,b],whereα,βarereal,g(·)is
arealfunction.Underthesomeappropriateconditionsonα,β,ϕ0andg(s),weshowtheexistenceoftheblow-upsolutions
byconservationlawsandmodifiedvirialidentity.Finally,weinvestigateasymptoticbehaviorandotherpropertiesofblow-up
solutions.

Keywords:derivativenonlinearSchrödingerequation;blow-upsolution;modifiedvirialidentity
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