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周期1与准周期访问映射下的层流混沌及其耦合同步

朱云,王旭林,邱国强

(江西理工大学 理学院,江西 赣州341000)

摘 要:使用周期1与准周期两种周期的访问映射,在一个新系统中观察层流混沌.对2种不同周期的访问映

射产生的层流混沌系统,采用延迟调制进行耦合,观察它们的同步行为.发现周期1访问映射下,改变影响访问映射

的参数,能观察到相应的广义超前预期同步,广义滞后同步和完全同步分别出现.而对于准周期访问映射,在某些时

候,广义滞后同步和超前预期同步同时存在.
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混沌同步是一种特殊且有价值的非线性现象,如今已经成为跨学科研究课题,人们对其理论方面非常感

兴趣,同时,它在图像处理、生物学、神经医学等各个学科都具有较高的潜在价值.在混沌方面如通过Logistic
混沌映射改善蜻蜓算法的初始种群[1];研究不同截止频率的低通滤波器对时延耦合周期和混沌振子的振幅

死亡的影响等[2];而在同步方面,如同步时间可调的分数阶混沌系统的图像加密和解密方法[3],自感电流通

过邻近磁通量引起的感应电流耦合的细胞同步[4].时间延迟在控制系统[5]、神经元网络[6]等方面很常见,具
有时间延迟的系统,即时滞系统,拥有各种有趣的动力学行为.在混沌同步领域中,人们不仅对耦合混沌振子

的动力学行为[7]进行了研究,也对时滞系统的混沌同步感兴趣,如2个耦合自持续混沌振子系统中的同步跃

迁[8];3个双向耦合超混沌系统的同步问题[9];具有2种不同时滞的单向耦合非线性时滞系统中的振荡同

步[10];逆预期混沌同步[11]等方面进行了详细的研究.
在时变时滞系统[12]中,MÜLLER等[13]发现了一种新的混沌并将其命名为层流混沌,其表现出一种以

层流相为特征的混沌行为,层流相被不规则的爆发,周期性地打断.HART等研究具有时变延迟的光电反馈

回路,首次对层流混沌进行了实验观察,证明了层流混沌是一种鲁棒现象[14].文献[15]首次在由外部谐波信

号调制延迟时间的无线电工程延迟反馈发生器中实验研究了层流混沌现象.至此,层流混沌在理论和实验方面

都进行了初步的研究.MÜLLER团队还进一步进行了相关的理论研究[16-19].
于是层流混沌同步的研究便很有必要了,虽然已经有对层流混沌同步的研究[20],但都是在访问映射周

期为1的情况下,产生的层流混沌的同步.为此,本文研究合适的时变时滞系统,根据文献[17-19]找到产生

层流混沌的合适参数,基于周期1访问映射、准周期访问映射2种访问映射进行了耦合.
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1 层流混沌耦合系统的定义

考虑以下形式的标量时变时滞微分方程

α̇x(t)+x(t)=μf(x(R(t))),
其中α=1/T,f 是非线性函数,μ 是非线性函数的强度,R(t)=t-τ(t)即访问映射,τ(t)是与时间相关的

延迟量.使用一种从混沌神经元的研究中推导出的模型作为f,其在遗传算法和模拟退火算法等[21-22]方面

中都有着重要的应用,表达式为f(x)=η-2tanh(γ)exp(-3x2),其中η 表示衰减系数(0⩽η⩽1),同时

也是分岔参数,γ 是比例因子,本文中比例因子固定为5.使用不同周期的访问映射

τp(t)=τp0+
1
2πApsin(2πt)(1-kpsin(2πt)),τq(t)=τq0+

1
22π

Aqsin(22πt)(1-kqsin(23πt)),

其表达式包含时变延迟.为了区别这2种不同周期(周期1,准周期)的时变延迟,用下标p表示周期1,下标q
表示准周期,如周期1的时变延迟τp(t)与准周期的时变延迟τq(t).延迟偏置τ0 同理.

根据文献[18-19]提出的耗散

延迟的概念对层流混沌进行表征,
当访问映射的时变延迟τ(t)为耗散

延迟时,此时的系统,在条件λ[F]+
[R]<0下(其中λ[F],λ[R]分别表

示非线性函数和访问映射的李雅普

诺夫指数)出现层流混沌.据此得到

产生层流混沌相应的参数值,即周

期1访问映射下的相应参数τp0=
1.65,Ap =0.8,kp =1.8,准周期访

问映射下的相应参数τq0=1.4,Aq=
0.8,kq =1.8,根据此参数得到图1.

图1有明显的层流混沌特征,
即一个个相等的平台(层流相),平
台与平台之间,是不规则的爆发.
图1(a)为周期1访问映射 Rp(t)
下,系统xp(t)产生的层流混沌轨迹图,参数τp0,Ap,kp 分别为1.65,0.8,1.8;图1(b)则是在准周期访问映

射Rq(t)下,系统xq(t)产生的层流混沌轨迹图,参数τq0,Aq,kq 分别为1.4,0.8,1.8.
考虑通过非线性时变延迟耦合[20].在此基础上增加了耦合项ωrf(xb(R2(t))),得到α̇xa(t)= -βxa(t)+

μ1f(xa(R1(t)))+ωrf(xb(R2(t))),α̇xb(t)=-βxb(t)+μ2f(xb(R1(t)))+ωsf(xa(R2(t))).其中,α=

1/T 是理想低通滤波系统1
Ṫz
(t)=-z(t)+f(z(R(t)))的截止频率,要产生层流混沌需要较大的T,xa(t)

和xb(t)是2个具有不同调制的双项耦合驱动和响应系统,β,μ1和μ2为常系数且β大于0,ωr,ωs 是耦合系

数,R1(t)为访问映射,R2(t)为耦合时间调制.对于公式(3)所示的耦合系统,在文献[20,23]中,针对固定

延迟和时变延迟,在ωr=0的情形都进行了详细的推导.本文的2个耦合系数均不为0,分别采用周期1和准

周期的访问映射Rp1(t)=t-τp01-
1
2πAp1sin(2πt)(1-kp1sin(2πt)),Rq1(t)=t-τq01-

1
22π

Aq1sin(22

πt)(1-kq1sin(23πt)),以及相应的耦合时间调制Rp2(t)=t-τp02-
1
2πAp2sin(2πt)(1-kp2sin(2πt)),

Rq2(t)=t-τq02-
1

22π
Aq2sin(22πt)(1-kq2sin(23πt)).

由于A1,A2,k1,k2同时控制时间调制τ1(t),τ2(t)的幅值,因此只考虑τ0,A,k的不同,不再考虑频率,
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其余参数均保持相同.本文中当ωr 不为0时,系统同步的一个前提条件为μ1+ωr=μ2+ωs,渐近稳定的充

分条件可遵循Krasovskii-Lyapunov泛函方法[24]得到.

2 同步的结果

系统同步的一个前提条件为μ1+ωr=μ2+ωs,通过数值仿真,使用龙格库塔方法,步长设置为0.001.当
不满足系统同步前提条件时,观察到2系统轨迹图明显不同步(见图2).

图2(a)为周期1访问映射,耦合层流混

沌系统的轨迹图;图2(b)则是准周期访问映

射,耦合层流混沌的轨迹图.在图2(a-b)中,横
坐标时间t的范围是相同的,均在800~810的

区间.在同步前提条件不同的时候(满足不同

步前提条件,所使用的参数如下:μp1=μq1=
0.8,ωpr =ωqr =0.2,μp2 =μq2 =0.6,ωps =
ωqs =0.2),其余的参数在2个系统中均保持

一致,即η =0.8,τp01 =τp02 =1.65,τq01 =
τq02=1.4,A1=A2=0.8,k1=k2=1.8.

对于周期1访问映射,参数μp1=0.8,

ωpr =0.2,μp2=0.6,ωps=0.2满足不同步前

提条件,此时耦合系统的轨迹图如图2(a),

2个系统的轨迹(黑色实线和红色虚线),其
层流相具有很大的差异.在其他参数保持相

同的情况下,当不满足系统前提条件时,系统依旧不同步.对于准周期访问映射,参数μq1=0.8,ωqr =0.2,

μq2=0.6,ωqs=0.2,此时耦合系统的轨迹图如图2(b)所示,与周期1访问映射的结果一致,即使在其他参数

保持相同的情况下,系统依旧不同步.
相反的,在2种周期的访问映射下,满足同步条件如参数μp1=μq1=0.7,ωpr=ωqr=0.2,μp2=μq2=0.5,

ωps =ωqs =0.4的时候,耦合系统才会发生同步现象(见图3).
对于周期1访问映射下的层流混沌耦合系统,当3个参数保持一致时(参数具体值详见附录表S1),此

时如图3(a)所示,耦合系统的轨迹重合;对轨迹进行局部放大(图3(b)),轨迹仍然重合,相图(图3(b))为直

线.2个系统在此时的轨迹差,经过一段时间后,趋于零,此时系统发生完全同步现象(completesynchroniza-
tion,CS).在得到完全同步的现象之后,改变Ap2,使得Ap2 <Ap1.通过局部放大图(图3(f))发现,系统

xpb(t)的轨迹,在层流相的时候,与xpa(t)完全相等.在层流相与层流相变换之间,xpb(t)的轨迹滞后于

xpa(t),此时的相图(图3(g))与完全同步时候的相图有较大差别,相图不再是直线.对于耦合系统轨迹差随

时间的变化,呈现出在零附近不断震荡的现象.在图3(e-h),系统发生广义滞后同步(generalizedlagsyn-
chronization,GLS),从轨迹差(图3(h))能表明这是一种震荡同步.相应的,改变Ap2,使得Ap2 >Ap1,系统

xpb(t)的轨迹同样在层流相切换之时,超前于xpa(t)的轨迹(见图3(j)).相图(图3(k))类似于发生GLS时

的相图.同样的,耦合系统轨迹差随时间的变化,也在零附近不断震荡.此时,系统发生超前预期同步(gener-
alizedanticipatorysynchronization,GAS),GAS同样是一种震荡同步(见图3(l)).

在周期1的访问映射情况下,通过改变τp02,Ap02,kp02之一,使得τp02,Ap02,kp02大于或者小于完全同步

时候的τp01,Ap01,kp01,能观察到相应的GLS,GAS和CS同步,可以明显通过轨迹的局部放大图区分这3种

同步,局部放大图显示在图3(b),(f),(j).达到CS(完全同步)的参数称为同步值.此时的轨迹为完全同步轨

迹.完全同步的时候,轨迹图(图3(a-b))是完全重合的,相图为直线,系统轨迹的差值随时间流逝(迭代次数

增加)而趋于零.特别的,发生GLS(图3(e-h))和GAS(图3(i-l))现象相应的参数,分别为附录表S1第4行

和第5行各类参数值.
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在满足同步前提条件下,对于周期1访问映射,τ0,k,A 的改变,会使系统在CS,GLS,GAS切换.对于

准周期访问映射,同样将相关的参数按照附录表S1的形式,记录在附录表S2中.每次单独改变的参数加粗

表示,将观察得到的同步结果记录其中.当访问映射的周期为准周期时,τq02>τq01,发生GLS,反之,则发生

GAS;而对于参数k(或者A),无论是kq2>kq1(Aq2>Aq1)还是kq2<kq1(Aq2<Aq1),GAS和GLS同步

都会同时出现(见图4).这与周期1访问映射下层流混沌同步现象有区别,周期1访问映射情况下,对于k,

A 的改变,GLS,GAS同步都不会同时出现.

对于准周期访问映射下,使用附录表S2中第5行所示的参数,耦合层流混沌系统特殊同步情况,显示在

图4(a-d)中.通过轨迹图和部分放大图(图4(a-b)),在Aq2>Aq1的时候,xqb(t)的轨迹在层流相跳变期间,
一会儿滞后于xqa(t),一会儿又超前于xqa(t),此时GAS和GLS同步同时出现.此时的相图(图4(d)),分布

在斜率为1的直线附近,轨迹差图(图4(c))呈现出震荡的形态,这是因为耦合系统的2个轨迹,在层流相的

时候,是完全相等的,在层流相变换之间,出现超前滞后2种情况.
除此之外还将不同周期访问映射,在A,k,τ0 参数下的双轨迹时间差图,绘制在图5中(2轨迹之间的时

间差用τd 表示).在图5(a)中,周期1访问映射(三角形标注的线),以及准周期访问映射(圆形标注的线)2种

情况.在周期1情况下,其原点用黑色点划线标出,而准周期则是对应红色点划线标出.在τp02 从1.64变化至

1.66的过程中,xpa(t)与xpb(t)的时间差由正变化向负(τd从0.006附近向-0.006附近变化),由于τd是通

过xa(t)与xb(t)协方差函数来计算,因此当τd为正的时候,表示xa(t)滞后xb(t)(xb(t)超前xa(t),即
发生GAS).此时同步类型从GAS变化到CS再变化至GLS;而准周期访问映射(圆形标注的线),在τq02 从

1.30变化至1.50过程中,xa(t)与xb(t)的时间差变化趋势也相同(τd 从0.06附近向-0.06附近变化).在

2种不同周期的访问映射下,τ02(包含τp02,τq02)对于τd(轨迹之间时间差)在变化趋势的影响是一致的.τ02

从小于同步值到大于同步值变化的过程中,xa(t)与xb(t)的时间差均由正变为负,即同步类型均从GAS
变为CS再变为GLS.

而图5(b),(c)的τd 变化趋势刚好与图5(a)相反.在图5(b)中,对于2种周期访问映射,在Ap2和Aq2均
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从0.70变化至0.90的过程中,xa(t)与xb(t)的时间差τd 均由负变化向正,但同步情况从GLS变化到CS
再变化至GAS这一结论,只在周期1访问映射情况下成立.这是因为准周期访问映射情况下,参数A2(包含

Ap2和Aq2)的改变,会使得GLS和GAS同时存在,当2种同步同时存在的时候,2系统的时间差τd,会比只

存在一种同步情况下的τd 要显著平缓.因此在图5(b)中,准周期情况下,τd 的变化趋势明显比周期1的τd
的变化趋势平缓.同样,在图5(c)中,kp2和kq2的变化,对于周期1访问映射,同步类型从GLS变化到CS再

变化至GAS;而对于准周期访问映射,τd 的变化趋势会明显比周期1的τd 的变化趋势平缓.

55第5期          朱云,等:周期1与准周期访问映射下的层流混沌及其耦合同步



为了更直观理解GAS和GLS,使用式(4).GAS,GLS的相似函数由

S2
GAS(τd)=

<[xb(t-τd)-xa(t)]
2>

<[xa(t)]
2><[xb(t)]

2>
,S2

GLS(τd)=
<[xb(t+τd)-xa(t)]

2>
<[xa(t)]

2><[xb(t)]
2>
,

作为相似性函数[20,23],其中,τd=
|τp01-τp02|

2 =
|τq01-τq02|

2
;A,k表示的相似函数分别为

S2
GAS((A,k)d)=

<[xb(t-(A,k)d)-xa(t)]
2>

<[xa(t)]
2><[xb(t)]

2>
,S2

GLS((A,k)d)=
<[xb(t+(A,k)d)-xa(t)]

2>
<[xa(t)]

2><[xb(t)]
2>

,

其 中,<x> 表 示 对 x 的 时 间 平 均 积 分, (A,k)d 包 含 (A,k)pd =
1
2sin

(2πt)[
A2-A1

2π +

A1k1-A2k2
2π sin(2πt)],(A,k)qd=

1
2sin

(22πt)[
A2-A1

22π
+
A1k1-A2k2
22π

sin(23πt)].计算得到的2种周

期访问映射下的层流混沌耦合系统,参数τ0,A,k分别对应的相似函数图(图6).其中图6(a-c)的访问映射

周期为1,图6(d-f)的访问映射为准周期.

图6(a)和(d)中,对于τ02 >τ01,SGLS(τd)≈0,表示存在GLS;对于τ02<τ01,SGAS(τd)≈0,表示存在

GAS.对于表示CS的τ02=τ01,2个相似性函数均为0.图6(b)中当Ap2>Ap1 时,SGAS((A,k)d)≈0,存在

GAS;当Ap2>Ap1时,存在GLS.3种参数的准周期相似函数图(图6(e-f))SGLS,SGAS 的值几乎一致,即单独

改变A或者k,SGAS((A,k)d)≈SGLS((A,k)d).这进一步说明在准周期访问映射下,单独改变A或者单独改

变k,2种同步同时发生在层流相转换之间.图6在另一方面对于附录表S1和S2中有限的数据变化进行了

补充.
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当只考虑延迟偏移τ0,其余参数保持一致,无论是在周期1访问映射还是准周期访问映射情形时,改变

τ0 均能使3种同步相互转换.而对于A,k在周期1访问映射下,改变A,k也能使3种同步相互转换.但在准

周期情况下,却能观察到2种同步(GAS和GLS)的同时存在的现象.
因此,在满足同步前提条件下μ1+ωr=μ2+ωs,对于周期1的访问映射,延迟偏置τp0,影响访问映射振

幅的2个因素kp,Ap,单独改变其中之一,都能使得耦合系统在3种同步之间的相互转换.然而对于准周期访

问映射,会有不同的现象发生.此时单独改变延迟偏置τq0,仍然能使得耦合系统在3种同步之间的相互转换.
而单独改变kp,Ap,会发现GAS和GLS同步同时存在于层流相转变之间.使用文献[16]中的准周期访问映

射发现,当影响幅值的参数只有A 时,改变A 也能观察到GAS和GLS同步同时存在的现象.

3 结 论

本文首次对2种周期访问映射产生的层流混沌,分别进行了耦合,找到了层流混沌的一个新的系统,发
现了一些不同且有趣的现象并进行了分析,得到了对于周期1访问映射和准周期访问映射情况下,层流混沌

的3种同步结果.
耦合延迟项具有的偏移τ0,和影响幅值的参数A,k,小范围单独改变其中一项,在周期1访问映射下产

生的2个耦合的层流混沌系统能在GAS,GLS,CS中相互转化.对于在准周期访问映射下,产生的2个耦合

层流混沌系统,单独改变延迟偏移τ0 仍能使得2轨迹在GAS,GLS,CS中相互转化.但单独改变A 或者k,
会观察到GAS和GLS同步同时存在,且当影响访问映射幅值的因素,只有A 时,这个结论依然成立.

  附录见电子版(DOI:10.16366/j.cnki.1000-2367.2024.01.09.0001).
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Coupledsynchronizationoflaminarchaosunderperiod1andquasi-periodicaccessmap

ZhuYun,WangXulin,QiuGuoqiang

(SchoolofScience,JiangxiUniversityofScienceandTechnology,Ganzhou341000,China)

Abstract:Inthispaper,weobservelaminarchaosbyusingperiod-1andquasi-periodicaccessmapinanewsystem.Af-
terthat,wecouplethelaminarchaoticdualsystemproducedbytwodifferentperiodicaccessmapusingtimedelaymodulation
toobservetheirsynchronizationbehavior.Whentheparametersaffectingaccessmaparechanged,thecorrespondinggeneral-
izedanticipatorysynchronization,generalizedlagsynchronization,andcompletesynchronizationcanbeobserved.Butforquasi-

periodicaccessmap,generalizedlagsynchronizationandanticipatorysynchronizationexistsimultaneouslyinsomecases.

Keywords:laminarchaos;accessmap;generalizedanticipatorysynchronization;generalizedlagsynchronization;com-
pletesynchronization
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  附 录

表S1 周期1访问映射下3种同步情况

Tab.S1 Threesynchronizationcasesunderperiod-1accessmap

τp01 τp02 Ap1 Ap2 kp1 kp2 η 同步类型

1.65 1.65 0.80 0.80 1.80 1.80 0.80 CS

1.65 1.66 0.80 0.80 1.80 1.80 0.80 GLS

1.65 1.64 0.80 0.80 1.80 1.80 0.80 GAS

1.65 1.65 0.80 0.79 1.80 1.80 0.80 GLS

1.65 1.65 0.80 0.81 1.80 1.80 0.80 GAS

1.65 1.65 0.80 0.80 1.80 1.78 0.80 GLS

1.65 1.65 0.80 0.80 1.80 1.82 0.80 GAS

表S2 准周期访问映射下3种同步情况

Tab.S2 Threesynchronizationcasesunderquasi-periodaccessmap

τq01 τq02 Aq1 Aq2 kq1 kq2 η 同步类型

1.40 1.40 0.80 0.80 1.80 1.80 0.80 CS

1.40 1.41 0.80 0.80 1.80 1.80 0.80 GLS

1.40 1.39 0.80 0.80 1.80 1.80 0.80 GAS

1.40 1.40 0.80 0.78 1.80 1.80 0.80 GAS,GLS

1.40 1.40 0.80 0.82 1.80 1.80 0.80 GAS,GLS

1.40 1.40 0.80 0.80 1.80 1.78 0.80 GAS,GLS

1.40 1.40 0.80 0.80 1.80 1.82 0.80 GAS,GLS


