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摘 要 ：引进了Hom—Hopf(Pentagon)方程以及 Hom-Hopf元(映射)等概念，讨论了这两类方程的等价性．进 

而证明：一个 Hom一双代数(H， )的 Hom-Hopf元(或 Hom—Hopf映射)，可以用来构造任意左 H—Hom一模(或右 H— 

Horn一余模)(M，口̂f)上 Hom—Hopf方程的解． 
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Hopf方程 R地R 。一R 。R R̈ 和Pentagon方程 R。。R 一R R R孙均为重要的非线性代数方程口]，与量 

子 Yang—Baxter方程有着密切联系，并在 Von Neumann代数理论等方面也有着广泛应用，它们的提出要早 

于量子 Yang-Baxter方程_2]．长期以来，人们对它们的解的构作和结构性质进行了大量研究，得到许多研究 

成果，相关内容可参见文献[1—5]． 

近年来，作为通常代数的一种推广形式，Hom一代数的概念由 Makhlouf和 Silvestrov在研究拟李代数 

时引入 一]．其代数结合性由 Horn一结合性所代替，即：a(a)(6c)一(口6)a(c)，其中a：A—A为一个线性映射． 

对偶地文献[7—8]引入了 Horn一余代数概念．随之，人们对 Horn一型代数结构进行深入研究，Hopf代数理论 

中的许多概念、结论得以在 Hom一型代数结构理论中实现 ]．特别地，Yau在文献[11—143中对 Hom一型 

的量子 Yang—Baxter方程和相关 Hom一代数结构进行研究，利用 Hom一双代数上的拟三角和余拟三角结构得 

到了 Hom一量子 Yang—Baxter方程 的解． 

本文将主要对 Horn一型 Hopf方程和Pentagon方程进行研究，首先给出Horn～Hopf方程和 Horn—Penta- 

gon方程以及 Horn—Hopf元和 Hom—Hopf映射等概念．在此基础上，讨论 Horn—Hopf方程和 Hom-Penta— 

gon方程的等价关系．进而给出利用 Hom-Hopf元和 Horn—Hopf映射构造 Horn—Hopf-方程和 Horn—Penta— 

gon方程的解的方法．本文结构如下：第一节简要介绍文中涉及到的基本概念和一些预备知识，引入 Horn— 

Hopf方程和 Horn—Pentagon方程以及 Horn—Hopf元和 Hom—Hopf映射等定义；第二节主要讨论 Horn— 

Hopf元和 Horn—Hopf一方程的关系．第三节讨论 Horn～Hopf映射和 Hom—Hopf-一方程的关系． 

本文的所有工作都在一个固定的域 k上进行，张量积和线性映射均指域 k上的．文中将沿用文献[163 

中关于余代数余乘法的记法，对于余代数 C和任意C∈C，记 △(c)一∑C c。(为简便，文中省略符号“∑”)． 

1 预备知识 

本节先回顾 Hom一型代数结构的相关定义与结论，详见文献[6—8]． 

定义 1 一个 Hom一代数是一个四元组(A，m，／2， )，其中A是一个k 

A， ：k—A为线性映射．使对所有 n，b，c∈A，满足下列条件 

a(n)(bc)一 (ab)a(c)， 

n 1A一 1 一口(口)，其中1A一／2(1 )， 

向量空间，口：A—A， ：AoA一 

(1) 

(2) 
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Ot(ab)= a(口)口(6)，a(1a)一 la． (3) 

设(A，mA， ，aA)，(B，mB，／1B，O／B)为两个 Horn一代数，一个线性映射 ，：A— B称为一个 Horn-代数 

映射，如果 ，满足下列条件 

口B。f— f。dA， (4) 

f(1A)一 1B，f。 一 。(， ，)． (5) 

定义2 一个 Horn一余代数是一个四元组(C，A，￡，卢)，其中C是一个愚一向量空间，卢：C— C，△：C— C 

C，￡：C一 忌，为线性映射．使对所有 C∈C，满足下列条件 

(c1)o C21 o C22=C11 o C12 (f2)， (6) 

e(c1)c2一 C1￡(c2)一 口(c)， (7) 

A。p： ( )。A，e。卢一 ￡． 、 (8) 

设(C，△c，￡c，&)，(D，Ao，e。， )为两个 Horn一余代数，一个线性映射 g：C— D称为 Horn一余代数映 

射，如果 g满足下列条件 

。g — g 。 ， (9) 

eD。g一￡c，AD。g一 (g o g)。Ac． (10) 

定义3 一个 Hom-双代数是一个六元组(H， H，1H，A ，eH， )，其中(H，mH，1H，口)是一个 Hom一代 

数，(H，△”，￡n，a)是一个 Horn-余代数且使得线性映射 △一，￡一是 Horn一代数映射，即对 V h，g∈H满足 

ZX(hh )一 △( )△( )，Aa(1H)一 1H 1H (11) 

￡(M )= ￡( )￡(九 )，￡(1H)一 1H． (12) 

定义 4 设(A，a )是一个 Hom一代数，一个左A-Horn一模是一个三元组(M， ，aM)，其中M 是一个忌一 

向量空间，口M：M— M 和 ：A o M—M，∞(口o )一n· 为线性映射，使对任意a，b∈A，m∈M，下列 

条件成立． 

aM(口· )===a(口)·aM( )， (13) 

(ab)·aM( )一 aA(n)·(6·仇)，1A·m ===aM(m)． (14) 

定义5 设(C，ac)是一个 Horn一余代数，一个右 C-Horn一余模是一个三元组(M，p，aM)，其中M是一个 

向量空间，aM：M— M和10：M—M C，P(m)一m<。> m< >为线性映射，使对任意 ∈M，下列条件 

成立． 

OlM(优)<o> M(仇)<1> = 口M( <0>) ac( >)， (15) 

O／M( <0>) m<1>1 优<1>2一m<o><0> m<0><1>o口c( <1>)， (16) 

<o>￡( <1>)=== M( )． (17) 

现在给出 Hom—Hopf方程和 Horn—Pentagon方程的定义． 

定义6 设 M为一个忌一向量空间，aM：M — M 一个线性映射，R∈End(M M)满足(aM o OlM)。 

R — R 。(口M OIM)． 

(1)R称为(M，aM)上 Horn—Hopf方程的一个解，如果在 End(M M M)中，映射 R满足 

R23。Rn 。R 一 R 。Rz。； (18) 

(2)R称为(M，aM)Hom—Pentagon方程的一个解，如果在 End(Mo Mo M)中，映射R满足 

R 。R 。R 。一 R船 。R ， (19) 

这里R =R M，R =口M R，R̈ 一 ( r)(R O／M)(／d O r)∈End(M O M M)． 

命题 1 设(A，OtA)是一个 Horn一代数，若 R—R R ∈A o A满足(aA aA)(R)一R，则有 

(R R 。)R 。一 R (R 。R 。)，(R。。R 。)R 一 R 。(R 。R )， 

其中R ===R R 1a，R ：R 1 R ，R船===1 R R ∈A A O A． 

证明 记 r—r ，．。一R— 。===良，于是有 

(R R̈ )R 。一 [(R R o 1)(r 1 r )](1 o )一 

(R r 口(R ) a(r。))(1 。)一a(R r )o 

d(R。) 口(r。) 一R r R。 o r ， 
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和 

R (R”R 。)一 (R R 1)[(r 1 r )(1 。)]： (R R。 1)(口(r ) 

a( ) r )=R a(r ) R 口( )o a(r。 。)一R r R。 o r。 ． 

从而得第 1个等式成立，类似可证第 2个等式成立． 

有了上边命题，对一个 Hom一代数(A，4 )，可以给出A A中Hom—Hopf方程和 Hom—Pentagon方程 

的定义． 

定义 7 设(A，a )是一个 Hom一代数，R—R o R。∈A A满足(a o a )(R)一R． 

(1)R称为 Hom一代数(A，口A)中 Hom—Hop{方程的一个解，如果在 A o A A中，元R满足 

(尺 。R 。)R 一 R R柏； (20) 

(2)R称为 Hom一代数(A，4 )中 Hom—Pentagon方程的一个解，如果在A o A A中，元R满足 

R (R 。R 。)一 R 。R ， (21) 

其中R ===R o R o 1n，R̈ 一R 1A R。，R。。一1一 尺 R ∈A A A． 

注记 1 (1)如果 a 一 M，则 4M o 4M是(M，4M)上 Hom—Hopf方程的一个解； 

(2)设 f，g∈End(M)满足尸 一f，g 一g和4M(fg)一gf，则有R—f g是(M，口M)上 Hom—Hopf 

方程的一个解． 

下面命题将给出 Hom—Hopf方程和 Hom—Pentagon方程的关系． 

命题 2 设 M为一个k一向量空间，4M∈End(M)，R∈End(M M)。 ． 

(1)R是(M，aM)上 Hom—Hopf方程的一个解的充分必要条件是W = r是(M，aM)上 Hom—Pentagon 

方程 的一个解 ； 

(2)若线性映射R和aM均为双射，则R是(M，aM)上Hom—Hopf方程的一个解的充分必要条件是R 为 

(M，aM)上 Hom—Pentagon方程的一个解． 

证明 (1)对m，n∈M，记R(m )一m ，则有W(m )一rRr(m o )： m ．于是对 

任意 m， ，l∈ M，有 

w 。 。( z)一 W W ”(口M( ) 咒 z )一 W  ( (口M( )) 口M(Rn) ( r)=：： 

( (aM(m))) (口M(Rn)) 口M((z ) )， 

r 。Rn3R 。R r 。( z)一 r 。R船R R̈ (z rt m)===Z．13R。。R (̈z 4M( )一 

r 。R 。((zR) 口M(Rn) (aM( )))= r 。(aM((zR) ) ( M(R7z))R R( (aM( ))))一 

( (口M(m)))o (aM( )) 口M((z ) )． 

从而得 

W  。W  。W  。= r 。R 。R 。R Z．1 3． 

类似可得 

W 。W 。= g．13R R船r ． 

由映射 r的可逆性 ，故得(1)成立． 

(2)直接验证可得． 

此命题(1)说明，Hom—Hopf方程和 Hom—Pentagon方程是等价的．从而，在讨论这两类方程解的问题 

时，只需研究 Hom—Hopf方程即可． 

2 Horn—Hopf元与 Horn—Hopf方程的解 

本节将引入 Hom—Hopf元的概念，然后讨论 Hom—Hopf元与 Hom一双代数的左 Hom一模 (M，aM)上 

Hom—Hopf方程的解的关系． 

定义 8 设(H，a)为 Hom-双代数，A为H 的一个子 Hom一代数．如果中元R—R R 

足下面条件 · 

A(R ) R。= R¨R船， 

∈A H满 

(22) 
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s(R )R = lH， (23) 

△哪(口)R = R(1 口)，V a∈ A， (24) 

(口o )R=R， (25) 

则称 R为一个 Horn-Hop{元，也称(H，A，a，R)是一个带有 Horn-Hop{元的 Hom-双代数． 

命题 3 设(H，A，R)是一个带有 Horn—Hopf元的 Horn-双代数，则在A o H o H 中有 

(R 。R 。)R 。= R。。(R 。R )= R R23． (26) 

特别地，若作为 Horn一代数 H=A，则 Hom-Hopf元R即为 Horn-代数(H，口H)中Hom-Hopf方程的 
一 个解． ’ 

证明 类似命题 1的证明，易证(R 。尽 3)R =R豹(RnR )．下证等式(26)的第 2部分成立．设 R— 

R o R ∈A o H为一个 Horn—Hopf元，由(2Z)，有 

△。 (R )oR =R。。R̈ ． 

记 r=r o r 一R R。=R，有 

R R 。= (R o R。o 1)(1 r o r )一R(1 o r ) a(r。)=A哪(r )R o a(r )= 

(△ (r )o r。)(R o 1)= (R。。R珀)R ． 

综上可得该命题成立． 

定理2 (H，A，口H，R)是一个带 Hom-Hopf元的Hom一双代数，(M，叫，0／M)是左 Hom一模且0／M幂等． 

则映射 

织：M M —M o M， (优 )=R ·m R。· 

为(M，aM)上 Hom-Hopf方程的一个解． 

证明 由于(口H o 口H)(R)=R和口M( · )=aH( )·0／M( )，易证(âf 口M)a统一 。(口MoaM)． 

下面只需验证在 End(M M M)中， 满足(18)即可．事实上，对任意 ， ，z∈M，有 

。统 。( z)一 。 ¨(R · R。·n aM(1))一 。(r ·(R ·m) 

aM(R · ) r ·aM(z))： aM(r ·(R · )) R ·(口M(R。· )) R。· 

(r。·aM(z)一口H(r )·( H(R )·口M( )) 口H(R )·(口H(R )·口M(72))o 

口H( )·(r。·口M(z)一 T．1R ·口2M(m)) R。·a ( ) r ·a (Z)一 

口H(r )R · M ( ) H(R )R。·口zM( ) aM(R。r )· ． 

a (z)= R R̈ R ·(口 ( ) 口 ( )o a (z))． 

类似的可以证明 

地 。(m o z)一R R船·(a( )o 口( ) a(z))． 

由命题 3中(26)式和 aM的幂等性，可得 。 。 ： 。．从而定理得证． 

3 Hom-Hopf映射与 Hom-Hopf方程的解 

本节将给出上节的对偶结果．作为 Horn—Hopf元的对偶，引入 Hom—Hopf映射的概念，然后讨论 

Horn—Hopf映射和 Horn一双代数的右余模(M，aM)上 Hom—Hopf方程的解的关系． 

定义 8 设(H，a)为 Horn一双代数，A为H 的一个子 Hom一余代数．如果线性映射 口：C— H— k，对于 

任意C∈C，h，k∈ H满足下面条件 

o(c1 h1) 2C2一 a(c2 口(̂ ))c1， (27) 

a(co 1H)：￡(c)， (28) 
’  

(c o 胀)一a(c1 口( )) (c2 o a(走))， (29) 

d(n a)= 口． (3O) 

则称线性映射 为一个 Hom—Hopf映射，也称(H，C，a， )是一个带有 Hom—Hopf映射的 Hom一双代数． 

设(H，a)是一个 Horn一余代数，C是H的一个子Horn一余代数，口：Co H—k为一个线性映射．定义 ， 
¨

， 。为 
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弛(c d z)一￡(z) (c o )， ̈ (c d o )一￡( ) (f o z)， ̈ (c o d o z)一e(f) ( o z)．这 

里 c，d ∈ C， ∈ H． 

对偶于定理 1，有下面命题． 

命题 4 设(H，C， ， )是带有 Hom—Hopf映射 ：C H—k的Hom一双代数，则在 Horn(C@ co H， 

足)中，有 

(盯 。* 。)* 。= 盯 。*( 。*盯 。)一 0．12*023． (31、 

特别地，若作为 Hom一余代数 H =C，则 Hom—Hopf映射 即为 Horn一余代数(H，a )的卷积代数中 

Hom-Hopf方程的一个解． 

证明 利用 H的 Hom一余结合性以及(3O)，易证( 。* )̈*口 一 船*( 。 *口 )．下证等式(31)的第 

2部分成立．对任意 f，d∈C和x∈H，有 

( * 船)(fo do )一￡(z1) ( d1)￡(f2) ( 2 2)一 (a(f) d1) ( 2 o a( ))． 

( 船*( ”* ))(c d z)一e(q) ( 1 z1)￡( 21) (c21 o z21)e(z22)d(c22 d22)一 

( 1 371) (a(f1) a(x2)) (a(c2) a(d2))= ( l 1) (口(f)o 2d2)一 (a(f) 

口( 1 p X1)x2d2)一口(a(c) a(d2 a(z)) 1)一 (a(c) d1) ( 2 a(z))． 
从而命题得证． 

定理3 设(H，C，aH， )是带有 Horn—Hopf映射的 Horn一双代数， 

幂等．则线性映射 

(M，p，aM)为右 H Hom一余模且d 

R：M M — M M，R(m )一a(m<l> <1>)(m<o> n<o>)， ，n∈M为 (M，aM)上 Hom—Hopf 

方程的一个解． ． 

证明 设 口：C o H— k为一个 Hopf一映射．由于 口。(aM o OlM)=== 和dM(优)<。>o aM( )<1>一 

~tM( <o>) O／H( < >)，易证 (aM aM)。R—R。(aM OtM)．下面只需验证在 End(M M M)中，R满 

足(18)即可．对所有优，以，∈M，计算如下． 

R R 。( 。 靠o z)一R ( (，z<1> l<1>)(aM( ) <o> l<。>)一 (aH( <1>) 

< 0> < 】> ) ( <1> z<1>)(aM( <o>) <o><0> ∞ M(z<o>))：：： ( H( <1>) 

<o> < l> ) ( H( <l>)o 0LH(z<1>))(aM( z<o>)o n<0><o> M( <o>)一 

01(all(m<1>) <l>1) ( <1>2 H(z<1>))(口M( <0>) 口M( <o>) 

aM(1<0>))一 ( *盯23)( <1> n<1>o z<1>)(aM(m<o>) 

o／M( <o>) oeM(z<0>))， 

R 。R̈ R他( z)一R。。R̈ ( (Ⅲ<1> <l>) <0>o <o> M(z))一 

R。 (盯( <0><1> aH(z<1>)) ( <1> <1>)(m<0><o>o 0／M( <o>)o 

口M( <0>)))===01(aH( <0><l>) otH(z<o><1>)) ( <o><1> 口H(z<1>))· 

a(m<1> <1>)OtM( <0><0>) M( <0><o>) aM(z<0>)))一 

01(aH( <o><l>) H(z<0><1>)) ( <o><】> 0tH(z<】>)) (口H( <】>) 。 

H (咒<1>))(aM( <0><0>) OlM( <0><o>) OlM(z<o>)))一 口( H( <1>1) 

口H(z<1>1)) (m<1>1 z<1>2) (Ⅲ<l>2 o <l>2)( (m<0><o>) 

口 ( <o><o>) 口 ( <o>)))一 ( <1>l <1>1) (口H( <l>】) 

aH(1<1>2))d( H(m<】>2) aH(n<1>2))( (m<o><o>)o 

口 ( <。><0>)o a (z<0>)))一( 。。*( * ))( <1>o 

，z<1> z<1>)( ( <o><o>) 口 (靠<0><。>) 口 (z<o>)))． 

再由命题 4中(31)式和 aM的幂等性，便有R船R R ===R挖R她．从而定理得证． 
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Hom-Hopf Elements(Maps)and the Solutions of Hom-Hopf(Pentagon)Equations 

JIAO Zhengming，HUANG Gongyu 

(College of Mathematics and Information Science，Henan Normal University，Xinxiang 453007，China) 

Abstract：In this paper，the definitions of Hom-Hopf equation，Hom-Pentagon equation，Hom-Hopf element and Hom- 

Hopf map are introduced． The equivalence of Hom-Hopf equation and Horn Pentagon equation is discussed．Further，it is 

shown that the Hom-Hopf elements(Hom-H0pf maps)of a Hom-bialgebra(H ，a)can be used to construct the solutions of 

Hom-Hopf equation over(M ，aM)which is left H—Hom module(right H—Hom-comodule)． 

Keywords：Hom-bialgebra；Hom-Hopf equation；Horn-Pentagon equation；Hom—Hopf element；Hom-Hopf map 


