
第 43卷 第 2期 

2O15年 3月 

河南师范大学学报(自然科学版) 

Journal of Henan Normal University(Natural Science Edition) 

Z．43 No．2 

M ar．2O15 

文章编 号 ：1000～2367(2015)02—0169—04 

图的正面影响控制集中贪婪算法的设计与分析 

张 涛 ，朱莉娟 

(新乡学院 a．网络管理中心；b．计算机与信息工程学院，河南 新乡 453003) 

摘 要 ：对于没有固定基础设施的无线传感器网络，设计一个优良合理的拓扑控制协议是关键．根据图的控制 

集在无线传感器网络组建虚拟骨干网的应用，研究了图上控制集问题的一个变形 正面影响控制集问题．针对图中 

是否存在孤立顶点，分两种情形讨论，设计了相应的贪婪算法，并分析了算法的性能比． 
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近年来 ，无线网在社会中应用越来越广．其 中如 AdHoc网是一种无基础设施的无线通信 网络 ，其特性 

有别于有线基础网络．日常使用的有线网络是不受能源供应所限，但是在普通的无线网络中网络节点的能量 

功率问题是必须考虑的．因此在普通的无线网络里组建一个骨干网来负责路由通信的功能，对那些依靠电池 

供电的无线设备 以及无线 网络的来说变得非常重要． 

控制集(DS)已被广泛用在无线网络的活动节点集的选取上，以建立无线网络中的虚拟骨干网络l_】 ]． 

节点之间不连通的DS是一个独立集．许多学者对应用连通控制集(CDS)作为无线网络虚拟骨干网的方法 

进行了大量的研究 ，从而使 DS成为能够担当起无线网络中拓扑控制、搜索、广播信息、节点覆盖等多种 

任务的虚拟骨干网． 

通过研究连通控制集问题的算法来寻找控制集，并以此为基础来构建连通控制集，对于无线网络的虚拟 

骨干网的组建有着十分重要的意义．下面来探讨研究图的正面影响控制集问题． 

首先给定图G一(V，E)，寻找最小控制集(minimum dominating set)A，使得对每个顶点 vEV，A中至少 
j 一～ ， 、 

存在 的r 个邻点，其中 deg(v)是 的度，通常称之为正面影响控制集(Positive Influence Domina一 
厶 

ting Set，PIDS)问题．下面对于这个问题分两种情形讨论：第 1种是图中不存在度为零的顶点，即孤立顶点； 

第 2种是图中存在孤立顶点． 

1 图中不存在孤立顶点的情形 一 

若图中不存在孤立顶点，那么顶点度的最小值为1，．~I]minr—de g(
一

v)]
：1．若A满足条件：xgN~i-N点 E 

，

A 中至少存在 的 —de g(
一

v) 个邻点
，则 A 中一定包含每个顶点的至少一个邻点 ，A 即为控制集．所以正面 

影响控制集问题可变为：寻找顶点个数最少的顶点子集 A，使得对每个顶点 E V，A中至少存在 的 

r—de g(
一v) 个邻点

． 

对于顶 点子集 A。 ∈ V，设 nei(VA)是顶点 在 A 中的邻点个数 ，定义 
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1 nei(Va)， nei(Va) ]， 

一1 ， >r ． 
1 厶 厶 

， (A)一 叫( )， 是图中顶点的个数．显然，厂 ( )一0；当且仅当fl(A)一塞 ]时，A是正 
面影响控制集．定义 f (A)一f (A U { })一-厂】(A)． 

下面，给出贪婪算法及性能比的理论分析． 

贪婪算法 1： 

A 一 ； 

当存在 ∈V伦 △ f (A)> 0， 

选择顶点 得 △ f (A)最大 ， 

并且令 A—A U { }； 

输出 A． 

下面证 明的问题可归约为次模覆盖问题． 

引理 1 A是正面影响控制集，当且仅当对于任意顶点 73，A f (A)一0． 

证明 如果A是正面影响控制集，那么-厂 (A)一∑ ，达到了f 的最大值，所以对于任意顶 

点 ，△ f1(A)===0． 

相反地，如果对于任意顶点 ，A f (A)一0，证明A是正面影响控制集．用反证法，假定A不是正面影响 

控制集，那么存在顶点V0，满足nei(VoA)<r ]．此时 一定存在不包含在A中的邻点，选择这样的一 

个邻点 ，显然 △ f (A)> 0，矛盾． 

在证明引理 2之前，由于次模函数在次模覆盖问题和贪婪算法中发挥着很重要的作用，我们这里简要介 

绍次模函数的概念及相关性质． 

定义 1E托 考虑有限集合 x(基集合)，以及定义在幂集合 2 (即X的所有子集的族)上的实函数 ，如 

果对 x的任意两个子集A 和B，，满足 

厂(A)+厂(B) f(A n B)+f(A U B)， (1) 

则称 _厂是次模函数(submodular．function)． 

如果 一厂是次模的，那么称 厂是 supmodular．对任意子集 C和D，定义△of(C)一f(C LJ D)一厂(C)，那 

么(1)式也可写为 

△Df(A n B) ADf(B)， (2) 

这里 D—A＼B．特别当D一 {z)是单元素集时，我们可将 A㈦厂(c)简记为 f(c)． 

定义 2E 如果A B ，(A) 厂(B)，则称 厂是单调增加的． 

性质1c 设 x是基集合，，是 2 上的函数，那么 是单调增加次模函数当且仅当对任意子集A B， 

∈ X，一定有 A 厂(A)三三三A f(B)． 

引理 2 f (A)是单调增加次模函数． 

证明 对于A ， ∈ ，记T(A， )一 l(甜， )∈E， (UA)<r下deg(u)]I，则△ f (A)一l 
I 厶 J 

T(A， )1．若 A B，显然 nei( ) nei( )，则 T(A， ) T(B， )，所 以 △ ／ (A) A f (B)，根据次 

模函数的性质 1，_厂 是单调增加次模函数． 

定理 1 对于正面影响控制集问题，贪婪算法 1的性能比是 H(△)，这里 △是图中顶点的度的最大值． 

证明 从上述事实和贪婪算法 1可以推定，正面影响控制集问题可以归约为次模覆盖问题，且 

y—max{A f1(声)l ∈V)一max{f1( )一f1(≠)l ∈V}一 max{f1( )l ∈V}一 A， 

所以，贪婪算法 1的性能比是 H(△)． 
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2 图中存在孤立顶点的情形 

当图中存在孤立顶点时，设计了两个贪婪算法来求解． 

2．1 第 1个算法 

对于存在孤立顶点的图，可以分为两部分：第 1部分包含所有的孤立顶点，第2部分为所有度不为0的顶 

点和边．对这两部分分别求解，然后把解结合起来． 

对于第 1部分，每个孤立顶点只能被自身控制，所以必须将它们全部选择．假定图中孤立顶点数为g。，则 

不论是最优解还是近似解，都包含这 g。个孤立顶点． 

对于第 2部分，我们可以用第1节的算法求解．设由贪婪算法1求得的近似解中的顶点数为g ，而最优解 

中的顶点数为opt ，则根据定理 3，g opt H(△)，与第一部分相结合， 

g： g0+ g 三三三go+ opt H(△) goH(△)+ opt H (△)一 (g0+opt )H(△)一 optH (△)． 

算法的性能比是 H(△)，与图中不存在孤立顶点的情形相同，但这不是一个纯粹的贪婪算法，而是贪婪 

算法与分割技术的融合． 

2．2 第 2个算法 

本节设计一个纯粹的贪婪算法． 

对于 的任意子集A，定义 (A)是未被A控制的顶点数，fl(A)如第 1节中定义．令f2(A)=一 (A)一 

r +厂 (A)，显然， ( )：一 一奎r ]． 
一 1 i 1 

贪婪算法 2． 

A 一 ； 

当存在 E V满足 f (A)> 0， 

选择顶点 使得 f (A)最大， 

并且令A—A U { }； 

输 出 A． 

引理 3 A是正面影响控制集，当且仅当对于任意顶点 ，△ fz(A)一0． 

证明 若 A是正面影响控制集，则 (A)=0，达到了厂2的最大值，所以对于任意顶点 ，A f2(A)=0． 

相反地，如果对于任意顶点 ， f (A)：==0，证明A是正面影响控制集．用反证法，假定A不是正面影响 

控制集，那么或者存在未被A控制的顶点，或者存在顶点Vo，满足 (VOA)<r-deg
。

(vo)
． ．

． 在前一种情形 ，选择 

一 个未被 A控制的顶点 ，则一△ (A)> 0，△ f (A)三三=0；在后一种情形， 。一定存在不包含在 A中的 

邻点，选择这样的一个邻点 ，显然△ fl(A)>0，一△ ̂ (A) 0．在这两种情形，均存在 ，使得△ f2(A)> 

o，矛盾． 

引理 4 ．厂2(A)是单调增加次模函数． 

证明 对于A V， E V，一 h(A)表示未被A控制而被 控制的顶点数．若A B，显然A控制的 

顶点全部包含在B控制的顶点中， 控制的顶点是一定的，所以一 h(A) 一△ h(B)，根据次模函数的性质 

1，一h是单调增加次模函数．由引理 2，f (A)是单调增加次模函数．所以， (A)是单调增加次模函数． 

定理 2 对于正面影响控制集问题，贪婪算法 2的性能比是 H(2A+1)，这里 △是图中顶点的度的最大 

值． 

证明 从上述事实和贪婪算法 2可以推定，正面影响控制集问题可以归约为次模覆盖问题，且 

y—max{△ f (声)l 73 E V)一ITIax{，2( )一 ( )I E V)==：一( 一(△+1))一 、 

奎r +△一(--n--奎r 型 )一2A~1． 
￡一 1 i= 1 

所以，贪婪算法 2的性能比是 H(2A+1)． 
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3 结 论 

本文研究了图上的控制集问题的一个变形 一 正面影响控制集问题．根据图中是否存在孤立顶点，分两 

种情形讨论：对于图中不存在孤立顶点的情形，设计贪婪算法并将问题归约为次模覆盖问题，证明其性能比 

是 H(△)；对于图中存在孤立顶点的情形，设计了两个不同思路的算法．第1个算法，把图分为两个部分，对这 

两个部分分别求解，再将解结合起来构成原问题的解，这体现了贪婪技术与分割技术相融合的思想，性能比 

是 H(△)；第 2个算法思路与图中不含孤立顶点的情形相似，同样设计贪婪算法并将问题归约为次模覆盖问 

题，证明其性能比是 H(2A+1)．本文的结论对解决图上的连通边控制集问题以及无线网络的研究方面都有 

借鉴意义． 
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Design and Analysis of Greedy Algorithm the Deformation—positive 

Influence Dominating Set in Gragh 

ZHANG Tao ，ZHU Lijuan 

(a．Department of Network Management Center；b．College of Computer and 

Information Engineering，Xinxiang university，Xinxiang 453003。China) 

Abstract：It is necessary to design good and reasonable topology protocol to prolong the lifetime of sensor nodes and the 

whole network．According to the chart control set in the application of wireless sensor network to form a virtua1 backbone net— 

work，we studies positive influence dominating set problem in graph，which is a variant of dominating set problem in graph
． W e 

divide the problem into two cases according to whether there are isolated vertices in graph，then design greedy algorithms and 

analyze performance ratios respectively． 

Keywords：wireless sensor network；graph；dominating set；greedy algorithm；performance rario 


