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具有Gauss白噪声和Lévy噪声的似然竞争模型分析
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(河南师范大学a.新联学院;b.数学与信息科学学院,河南 新乡453007)

摘 要:研究了一个带有食饵庇护的随机似然竞争模型,采用Gauss白噪声和Lévy噪声来模拟环境的随机扰

动.通过利用比较定理和伊藤公式,得到了随机模型存在全局正解的结论以及种群灭绝、均值稳定、均值强持续生存

的阈值条件.研究结果表明无论是Gauss白噪声还是Lévy噪声对于种群的持续生长都是不利的,因此建模时很有必

要考虑环境的随机变化.
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Holt在文献[1]中提出了似然竞争模型,表述为如果一种捕食者同时以两种食饵为食,其中一种食饵的

增加导致捕食者数量的增加,从而增大了另一种食饵被捕食的风险.两种食饵以捕食者为中介相互影响,相
互作用.近年来,似然竞争模型在保护生物种群多样性的过程中得到了广泛的应用,见文献[2-7].食饵庇护

是指在生态系统中,食饵为了避免被捕食者捕食,采取不同形式的庇护方法,时间庇护和空间庇护被认为是

两种典型的庇护方法.目前,对于带有食饵庇护的捕食-被捕食模型已经有了一定的研究[8-11].
在文献[12]中,作者介绍了一个带有食饵庇护的似然竞争系统,

dx
dt=r1x(1-

x
K1
)-a1(1-β1)xz,

dy
dt=r2y(1-

y
K2
)-a2(1-β2)yz,

dz
dt=a1e1(1-β1)xz+a2e2(1-β2)yz-d1z,
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î

í
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(1)

这里x 和y分别是两种食饵的种群密度,z是捕食者的种群密度,ri 是食饵种群的内禀增长率,Ki 为食饵种群

的环境容纳量,ai 为捕食率,ei 为营养转化率,βi∈[0,1]为食饵庇护比例,i=1,2,d1 为捕食者种群的死亡率.
然而在自然界中,用确定性模型来刻画种群之间的关系已经不能真实地反映种群的生长状况,尤其是在

样本空间较小、物种濒临灭绝的时刻,自然界任何突然的变化对于种群的影响都是巨大的.近年来,已有大

量学者研究考虑自然环境随机波动的随机生态模型,主要采用Gauss白噪声和Lévy噪声来模拟自然界连

续稳定和突然的随机扰动,并且取得了一定的成果,参见文献[13-17].为了更加符合实际情况,本文对模型

(1)引入Gauss白噪声和Lévy噪声,研究其对应的随机似然竞争模型:

dx(t)=[r1x(1-
x
K1
)-a1(1-β1)xz]dt+σ1x(t)dB1(t)+∫Y

γ1(u)x(t-)􀮃N(dt,du),

dy(t)=[r2y(1-
y
K2
)-a2(1-β2)yz]dt+σ2y(t)dB2(t)+∫Y

γ2(u)y(t-)􀮃N(dt,du),

dz(t)=[a1e1(1-β1)xz+a2e2(1-β2)yz-d1z]dt+σ3z(t)dB3(t)+∫Y
γ3(u)z(t-)􀮃N(dt,du),

ì

î

í
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这里x(t-),y(t-),z(t-)分别是x(t),y(t),z(t)的左极限,􀮃N(dt,du)=N(dt,du)-λ(du)dt,N 为在(0,
+∞)中的可测集Y 上具有特征测度λ的泊松计数测度,即λ(Y)<∞;γi(u):Y×Ω→R关于特征测度λ有

界连续,B(Y)×Ft 可测,且γi(u)>-1,i=1,2,3.

1 主要结果

下面为了书写方便,引入记号:mi =
σ2

i

2 +∫Y
[γi(u)-ln(1+γi(u))]λ(du),Mi(t)=∫

t

0∫Y
ln(1+

γi(u))􀮃N(ds,du),i=1,2,3.显然mi >0.
定理1 模型(2)对于任意初值 (x0,y0,z0)∈R3+,均有唯一的全局正解存在.
证明 作变换u1(t)=lnx(t),u2(t)=lny(t),u3(t)=lnz(t),模型(2)等价转化为,

   

du1(t)={r1-
σ21
2-∫Y

[γ1(u)-ln(1+γ1(u))]λ(du)-
r1exp(u1(t))

K1
-a1(1-

β1)exp(u3(t))}dt+σ1dB1(t)+∫Y
ln(1+γ1(u))􀮃N(dt,du),

du2(t)={r2-
σ22
2-∫Y

[γ2(u)-ln(1+γ2(u))]λ(du)-
r2exp(u2(t))

K2
-a2(1-

β2)exp(u3(t))}dt+σ2dB2(t)+∫Y
ln(1+γ2(u))􀮃N(dt,du),

du3(t)={-d1-
σ23
2-∫Y

[γ3(u)-ln(1+γ3(u))]λ(du)+a1e1(1-β1)exp(u1(t))+

a2e2(1-β2)exp(u2(t))}dt+σ3dB3(t)+∫Y
ln(1+γ3(u))􀮃N(dt,du).
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(3)

显然模型(3)的系数满足局部Lipschtiz连续的条件,此时模型(3)有一个唯一的局部解 (u1(t),u2(t),
u3(t)),t∈ [0,τe),其中τe 为爆破时刻,即模型(2)有一个唯一的局部正解(exp(u1(t)),exp(u2(t)),
exp(u3(t))),t∈ [0,τe).讨论以下随机微分方程组,

   

dΦ1(t)=[r1Φ1(t)(1-
Φ1(t)
K1

)]dt+σ1Φ1(t)dB1(t)+∫Y
γ1(u)Φ1(t-)􀮃N(dt,du),

dΦ2(t)=[r2Φ2(t)(1-
Φ2(t)
K2

)]dt+σ2Φ2(t)dB2(t)+∫Y
γ2(u)Φ2(t-)􀮃N(dt,du),

dΦ3(t)=Φ3(t)[a1e1(1-β1)Φ1(t)+a2e2(1-β2)Φ2(t)-d1]dt+σ3Φ3(t)dB3(t)+

∫Y
γ3(u)Φ3(t-)􀮃N(dt,du),

ì

î

í
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(4)

满足初值条件 (x0,y0,z0)∈R3+.利用文献[13]中的引理4.2,可知:Φ1(t)=
W1(t)

x-1
0 +∫

t

0
W1(s)

r1
K1
ds
,W1(t)=

exp{(r1-m1)t+σ1B1(t)+M1(t)}.Φ1(t)为全局正解;同理Φ2(t)也是全局正解,二者均不会在有限时间

内发生爆破.而Φ3(t)=z0exp{a1e1(1-β1)∫
t

0
Φ1(s)ds+a2e2(1-β2)∫

t

0
Φ2(s)ds-[d+

σ2
3

2+∫Y
[γ3(u)-

ln(1+γ3(u))]λ(du)]t+σ3B3(t)+∫
t

0∫Y
ln(1+γ3(u))􀮃N(ds,du)}.同理对于方程组

  

dΨ1(t)=Ψ1(t)[r1(1-
Ψ1(t)
K1

)-a1Ψ3(t)]dt+σ1Ψ1(t)dB1(t)+∫Y
γ1(u)Ψ1(t-)􀮃N(dt,du),

dΨ2(t)=Ψ2(t)[r2(1-
Ψ2(t)
K2

)-a2Ψ3(t)]dt+σ2Ψ2(t)dB2(t)+∫Y
γ2(u)Ψ2(t-)􀮃N(dt,du),

dΨ3(t)=Ψ3(t)[a1e1(1-β1)Ψ1(t)+a2e2(1-β2)Ψ2(t)-d1]dt+σ3Ψ3(t)dB3(t)+

∫Y
γ3(u)Ψ3(t-)􀮃N(dt,du),

ì

î

í
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(5)
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满足初值条件 (x0,y0,z0)∈R3+,再次利用文献[13]中的引理4.2,可知Ψ1(t)和Ψ2(t)为全局正解,而

Ψ3(t)=z0exp{a1e1(1-β1)∫
t

0
Ψ1(s)ds+a2e2(1-β2)∫

t

0
Ψ2(s)ds-[d1+

σ23
2+∫Y

[γ3(u)-

ln(1+γ3(u))]λ(du)]t+σ3B3(t)+∫
t

0∫Y
ln(1+γ3(u))􀮃N(ds,du)}.

根据比较定理可知,

Ψ1(t)⩽x(t)⩽Φ1(t),Ψ2(t)⩽y(t)⩽Φ2(t),Ψ3(t)⩽z(t)⩽Φ3(t),t∈ [0,τe),a.s..
注意到Φi(t)与Ψi(t)(i=1,2,3)的存在区间为[0,+∞),因此模型(2)的解为全局存在的正解.

定理2 若ri >mi,∫Y
[ln(1+γi(u))]2λ(du)<c,i=1,2…,c为常数,则模型(2)的解(x(t),y(t),

z(t))满足

lim
t→∞
sup
lnx(t)

t ⩽0,lim
t→∞
sup
lny(t)

t ⩽0,a.s..

  证明 根据方程组(4)可知,

dlnΦ1(t)={r1-m1-
r1
K1

Φ1(t)}dt+σ1dB1(t)+∫Y
ln(1+γ1(u))􀮃N(dt,du),

此时两边在 [0,t]上积分,并除以t得:

lnΦ1(t)-lnΦ1(0)
t =r1-m1-

r1
K1

1
t∫

t

0
Φ1(s)ds+

σ1B1(t)
t +

M1(t)
t

, (6)

由于∫Y
[ln(1+γi(u))]2λ(du)<c,从而<Mi(t),Mi(t)>=t∫Y

[ln(1+γi(u))]2λ(du)<ct,根据文献[13]

中的引理3.1可得

lim
t→∞

Mi(t)
t =0,a.s.(i=1,2,3.). (7)

又lim
t→∞

lnΦ1(0)
t =0,对任取的正数ε,存在T >0使得当t>T 时

-
ε
2 <

lnΦ1(0)
t <

ε
2
,-

ε
2 <

M1(t)
t <

ε
2.

代入(6)式,得

lnΦ1(t)
t ⩽r1+ε-m1-

r1
K1

1
t∫

t

0
Φ1(s)ds+

σ1B1(t)
t

,

lnΦ1(t)
t ⩾r1-ε-m1-

r1
K1

1
t∫

t

0
Φ1(s)ds+

σ1B1(t)
t

,

因为r1 >m1,根据文献[18]中的引理3.2,得到

lim
t→∞
sup

1
t∫

t

0
Φ1(s)ds⩽

K1(r1+ε-m1)
r1

,

lim
t→∞
inf1t∫

t

0
Φ1(s)ds⩾

K1(r1-ε-m1)
r1

.

利用ε的任意性,得lim
t→∞

1
t∫

t

0
Φ1(s)ds=

K1(r1-m1)
r1

.将上式代入(6),又lim
t→∞

B1(t)
t =0,lim

t→∞

lnΦ1(0)
t =0以

及(7)式,得lim
t→∞

lnΦ1(t)
t =0,a.s..根据比较定理,得:

lim
t→∞
sup
lnx(t)

t ⩽lim
t→∞

lnΦ1(t)
t =0,a.s.,

同理可证lim
t→∞
sup
lny(t)

t ⩽0,a.s..
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2 均值稳定与灭绝

在开始讨论之前,先引入一些定义,假设 m(t)代表某种群t 时刻的种群密度,有如下定义.灭绝:

lim
t→∞

m(t)=0;均值稳定:lim
t→∞

1
t∫

t

0
m(v)dv>0;均值强持续生存:lim

t→∞
inf1t∫

t

0
m(v)dv>0;均值弱持续生存:

lim
t→∞
sup

1
t∫

t

0
m(v)dv>0.对于模型(2),利用伊藤公式,得

  

dlnx(t)=[r1-m1-
r1x(t)

K1
-a1(1-β1)z(t)]dt+σ1dB1(t)+∫Y

ln(1+γ1(u))􀮃N(dt,du),

dlny(t)=[r2-m2-
r2y(t)

K2
-a2(1-β2)z(t)]dt+σ2dB2(t)+∫Y

ln(1+γ2(u))􀮃N(dt,du),

dlnz(t)= -d1-m3+a1e1(1-β1)x(t)+a2e2(1-β2)y(t)]dt+σ3dB3(t)+

∫Y
ln(1+γ3(u))􀮃N(dt,du).

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(8)

上述方程组在 [0,t]上积分,并除以t得

  

lnx(t)-lnx0

t =(r1-m1)-
r1
K1

1
t∫

t

0
x(s)ds-a1(1-β1)

1
t∫

t

0
z(s)ds+

σ1B1(t)
t +

M1(t)
t

,

lny(t)-lny0

t =(r2-m2)-
r2
K2

1
t∫

t

0
y(s)ds-a2(1-β2)

1
t∫

t

0
z(s)ds+

σ2B2(t)
t +

M2(t)
t

,

lnz(t)-lnz0
t =(-d1-m3)+a1e1(1-β1)

1
t∫

t

0
x(s)ds+a2e2(1-β2)

1
t∫

t

0
y(s)ds+

σ3B3(t)
t +

M3(t)
t .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(9)

  定理3 对于模型(2)的两个食饵种群和捕食者种群,有
(I)当r1 <m1,r2 <m2 时,所有的食饵种群x(t),y(t)和捕食者种群z(t)均走向灭绝.

(II)当r1>m1,r2<m2且
a1e1(1-β1)(r1-m1)K1

r1 <d1+m3时,食饵种群y(t)和捕食者种群z(t)

灭绝,而另一食饵种群x(t)为均值稳定的,即lim
t→∞

1
t∫

t

0
x(s)ds=

(r1-m1)K1

r1
,a.s..

(III)当r1 <m1,r2 >m2 且
a2e2(1-β2)(r2-m2)K2

r2 <d1+m3 时,食饵种群x(t)和捕食者种群

z(t)灭绝,而另一食饵种群y(t)为均值稳定的,即lim
t→∞

1
t∫

t

0
y(s)ds=

(r2-m2)K2

r2
,a.s..

(IV)当
ri

Ki
>aiei(1-βi),

r1+r2-d1-∑
3

i=1
mi

μ
>∑

2

i=1

(ri-mi)Ki

ri
,且ri>mi,i=1,2时,食饵种群

x(t)和y(t)分别满足lim
t→∞
sup

1
t∫

t

0
x(s)ds⩽

(r1-m1)K1

r1
,a.s.,lim

t→∞
sup

1
t∫

t

0
y(s)ds⩽

(r2-m2)K2

r2
,a.s..

捕食者种群z(t)为均值强持续生存的,即lim
t→∞
inf1t∫

t

0
z(s)ds⩾

r1+r2-d1-∑
3

i=1
mi

μ
-∑

2

i=1

(ri-mi)Ki

ri
.

证明 (I)由于

t-1lnx(t)
x0

⩽ (r1-m1)-
r1
K1

1
t∫

t

0
x(s)ds+

σ1B1(t)
t +

M1(t)
t

, (10)

当r1 <m1 时,利用文献[17]中的引理2,知lim
t→∞

x(t)=0,a.s..同理可得,当r2<m2 时,lim
t→∞

y(t)=0,a.s..此

时对于任意的ε1 >0,存在T1 >0使得当t>T1 时,-ε1 <x(t)<ε1,-ε1 <y(t)<ε1.则
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t-1lnz
(t)
z0 ⩽ (-d1-m3)+[a1e1(1-β1)+a2e2(1-β2)]ε1+

σ3B3(t)
t +

M3(t)
t

,

由于lim
t→∞

B3(t)
t =0以及(7)式,得lim

t→∞
sup
lnz(t)

t ⩽-d1-m3 <0,这意味着lim
t→∞

z(t)=0.

(II)当r1 >m1 时,则由(10)式以及引理2[17],可知

lim
t→∞
sup

1
t∫

t

0
x(s)ds⩽

(r1-m1)K1

r1
,a.s., (11)

当r2<m2 时,此时lim
t→∞

y(t)=0,a.s.而对于ε2>0,存在T2>0使得当t>T2 时,-ε2<y(t)<ε2,于是

t-1lnz
(t)
z0 ⩽ (-d1-m3)+a1e1(1-β1)

1
t∫

t

0
x(s)ds+a2e2(1-β2)ε2+

σ3B3(t)
t +

M3(t)
t

,

易得lim
t→∞
sup
lnz(t)

t ⩽(-d1-m3)+a1e1(1-β1)
(r1-m1)K1

r1
.当a1e1(1-β1)

(r1-m1)K1

r1 <d+m3

时,lim
t→∞
sup
lnz(t)

t <0,lim
t→∞

z(t)=0,对 ∀ε3 >0,∃T3 >0使得当t>T3 时,-ε3 <z(t)<ε3,则

t-1lnx(t)
x0

⩾ (r1-m1)-
r1
K1

1
t∫

t

0
x(s)ds-a1(1-β1)ε3+

σ1B1(t)
t +

M1(t)
t

,

利用引理2[17]及ε3 的任意性,得当r1>m1 时有lim
t→∞
inf1t∫

t

0
x(s)ds⩾

(r1-m1)K1

r1
,a.s..联合(11)式,可

知lim
t→∞

1
t∫

t

0
x(s)ds=

(r1-m1)K1

r1
,a.s..

(III)与(II)部分证明类似,此处省略.
(IV)当r1 >m1,r2 >m2 时,则易得:

lim
t→∞
sup

1
t∫

t

0
x(s)ds⩽

(r1-m1)K1

r1
,a.s., (12)

lim
t→∞
sup

1
t∫

t

0
y(s)ds⩽

(r2-m2)K2

r2
,a.s.. (13)

根据(9)式,得

lnx(t)+lny(t)+lnz(t)
t -

lnx0+lny0+lnz0
t =(r1-m1)+(r2-m2)-(d1+m3)-

[r1
K1

-a1e1(1-β1)]
1
t∫

t

0
x(s)ds-[

r2
K2

-a2e2(1-β2)]
1
t∫

t

0
y(s)ds-

[a1(1-β1)+a2(1-β2)]
1
t∫

t

0
z(s)ds+∑

3

i=1

σiBi(t)
t +∑

3

i=1

Mi(t)
t

,

当
ri

Ki
>aiei(1-βi),i=1,2时,取μ=max{

ri

Ki
-aiei(1-βi),i=1,2,a1(1-β1)+a2(1-β2)},则

ln[x(t)y(t)z(t)]
t -

ln[x0y0z0]
t ⩾ (r1-m1)+(r2-m2)-(d1+m3)-

μ
1
t∫

t

0
[x(s)+y(s)+z(s)]ds+∑

3

i=1

(σiBi(t)
t +

Mi(t)
t

),

利用不等式 (x1+x2+x3)3 ⩾6x1x2x3,这里xi ∈R+,i=1,2,3.可知:3ln[x(y)+y(t)+z(t)]⩾
ln6+ln[x(y)y(t)z(t)],因此

3ln[x(y)+y(t)+z(t)]
t -

ln6
t -

ln[x0y0z0]
t ⩾ (r1-m1)+(r2-m2)-

(d1+m3)-μ
1
t∫

t

0
[x(s)+y(s)+z(s)]ds+∑

3

i=1

(σiBi(t)
t +

Mi(t)
t

),

显然r1+r2 >d1+∑
3

i=1
mi,利用文献[17]中的引理2,得
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lim
t→∞
inf1t∫

t

0
[x(s)+y(s)+z(s)]ds⩾

r1+r2-d1-∑
3

i=1
mi

μ
.

注意到(12)和(13)式,

lim
t→∞
inf1t∫

t

0
z(s)ds⩾

r1+r2-d1-∑
3

i=1
mi

μ
-lim

t→∞
sup

1
t∫

t

0
x(s)ds-

lim
t→∞
sup

1
t∫

t

0
y(s)ds⩾

r1+r2-d1-∑
3

i=1
mi

μ
-
(r1-m1)K1

r1 -
(r2-m2)K2

r2
.

3 数值模拟

为了验证文中的结论,下面采用文献[19]中的方法对方程(2)进行数值模拟.首先选取系数a1=a2=
0.5,β1=β2=0.2,e1=e2=0.8,K1=K2=1,d1=0.3,初值为(x0,y0,z0)=(0.5,0.5,0.5),Y=(0,+∞),

λ(Y)=1.下面改变部分参数的值观察随机方程(2)的解的渐近行为.
(1)在图1中,选取σ1=σ2=0.8,σ3=0.5,r1=0.2,r2=0.3,γ1(u)=γ2(u)=0.2,γ3(u)=-0.2,则此

时对应的

m1=
σ21
2+∫Y

[γ1(u)-ln(1+γ1(u))]λ(du)=0.3377,m2=0.3377,m3=0.1481.

显然满足条件r1<m1,r2<m2,根据定理3的情况(I),可知所有的食饵种群x(t),y(t)和捕食者种群z(t)
均走向灭绝,图1验证了定理3的结论.

(2)在图2中,令r1=0.4,r2=0.3,其他参数同上,此时r1>m1,r2<m2,
a1e1(1-β1)(r1-m1)K1

r1 =

0.0498,d1+m3=0.4481,
a1e1(1-β1)(r1-m1)K1

r1 <d1+m3,由定理3的(II)知,食饵种群y(t)和捕

食者种群z(t)灭绝,而另一食饵种群x(t)为均值稳定的,即lim
t→∞

1
t∫

t

0
x(s)ds=

(r1-m1)K1

r1 =0.1558,a.s.,

可以参考图2的图像.

(3)在图3中,取r1=0.3,r2=0.4,其他参数与(1)相同,a2e2(1-β2)(r2-m2)K2

r2 =0.0498,d1+m3
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=0.4481,
a2e2(1-β2)(r2-m2)K2

r2 <d1+m3,根据定理3的(III),食饵种群x(t)和捕食者种群z(t)灭

绝,而另一食饵种群y(t)为均值稳定的,即lim
t→∞

1
t∫

t

0
y(s)ds=

(r2-m2)K2

r2 =0.1558,a.s..

根据定理3的结论以及数值模拟的结果可知mi 对于种群的灭绝、均值意义下持续生存起着关键性的作

用,而mi 的大小取决于环境白噪声和Lévy噪声的强度,从定理3的结论可以看出环境的噪声强度对于种群

的持续生长是不利的.
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AnalysisofaapparentcompetitionmodelwithGauss
whitenoiseandLévynoise

WangXiaopana,LiShuangb

(a.CollegeofXinlian;b.CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:Astochasticapparentcompetitionmodelwithpreyrefugeisstudied,GausswhitenoiseandLévynoiseisa-
doptedtosimulatetherandomperturbationofenvironment.ByvirtueofcomparisontheoremandItô'sformula,theconclusion
thatthestochasticmodelhasaglobalpositivesolutionandthethresholdconditionsofextinction,stableinthemean,strong
persistenceinthemeanforpopulationarederived.TheresultsshowthatwhetherGausswhitenoiseorLévynoiseisunfavor-
ableforthesustainablegrowthofpopulation,therefore,itisessentialtoconsiderthestochasticchangeofenvironmentwhen
constructingmodel.

Keywords:apparentcompetitionmodel;preyrefuge;Gausswhitenoise;Lévynoise;stableinthemean
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