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M／M／1延迟工作休假系统的均衡策略 

赵国喜 

(新乡学院 数学与信息科学学院，河南 新乡 453000) 

摘 要：考虑M／M／1延迟工作休假系统在两种不同条件下的策略选择．在第一种情况下，系统队长和服务台 

的状态都是可观的，通过研究不同状态下的顾客期望逗留时间，得到了顾客的均阈值策略，在第二种情况下，队长和 

系统状态都是不可观的，利用矩阵几何理论，得到了顾客的平均逗留时间，给出了每个顾客在到达瞬间的混合策略． 

最后，用数值例子 ，分析了不同参数的对均衡策略的影响． 
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对顾客止步行为的研究可以追溯到20世纪70年代，Naor[1 ，Edelson和HildebrandE23利用博弈论较早 

的研究了排队系统中顾客的决策行为，2003年，Hassin等[3 把这类问题的主要研究方法归结为求纳什均衡 

策略． 

近来，有学者从经济分析的角度去研究休假排队系统中的顾客行为．Antonis等[4 在 2011年讨论了单 

服务台和一般服务时间下的休假系统，在队长可观和部分可观两种条件下，他们得到了顾客的最优止步策 

略．2012年，Guo和 Hassin[5]分析了一个马尔科夫休假排队系统中的顾客策略和社会最优化问题；随后， 

Guo和 Li[6]又讨论了部分可观马尔可夫休假系统的顾客均衡策略．2013年，Sun和 Li[7]又讨论了带多重工 

作休假排队系统中顾客的均衡和最优行为． ’ 

延迟休假排队被广泛地应用于商业服务系统、库存休假系统和通信系统等，本文将研究一个 M／M／1延 

迟休假系统．在该系统中，在服务台每个忙期结束时，服务台会有一个服务延迟时间；如果这个延迟时间段 

内，没有顾客到达，那么服务台进入一个假期．在假期内，服务台以低于正常态的速率运行．当一个顾客服务 

结束时，如果发现有顾客排队，则服务台结束假期，转入正常态；否则，继续下一个假期，直到某个服务结束时 

有顾客排队或假期结束为止．Mahbub等 在 1997年 M／G／1系统中的延迟休假问题，并用此模型来分析 

ATM 网中虚通道链接问题．Jain&SinghE。]研究了带延迟休假的 M／M(a，d，b)／1模型，Chen和 Jin[ 还研 

究过延迟虚假 Geom／G／1中的队长问题． 

本文研究和上述文献不同点在于：1)第一次从排队经济学的角度研究 M／M／1延迟工作休假系统；2)给 

出了完全可观 M／M／1延迟工作休假系统中顾客的均衡策略；3)给出完全不可观 M／M／1延迟工作休假的 

稳态队长，以及顾客的混合策略． 

1 模型描述 

考虑一／f_带延迟工作休假的M／M／1排队系统，顾客到达是参数为 的Poisson流，服务时间服从参数 

为 的指数分布．服务台服务完系统内所有顾客后有一段延迟，延迟时N JIf~从均值为 1／a的指数分布．如果 

在该延迟时间段上有顾客到达，那么服务台立即为顾客服务；如果延迟时间结束时仍然没有顾客到达，那么 

服务台进入工作休假状态．工作休假的时间服从参数为 v的指数分布，工作休假期间的顾客服务时间服从均 
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值为 1／ 的指数分布．在工作休假期中的一个服务完成瞬间，若系统内有顾客等待，那么服务台结束休假进 

入正常的工作状态；否则，服务台将继续休假，直至有顾客出现或者休假结束． 

记系统在 t时刻的队长为N( )，t时刻的系统状态为 J(￡)，则状态{(N(t)， (￡))，t三三=0)为连续时间的 

Markov链，状态空间为{( ， )I，l三三=0，0 i 1)，其中，i一0表示系统处于正常工作状态，i=1表示系统 

处于工作休假状态．系统的稳态转移图如图 1所示． 

(0 o)：== 0 o)：==兰__=：(2 o)：== ⋯ 

f ： J ： 
(o’) ‘ )：== = (2 ) =  = ⋯ 

I l 

(玎o) 

1)J 
(n1) 

图 1系统稳态转移图 

记顾客在服务完成时可以得到的报酬为R，单位逗留时间带来的损失为 C，同时，假定每个顾客都是风 

险中性的，都希望自己的平均收益最大化．我们关心的是当系统处于不同状态时，顾客采用什么样的止步策 

略．特别的，假定顾客决定后不能反悔，也就是说，顾客没有重试进入的现象，若进入系统则不能退出． 

下面我们讨论顾客的最优止步(进入或退出)策略．根据顾客在到达瞬间对系统信息的了解程度，把系 

统分为“完全可观”和“完全不可观”两种情况．在“完全可观系统”中，顾客可以观察到系统队长和服务台所 

处的工作状态；在“完全不可观系统”中，顾客不了解系统队长和服务台状态． 

2 完全可观系统下的均衡阈值策略 一 

考虑在一个完全客观系统中，顾客在到达瞬间顾客须做出进入或退出的决策．假定每个顾客服务的平均 

收益 

R > c + c
． (1) 

1 y 

该条件保障在顾客到达的瞬间，若发现系统队长为 0时必然进入系统；否则，即使系统首次空出也不可 

能进入系统．用( (0)， (1))表示顾客进入系统的纯阈值策略，即顾客在到达的瞬间发现系统状态为 

(N( )，J( ))，若 N( ) (J( ))，顾客进入系统；否则，顾客退出系统(不进入)． 

定理 1 完全可观 M／M／1延迟工作休假系统满足条件(1)，若顾客在到达瞬间发现系统状态为(N(￡)， 

J( ))，则有纯策略( (O)， (1))，即当 N(t) (工(￡))时顾客进入系统，否则退出系统．其中，( 。(0)， 

咒。(1))= ( 。，，z )， 是方程(2)唯一实根， 是方程(3)的唯一实根， 

R-c(anm'o)+(1一 =n--1 ( 1)+6 )一0， (2) 
= 0 ， 

R--C( + )=o， ㈤ 

其中，口一卑 ，b：— ，丁(o，0)： + ，T(i，1)由(10)式决定． 一 ． 
。下 V 11o T V fll 

证明 在顾客到达瞬间如果他发现系统有 ，z个顾客，服务台处于状态 i，并假设此时他的平均逗留时间 

为 T(n， )，如果进入系统，则他的期望净回报为 

S( )= R— CT( ， )， (4) 

由状态转移图可以得到如下方程： 

T(i，0)=÷ +卑 T(i一1，0)+÷ T(i，1)，i 1， (5) 
0 T ／lo T  IJ 0 T 

T(0，O)一 + ， (6) 
1 

T( ，1)： T(i一 1，1)+ ， (7) 
1 
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T(O，1)=— T(O，o)+—̂_ 一1，i 1． (8) 
口 I ^ 口 T - 

由(6)～ (8)式可知 

T(o，1)= (÷+ )+ 1， (9) 

丁c ， ?一 (告+击)+n --1， ≥ ． c 。， 
将(9)带人(5)可得 

口 T(O，0)+(1一口)∑口JT(n--j，1)+6 三：筹， (11) 

其中口=卑 ，b=÷ ，T(0，0)= + ，丁(f，1)由(1o)式决定． 
o-I- ／zo 广y 

这时将(5)和(1O)带人(4)即可得(2)与(3)式．由(5)与(10)式可知T(n，z)皆是关于 的单调函数，从 

而(2)与(3)式必有唯一实根，故定理得证． 

3 完全不可观系统的均衡止步策略 

在完全不可观系统中，顾客在到达的瞬间不了解系统队长，也看不到服务台的状态．所以，到达的顾客可 

能以概率 q进去系统，以概率 1一q退出系统．当q===0或q=1时，顾客的策略被称为纯策略；当0 g≤ 1 

时，顾客的策略被称为混合止步策略．假定所有的顾客遵循这种混合止步策略，除了顾客到达变成参数为幻 

的 Poisson流外，其余的假定和第一节中描述的模型完全一样． 

记 。=Aq，考虑该 M／M／1延迟工作休假系统．系统状态过程{(N(￡)， (￡))，t≥ 0)是一个 QBD过程 

(Quasi—birth—death)过程，状态空间为{( ， )l 0，0 i≤ 1)，其无穷小生成元矩阵如下 

Q = 

B A 0 

A2 Al Ao 

Az Al ‘． 

其 = --Aq ]'A 一 z— 
研究该 QBD过程稳态解的关键在于求下面矩阵二次方程的最小非负解 R 

R。A2+RA1+A0— 0， 

R也被称为率矩阵． 

引理 1 若 < 1，方程(13)有最小非负解 

(12) 

R—f‘A +r ／2 ‘A 一 ／2 ]， (14) 
． 1 0 ／ 1 l 

其中r= + 一√( +y+ o)。一4 o． 

证明 由矩阵方程的特点，R为两阶上三角矩阵．设出R，直接解方程组即可[11]． 

记系统的稳态分布为7f 一limpr(N(f)= ， ( )一 )， 三三=0，0 i 1．则系统的稳态概率向量可写 

为7c一 (丌0， 1，7r2，⋯)，其中玎 一 ( o， )， 0，则有引理 2． 

引理2 若 ／ < 1，系统的稳态分布为( ， )： (7to。，丌01)R ，其中 

一  

2a(r+ 口一 2 )( 1一 口) 

R 由(14)式给出． 

瓦_= =二 二 ))’ 
( 。一 r)(r+ 口)( 1一 。) 

7 __ 『』l( ’ 

●  

)  

、  ，  ● J  
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证明 由(12)可知系统的稳态概率向量满足 7cQ=0，re= 1．由NeutsE 的矩阵几何理论可知 7r。= 

(，r⋯a'o )满足：丌0(B+RA。) 0，a'o(R—I)e=1，其中I是单位矩阵，向量 e每个元素都是1，将 B，R，Az代 

入方程组 即可解得． 

定理 2 若 < 1时，顾客在完全不可观 M／M／1延迟工作休假系统中的平均逗留时间 

w= 等 象 肄 篆薷 ． 
(15) 

证明 在稳态条件下完全不可观 M／M／1延迟工作休假系统中的平均队长 

L一∑∑，l· 一∑ (丌神， -) P：( ， )∑nR”P= 

c丌加， (薹 f 口+。r ／2 。‘ 口- ／r ) ／2 1 )e一 

。叫 2 ， 霎( ) ( 
【 0 ( ) l 

( ， )f 

± 二 !± 二 
1一(( 。+r)／(2[2o)) (1一 。+r)／ (2tzo)) (1一 ／ I) 

O g』 
(1一 ) 

。( 。一r)( +r) 1+4(A 一r)( 。+ )|￡￡5 1+2( 口+r)go( ( 口+r)+2(r一2口一 ) 1+20#{) 

(2／~o—A口一r)( 1一 q)((r 一 ) l一 2 (口(r+ )+ (r一 2a～A)／~t)) 

(16) 

由引理2 将( 。， )代人(16)式，利用利特公式L= W可得(15)式． 

在稳态条件 t< 1下，由观察可知，对于任何 0 q 1，系统的平均逗留时间是有限值．记 W1= 

min{W)，W =max{W}，则有如下定理． 

定理3 若 A < 1时，在完全不可观 M／M／1延迟工作休假系统中，顾客存在确定的进入概率 ，且 

f0，0< R w ， 

= J g ， 1< R 2， (17) 

吾> 
证明 若所有的顾客采用相同的混合策略 q ，则对于所有顾客来说，单位时间的社会收益为 SB，一 

|；【。(R—CW)，利用 SB r的符号即可得到(17)，得证． 

4 数值实验 

在完全可观系统中，关注的是顾客的均衡阈值策略；在完全不可观系统中，关心的是顾客进入系统的概 

率及相应进入概率下的社会收益．图2～ 图7反映了在完全可观条件下，顾客的均衡阈值策略随不同参数变 

化的情况；图 8～ 图 9则反映了在完全不客观系统中，顾客平均逗留时间和社会收益随进入概率变化的趋 

势． 

在图 2～ 图3中， =2， =1．2，v=O．2，R=30，C一3．在图2中，阈值随着延迟速率 单调递减． 

直觉上看，a越大，意味着服务台服务完所有顾客后，进入速率较低的工作休假的可能增加了，导致顾客进入 

系统的积极性降低，只有在队长较小时才进入系统．在图3中，阈值随着到达率的增加而递增．这是由于此时 

系统负载增加，顾客即使面临较大的队长值，也不得不进入系统． 

在图 4～ 图 5中， 一0．8，口一0．1， =0．2，R=30，C一3．在图4中，随着 的增大，意味着系统在 
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图2Thresholds—o【图(~--0．8 

l 

图4 Thresholds～ 图(̂f0 0．1) 

” 

图6 Thresholds~o图(0-3) 

q 

图8 W~q图 

2O 

19 

18 

17 

16 

15 

14 

13 

12 

11 

图3 Thresholds～ 图( ．1) 

图5 Thresholds一 图 l=O．1) 

C 

图7 Thresholds～C图(v=0．2) 

q 

图9 q图 

正常状态下韵服务能力增加了，即使顾客到来时看到前面的顾客较多，也愿意进入系统，故阈值随着 的变 

化呈现单调递增趋势． 。代表了服务台休假时的工作速率，对顾客的影响类似于 ，故图5中阈值函数随 。 

单调递增． 

在图6～图7中， =0．8，a：0．1， ：==2， =1．2，R一30．在图6中，v的增加意味着系统由休假转 

入正常状态的速率增加，则系统处于正常状态的就会增加．类似于图4，顾客对队长的容忍程度增加，阈值随 

gp 呈 ∞苫  

m 【oIl∞ 

∞ 10II∞ 

sP j∞ 

sP一0嚼8 IJ 

∞ IUII 喜 
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v单调递增．C代表了顾客在单位时间的等待费用 故在幽7中，C的增加，必然招致顾客不敢等待时间太长， 

故阈值随C单调递减． 

在图8～ 图 9中， =0．8，a=0．1，／2 一2， ：==1．2。， = 2 R一30 C===3．在图8中，观察到，随着 

q的变化，顾客平均逗留时间的最小值和最大值分别为W 一0．65，W ：==11．2．由定理 3，系统存在唯一的 

Nash均衡策略q 图9反映了系统的社会收益；当台 O 81时，系统社会收益为0；但q一0．76时，系统的 

社会收益最大，S，一42．1． 

5 结 论 

在完全可观和完全不客观两种情况下，研究了M／M／1延迟工作休假系统的中顾客的进入系统瞬间的 

行为决策．在完全可观系统中，顾客进入系统的 Nash均衡策略；在完全不可观系统中，我们得到了顾客的平 

均逗留时间，并给出了顾客进入系统的混合策略．最后，用 8个数值例子演示了不同参数下两种系统中顾客 

的策略选择．下一步研究可以讨论部分信息条件下 M／M／1延迟工作休假系统中顾客的策略选择问题，本文 

的模型还可以推广到非齐次到达的相关系统模型中． 
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Equilibrium Strategies in M／M／1 Queuing System with Delayed Working Vacation 

ZHAO Gnoxi 

(School of Mathematics and Information Science，Xinxiang University，Xinxian套453000，China) 

Abstract：We consider customers’strategies behavior in an M／M／1 queuing system with delayed working vacation under 

two scenarios．In scenario 1，the queue length and the serVer’s status are fully observable．By analyzing the expected sojourn 

time of a customer under variable system states，we develop the equilibrium threshold strategies．In scenario 2，the system 

states are fully unobservable．Using fiiatrix誉§mrl战f掩theory，we obtain the expected queue length and the expected sojourn 

time of a customer，and give the mixed strategies of a cUstdmef dpon the instant of his(her)arriva1．The effects of different pa— 

rameters on the equilibrium behavior are illustratcd further th~-dugh nUmerical experiments． 

Keywords：delayed vacation；equilibrium threshold strategies；fully observable fully unobservable mixed strategies 


