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泡序图的广义4-连通度
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摘 要:S⊆V(G)是G 的一个顶点集且|S|⩾k,其中2⩽k⩽n.连接S 的树T 叫作斯坦纳树.两棵斯坦纳树

T1 和T2 称为内部不交的,当且仅当它们满足E(T1)∩E(T2)=Ø 和V(T1)∩V(T2)=S.令κG(S)是G 内部不交

的斯坦纳树的最大数目,κk(G)=min{κG(S)∶S⊆V(G),|S|=k}定义为G 的广义k-连通度.很显然,当|S|=2时,广义

2-连通度κ2(G)就是经典连通度κ(G).因此广义连通度是经典连通度的推广.主要讨论泡序图Bn 的广义4-连通度

κ4(Bn).得到的结论是当n⩾3时,κ4(Bn)=n-2.
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通常使用图G=(V,E)来表示互连网络,其中顶点(V)表示处理器,边(E)表示处理器之间的连接.连
通度反映互连网络的连通性.经典连通度κ(G)是G 的一个基本参数,它是使得G 不连通的最少的顶点数.令

S={u,v}⊆V(G)是一个顶点集.对G 中两条不同的(u,v)-路P1 和P2.当V(P1)∩V(P2)={u,v}时,P1

和P2 叫作内部不交的(u,v)-路,当E(P1)∩E(P2)=Ø 时,P1 和P2 叫作内部边不交的(u,v)-路.同时,

κ(G)也被文献[1]定义为如下形式:令κG(S)表示不交的(u,v)-路的最大数目,则κ(G)=min{κG(S)},其
中S={u,v}.文献[2]提出了条件连通度,文献[3]提出了外连通度,文献[4]提出了g-好邻连通度,文献[5]
提出了 Menger连通性,文献[6]提出了结构连通度和子结构连通度.关于这些连通性的研究已经应用到超

立方体[6]、增强k-元n-立方体[7]、泡序图[8]、泡序星图[9]和修正泡序图[10-11]上.
广义k-连通度是由文献[12]提出的.令S⊆V(G)是G 的一个顶点集且|S|⩾k,其中2⩽k⩽n.连接S

的树T 叫作斯坦纳树.两棵斯坦纳树T1 和T2 称为内部不交的当且仅当它们满足E(T1)∩E(T2)=Ø 和

V(T1)∩V(T2)=S.令κG(S)是内部不交的斯坦纳树的最大数目,κk(G)=min{κG(S)∶S⊆V(G),|S|=
k}定义为G 的广义k-连通度.当|S|=2时,κ2(G)=κ(G).因此广义连通度是经典连通度的推广.但是

κk(G)的获取并不容易.文献[12]给出了完全图Kn 的广义k-连通度.文献[13]给出了图G 的广义3-连通度

κ3(G)的紧的上界和下界.多种互连网络的广义3-连通度或广义4-连通度已经得到[14-19].本文讨论泡序图

Bn 的广义4-连通度.

1 预备知识

设G=(V,E)是一个简单无向图,|V(G)|和|E(G)|分别是G 中的顶点数和边数.对任意顶点v∈
V(G),用NG(v)表示与v相邻的顶点的集合,dG(v)表示v的度,δ(v)表示v的最小度.对于V(G)的两个

不同子集X,Y,如果有一簇内部不交的路,它们的起点在X 中、终点在Y 中,且除起点和终点外的点都不在

X 和Y中,则这簇内部不交路称为(X,Y)-路.当X 只含有一个点,即,X= {u}时,(u,Y)-路是一簇起点为u、
终点是Y 中不同点的内部不交路.如果内部不交的(u,Y)-路的数目是k,则这就是一个从u到Y 的k-扇[20].
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令 [1,n]={1,2,…,n},(p1p2…pn)是[1,n]上的置换,(ij)表示只在i,j 位上两个元素的置换.则,
(p1p2…pi…pj…pn)(ij)=(p1p2…pj…pi…pn).

泡序图Bn 有n! 个顶点且每个顶点u 具有形式u=u1u2…un.任意两个顶点u 和v 相邻当且仅当v=
u(i,i+1)对所有的1⩽i⩽n-1成立.显然,Bn 是(n-1)-正则的.任意顶点u的最后一位是一个固定的

正整数i∈[1,n],沿着最后一位把Bn 分解为n个子块B1
n-1,B2

n-1,…,Bn
n-1,则B1

n-1⊕B2
n-1⊕…⊕Bn

n-1 是

Bn 的分解.Bi
n-1 叫作Bn 的一个子块且有Bi

n-1≅Bn-1 对所有的i∈ [1,n]成立.对于不同的i,j∈ [1,n],
如果u∈V(Bi

n-1),用u'=u(n-1,n)表示u的外邻点且有u'∈V(Bj
n-1).Bn 的一些性质和结论列在下面.

  性质1[15,21] 当n⩾2时,κ(Bn)=n-1.
性质2[22] 当i∈[1,n]时,任意顶点u∈V(Bi

n-1)都有唯一一个外邻点且该子块中点的外邻点都不相同.
性质3[22] 任意不同的i,j∈ [1,n],子块Bi

n-1 和Bj
n-1 之间有(n-2)! 条独立的交叉边.

性质4[15] 当n⩾3时,κ3(Bn)=n-2.
性质5[15] 当n⩾3时,κ(Bi

n-1 ⊕Bj
n-1)=n-2,其中不同的i,j∈ [1,n].

性质6[15] 当n ⩾3时,Bni =Bn[V(Bn)\V(Bi
n-1)]是由V(Bn)\V(Bi

n-1)导出的Bn 的子图,则有

κ(Bni)=n-2对i∈ [1,n]成立.
引理1[23] 若G 是n阶连通图且有最小度δ(G),如果G中有两个相邻的度为δ(G)的顶点,则有κk(G)⩽

δ(G)-1对3⩽k⩽n 成立.
引理2[20] 若G 是一个k-连通图且任意X,Y⊆V(G)有至少k个顶点,则G 中有k 条两两不交的(X,

Y)-路.
引理3[20] 若G 是一个k-连通图,对于u∈V(G)和至少有k个顶点的集合Y⊆V(G)\{u},存在一个从

u 到Y 的k-扇.
定理1[20] 若G 是一个k-连通图,对于任意不同顶点u,v∈V(G),有k条内部不交的路连接u 和v.

2 Bn 的广义4-连通度

引理4 当n⩾3时,用B[r,s]
n-1 =Br

n-1⊕Br+1
n-1⊕…⊕Bs

n-1表示由V(Br
n-1)∪V(Br+1

n-1)∪…∪V(Bs
n-1)

导出的Bn 的子图,则B[r,s]
n-1 是连通的且κ(B[r,s]

n-1 )=n-2,其中r,s∈ [1,n]且r<s.
证明 对于不同的i,j∈[1,n],由性质3得,Bi

n-1和Bj
n-1间有(n-2)! 条独立的交叉边,则有B[r,s]

n-1 是

连通的.再由性质5可得,κ(Bi
n-1 ⊕Bj

n-1)=n-2,因此,有κ(B[r,s]
n-1 )=n-2,其中r,s∈ [1,n]且r<s.

结合引理1和性质1可得下面的引理.
引理5 当n⩾3时,κ4(Bn)⩽δ(Bn)-1=n-2.
为了得到κ4(Bn),只需要证明下面的引理是

成立的.
引理6 当n⩾3时,κ4(Bn)⩾n-2.
证明 对n用假设归纳法证明这个结论是成立

的.令S= {v1,v2,v3,v4}⊆V(Bn),则|S|=4.
当n=3时,S⊆V(B3)且|S|=4,通过图1可

以看到B3 中有一棵斯坦纳树.
当n=4时,S⊆V(B4)且|S|=4,B4 如图1

所示.不失一般性,不妨令v1=1234且具有Bn 的最

大度.当dB4
(v1)=3时,有{v2,v3,v4}={2134,

1243,1324},两棵内部不交的斯坦纳树如图2(a)
所示.当dB4

(v1)=2时,有两种情况:{v2,v3}={2134,1243}和{v2,v3}={1324,2134},每一种情况中,v4都

不和v1 相邻,类似可以找到两棵内部不交的斯坦纳树如图2(b)和2(c)所示.当dB4
(v1)=1时,只考虑v2=

1324和v2=1243就足够了,在每一种情况下,v3和v4都不与v1相邻,类似可以找到两棵内部不交的斯坦纳
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树如图2(d)和2(e)所示.当dB4
(v1)=0时,有{v2,v3,v4}={3124,2143,1423}.两棵内部不交的斯坦纳树如

图2(f)所示.

当n⩾5时,假设κ4(Bn)⩾n-2对n-1成立,即,κ4(Bn-1)⩾n-3.下面将证明κ4(Bn)⩾n-2对

n 成立.
情形1 S 中的点都在Bn 的一个子块中.
不失一般性,不妨令vi ∈V(B1

n-1)对i∈ [1,4]成立.由假设条件,κ4(Bn-1)⩾n-3,则在B1
n-1中有

(n-3)棵内部不交的斯坦纳树T1,T2,…,Tn-3连接S.由性质6得,Bn[V(Bn)\V(B1
n-1)]是连通的,因此有

一棵树T̂n-2 连接v'1,v'2,v'3 和v'4.令Tn-2 =̂Tn-2∪v1v'1∪v2v'2∪v3v'3∪v4v'4 是一棵连接S 的树.
显然,V(Tn-2)∩V(B1

n-1)=S.
因此,Bn 中有(n-2)棵内部不交斯坦纳树T1,T2,…,Tn-3,Tn-2连接S,即,κ4(Bn)⩾n-2.
情形2 S 中的点在Bn 的两个子块中.
因为S 中有4个点,所以Bn 的一个子块中可能有1,2或3个点.考虑如下子情形.
子情形2.1 S 中的3个点在Bn 的一个子块中.
不失一般性,不妨令v1,v2,v3 ∈V(B1

n-1)和v4∈V(B2
n-1).在这个子情况中,考虑v'4 是否在B1

n-1 中,
需要讨论两种子情况.

子情形2.1.1 v'4 ∈V(B1
n-1).

子情形2.1.1.1 v'4 ∉ {v1,v2,v3}.
此时,v1,v2,v3,v'4∈V(B1

n-1).由假设条件可得,κ4(Bn-1)⩾n-3.则B1
n-1中有(n-3)棵内部不交的斯

坦纳树T̂1,̂T2,…,̂Tn-3 连接{v1,v2,v3,v'4}.令T1 =̂T1∪v4v'4.注意到由性质1得dB1n-1
(v'4)=n-2.所

以,对i∈ [1,n-3],v'4 在T̂i 中最多有2个邻点.当v'4 在T̂i 中有一个邻点v4i1 时,v'4i1∉V(B1
n-1).由性

质6得,Bn[V(Bn)\V(B1
n-1)]是连通的,则存在一条路Pi 连接v'4i1 和v4.此时,对i,j∈ [2,n-3],令

Tj =(̂Tj -v'4)∪v4i1v'4i1 ∪Pi.当v'4 在 T̂i 中有2个邻点v4i1 和v4i2 时,由性质2可得,v'4i1,v'4i2 ∉

V(B1
n-1)且它们不相同.结合性质6,有一棵树 T̂j 连接v'4i1,v'4i2 和v4(图3).此时,令Tj =(̂Tj -v'4)∪

v4i1v'4i1 ∪v4i2v'4i2 ∪T̂j,其中j∈ [2,n-3].

由性质6,存在一棵树T̂n-2 连接{v'1,v'2,v'3,v4}.令Tn-2=̂Tn-2∪v1v'1∪v2v'2∪v3v'3 是连接S的

树.显然,V(Tn-2)∩V(B1
n-1)=S.
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因此,Bn 中有(n-2)棵斯坦纳树T1,T2,…,Tn-3,

Tn-2 连接S.
子情形2.1.1.2 v'4 ∈ {v1,v2,v3}.
不失一般性,不妨令v'4=v1.由性质4,κ3(B1

n-1)=

n-3.则在B1
n-1中有(n-3)棵内部不交的斯坦纳树 T̂1,

T̂2,…,̂Tn-3 连接{v1,v2,v3}.从 T̂1,̂T2,…,̂Tn-3 中选取

不同的x1,x2,…,xn-3使得xi∈V(̂Ti)对i∈[1,n-3]

成立.注意到{̂T1,̂T2,…,̂Tn-3}中最多有一棵树是一条路

v1v2v3,结合dB1n-1
(v1)=n-2,选取不是路v1v2v3 的那些树.对i∈ [1,n-3],令X'={x'1,…,x'n-3}是

xi 的外邻点的集合.由性质2,X'中的点是不同的,则|X'|=n-3.结合性质6,Bn[V(Bn)\V(B1
n-1)]是连

通的,所以有v4 与X'连通.由引理3,有(n-3)条内部不交的(v4,X')-路P1,P2,…,Pn-3.结合k-扇的定

义[20],不失一般性,对i∈ [1,n-3],令x'i 是路Pi 的终点.令T1=̂T1∪x1x'1∪P1,T2=̂T2∪x2x'2∪

P2,…,Tn-3 =̂Tn-3 ∪xn-3x'n-3 ∪Pn-3.注意到v'1=v4.因为Bn[V(Bn)\V(B1
n-1)]是连通的,存在一棵树

T̂n-2 连接{v4,v'2,v'3}.令Tn-2 =̂Tn-2 ∪v1v4 ∪v2v'2 ∪v3v'3.
因此,Bn 中有(n-2)棵内部不交的斯坦纳树T1,T2,…,Tn-2 连接S.
子情形2.1.2 v'4 ∉V(B1

n-1).

与子情形2.1.1.2类似,在B1
n-1中有(n-3)棵内部不交的斯坦纳树T̂1,̂T2,…,̂Tn-3 连接{v1,v2,v3}.对

于i∈[1,n-3],令xi,X'和P1,P2,…,Pn-3 与子情形2.1.1.2中相同.因为Bn[V(Bn)\V(B1
n-1)]连通,由

性质6得有一棵树 T̂n-2 连接{v'1,v'2,v'3,v4}.令T1=T̂1 ∪x1x'1 ∪P1,T2=T̂2 ∪x2x'2 ∪P2,…,

Tn-3 =̂Tn-3 ∪xn-3x'n-3 ∪Pn-3,Tn-2 =̂Tn-2 ∪v1v'1 ∪v2v'2 ∪v3v'3.
因此,Bn 中有(n-2)棵内部不交的斯坦纳树T1,T2,…,Tn-3,Tn-2 连接S.
子情形2.2 S 中的两个点在Bn 的一个子块中.
不失一般性,不妨令v1,v2 ∈V(B1

n-1)和v3,v4∈V(B2
n-1).由性质1,κ(B1

n-1)=κ(B2
n-1)=n-2.结合

定理1,在B1
n-1中有(n-2)条内部不交的(v1,v2)-路P1,…,Pn-2,同时在B2

n-1中有(n-2)条内部不交的

(v3,v4)-路P̂1,…,̂Pn-2.对i∈ [1,n-2],从P1,…,Pn-2 中选取不同的x1,…,xn-2 使得xi ∈V(Pi),从

P̂1,…,̂Pn-2 中选取不同的y1,…,yn-2 使得yi ∈V(̂Pi).注意到κ(B1
n-1)=κ(B2

n-1)=n-2,以上路中最多

有一条是长度为1的,如果是这样的话,令V(P1)={v1,v2}和V(̂P1)={v3,v4},同时取x1=v1和y1=v3.
令X'={x'1,…,x'n-2}和Y'={y'1,…,y'n-2},则由性质2,有|X'|=n-2和|Y'|=n-2.结合引理4,

B
[3,n]
n-1 =Bn[V(B3

n-1)∪V(B4
n-1)∪ … ∪V(Bn

n-1)]连通且κ(B
[3,n]
n-1
)=n-2.再结合引理2,B

[3,n]
n-1 中有(n-

2)条两两不交的(x'i,y'i)-路P'1,…,P'n-2,其中i∈[1,n-2].由k-扇[20]的定义,不妨令P'i 的起点和终点

分别是x'i 和y'i,其中i∈ [1,n-2].令T1=P1 ∪x1x'1 ∪P'1 ∪y1y'1 ∪ P̂1,T2=P2 ∪x2x'2 ∪

P'2 ∪y2y'2 ∪P̂2,…,Tn-2=Pn-2 ∪xn-2x'n-2 ∪P'n-2 ∪yn-2y'n-2 ∪P̂n-2.
因此,Bn 中有(n-2)棵内部不交的斯坦纳树T1,T2,…,Tn-2 连接S.
情形3 S 中的点在Bn 的3个子块中.
不失一般性,不妨令v1,v2∈V(B1

n-1),v3∈V(B2
n-1)和v4∈V(B3

n-1).由性质1,得κ(B1
n-1)=n-2.结合

定理1,B1
n-1中有(n-2)条内部不交的(v1,v2)-路P1,…,Pn-2.对i∈[1,n-2],从P1,…,Pn-2中选取不同

的x1,…,xn-2 使得xi ∈V(Pi).这些路中最多有一条长度为1,如果是这样的话,令V(P1)={v1,v2}和

x1=v1.令X'={x'1,…,x'n-2},则由性质2,X' 中的点都不相同,即,|X'|=n-2.结合性质6,Bn1 =
Bn[V(Bn)\V(B1

n-1)]连通且κ(Bn1)=n-2.
子情形3.1 v'3 和v'4 都不在B1

n-1 中.
这种情形下,注意到κ(Bn1)=n-2和|X'|=n-2.由引理3,有(n-2)条内部不交的(v3,X')-路
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P̂1,…,̂Pn-2和(n-2)条内部不交的(v4,X')-路􀭾P1,…,􀭾Pn-2.不失一般性,不妨令P̂i 和􀭾Pi 的终点为x'i,其中

i∈[1,n-2].令T1=P1∪x1x'1∪P̂1∪􀭾P1,T2=P2∪x2x'2∪P̂2∪􀭾P2,…,Tn-2=Pn-2∪xn-2x'n-2∪

P̂n-2 ∪􀭾Pn-2.
子情形3.2 v'3 和v'4 中的一个或两个都在{v1,v2}中.
基于子情形3.1的讨论,只需要选取一些特殊的路.

当v'3=v1 时,选取x1=v1 和P̂1=v1v3.令􀮃X'=X'-v3,则|􀮃X'|=n-3.注意到dB2n-1
(v3)=n-2.

由引理3,有(n-3)条内部不交的(v3,􀮃X')-路P̂2,…,̂Pn-2.令T1=P1∪v1v3∪􀭾P1,对于i∈[2,n-2],取

Ti 与子情形3.1中相同.

当v'4=v1 时,选取x1=v1 和􀭾P1=v1v4.令􀮃X'=X'-v4,则|􀮃X'|=n-3.注意到dB3n-1
(v4)=n-2.

由引理3,有(n-3)条内部不交的(v4,􀮃X')-路􀭾P2,…,􀭾Pn-2.令T1=P1∪x1x'1∪P̂1∪v1v4,对于i∈[2,

n-2],取Ti 与子情形3.1中相同.
当v'3=v1 和v'4=v2 时,基于以上讨论,令T1=P1∪v1v3∪v2v4,对于i∈[2,n-2],Ti 与子情形

3.1中相同.
当v'3 ∈V(B1

n-1)或v'4∈V(B1
n-1)但是v'3,v'4∉ {v1,v2},Ti 与子情形3.1中都相同,其中i∈ [1,

n-2].
因此,Bn 中有(n-2)棵内部不交的斯坦纳树T1,T2,…,Tn-2 连接S.
情形4 S 中的点在Bn 的4个子块中.
不失 一 般 性,不 妨 令 v1 ∈V(B1

n-1),v2 ∈V(B2
n-1),v3 ∈V(B3

n-1)和 v4 ∈V(B4
n-1).令 v1 =

(a1a2…an-11).
首先,选取v1 作为起点,在B1

n-1 中构造(n-1)条内部不交的路.
P1
2=(a1a2a3…an-11)(a2a1a3…an-11)(a2a3a1…an-11)…(a2a3…an-1a11);

P1
3=(a1a2a3…an-11)(a1a3a2…an-11)…(a1a3…an-1a21);
…

P1
n-1=(a1a2a3…an-11)(a1a2a3…an-1an-21);

P1
n =(a1a2a3…an-11).

令P1={P2
1,P3

1,…,P1
n}是由v1 出发构造的路的集合.对i∈ [2,n],令u1

i 是构造的路P1
i 的终点且

X1={u1
2,u1

3,…,u1
n}.由文献[15]的定理4.1,V(P1

s)∩V(P1
t)={v1},且(u1

i)'分别B2
n-1,B3

n-1,…,Bn
n-1 中,

其中不同的s,t∈ [2,n].为了讨论方便,对i∈ [2,n],不妨令(u1
i)'∈V(Bi

n-1).否则的话,可以把上述构造

的路重新排序使得它们的终点的外邻点(u1
i)'分别在B2

n-1,B3
n-1,…,Bn

n-1 中.
类似地,可以在B2

n-1 中从v2 出发构造(n-1)条内部不交的路P2
1,P2

3,P2
4…,P2

n.令P2={P2
1,P2

3,…,

P2
n}是从v2 出发构造的路的集合.令u2

j 是路P2
j 的终点且满足(u2

j)'∈V(Bj
n-1),X2={u2

1,u2
3,…,u2

n},其中

j∈ {1,3,4,…,n}.同时,在B3
n-1 中从v3 出发构造(n-1)条内部不交的路P3

1,P3
2,P3

4…,P3
n.令P3={P3

1,

P3
2,P3

4,…,P3
n}是从v3 出发构造的路的集合.令u3

k 是P3
k 的终点且满足(u3

k)'∈V(Bk
n-1),X3={u3

1,u3
2,

u3
4,…,u3

n},其中k∈ {1,2,4,…,n}.在B4
n-1 中从v4 出发构造(n-1)条内部不交的路P4

1,P4
2,P4

3,P4
5,…,

P4
n.令P4={P4

1,P4
2,P4

3,P4
5,…,P4

n}是从v4 出发构造的路的集合.令u4
l 是路P4

l 的终点且满足(u4
l)'∈

V(Bl
n-1),X4={u4

1,u4
2,u4

3,u4
5,…,u4

n},其中l∈ {1,2,3,5,…,n}.
其次,下面说明在Bn 中有(n-2)棵斯坦纳树.
子情形4.1 Pi 中路的终点的外邻点在Pj 中的前3条路上,其中不同的i,j∈ [1,4].
此时,对s∈ [5,n]和t∈ [1,4],(ut

s)'∈V(Bs
n-1),令(Xt)'={(ut

5)',(ut
6)',…,(ut

n)'}.由性质2,得

|(Xt)'|=n-4.由引理4,B[5,n]
n-1 =Bn[V(B5

n-1)∪V(B6
n-1)∪ … ∪V(Bn

n-1)]连通且κ(B[5,n]
n-1 )=n-2.结

合引理2,对不同的k,l∈ [1,4],在B[5,n]
n-1 中有两两不交的((Xk)',(Xl)')-路.注意到B[5,n]

n-1 是连通的,存在

树 T̂s 连接{(u1
s)',(u2

s)',(u3
s)',(u4

s)'},其中s∈[5,n].由引理2,对不同的r,m ∈[5,n],树T̂r 和T̂m 内部
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不交.令Ts =̂Ts ∪u1
s(u1

s)'∪u2
s(u2

s)'∪u3
s(u3

s)'∪u4
s(u4

s)',其中s∈ [5,n].Bn 中有(n-4)棵内部不交

的斯坦纳树.下一步将会选Bn 中另外2棵内部不交的斯坦纳树.
这种情形下,对i∈[2,4],(u1

i)'∈V(Bi
n-1);对j∈{1,3,4},(u2

j)'∈V(Bj
n-1);对k∈{1,2,4},(u3

k)'∈

V(Bk
n-1);对l∈[1,3],(u4

l)'∈V(Bl
n-1).令r1 是((u1

2)',v2)-路 P̂1 与V(P2
1)相交的第一个点,̂P1[(u1

2)',

r1]是起点为(u1
2)'终点为r1 的路;r2 是((u2

3)',v3)-路P̂2 与V(P3
1)相交的第一个点,̂P2[(u2

3)',r2]是起点

为(u2
3)'终点为r2 的路;r3 是((u3

4)',v4)-路P̂3 与V(P4
1)相交的第一个点,̂P3[(u3

4)',r3]是起点为(u3
4)'终点

为r3 的路;r4 是((u1
3)',v3)-路P̂4 与V(P3

2)相交的第一个点,̂P4[(u1
3)',r4]是起点为(u1

3)'终点为r4 的路;

r5 是((u1
4)',v4)-路 P̂5 与V(P4

3)相交的第一个点,̂P5[(u1
4)',r5]是起点为(u1

4)'终点为r5 的路;r6 是

((u4
2)',v2)-路P̂6 与V(P2

4)相交的第一个点,̂P6[(u4
2)',r6]是起点为(u4

2)'终点为r6 的路.令T1=P1
2∪

P̂1[(u1
2)',r1]∪P2

1∪P2
3∪̂P2[(u2

3)',r2]∪P3
1∪P3

4∪̂P3[(u3
4)',r3]∪P4

1,T2=P3
2∪̂P4[(u1

3)',r4]∪P1
3∪

P1
4∪̂P5[(u1

4))',r5]∪P4
3∪P4

2∪̂P6[(u4
2)',r6]∪P2

4.
因此,在Bn 中有(n-2)棵内部不交的斯坦纳树T1,T2,T5,…,Tn 连接S.
子情形4.2 对不同的i,j∈ [1,n],Pi 中路的终点的外邻点在Pj 中的路上.
在这种情形下,令t1 是((u1

3)',v3)-路􀭺P1 与V(P3
5)相交的第一个点,􀭺P1[(u1

3)',t1]是起点为(u1
3)'终点

为t1 的路;t2 是((u3
2)',v2)-路􀭺P2 与V(P2

5)相交的第一个点,􀭺P2[(u3
2)',t2]是起点为(u3

2)'终点为t2 的路;

t3 是((u4
1)',v1)-路􀭺P3 与V(P1

5)相交的第一个点,􀭺P3[(u4
1)',t3]是起点为(u4

1)'终点为t3 的路.令Tn-2=

P1
3∪􀭺P1[(u1

3)',t1]∪P3
5∪P3

2∪􀭺P2[(u3
2)',t2]∪P2

5∪P1
5∪􀭺P3[(u4

1)',t3]∪P4
1.

由以上讨论,P1中除P1
3和P1

5外还有(n-3)条构造的路;P3中除P3
2和P3

5外还有(n-3)条构造的路;

P2 中除P2
5 外还有(n-2)条构造的路;P4中除P4

1 外还有(n-2)条构造的路.注意到v1=(a1a2…an-11).所
以,an-1 ≠2和an-1 ≠3有一个是成立的.不失一般性,不妨令an-1 ≠2.由 P1

2 的构造方法,得u1
2 =

(a2a3…an-1a11).令u1
2=(a2a3…an-121)和ai=5.把路P1

2 从点u1
2 起进行如下延伸:

(a2…5ai+1…an-121)(a2…ai+15…an-121)…(a2…ai+1…an-1251).

  令û1
2=(a2…ai+1…an-1251),则(̂u1

2)'∈V(B5
n-1).令􀭾P1

2 是起点为v1 终点为û1
2 的路.由文献[15]的定

理4.1,得V(􀭾P1
2)∩V(P1

j)=Ø,其中j∈[3,n].用同样的方法延伸P1
4使得延伸后路的终点的外邻点在Bl

n-1

中,其中l∈[5,n].所有不包含在Tn-2中的路都可以按照上述方法进行延伸.注意到延伸后路的终点的外邻

点在B[5,n]
n-1 中.由引理4,B[5,n]

n-1 连通且κ(B[5,n]
n-1 )=n-2.与子情形4.1类似,令Bi

n-1中延伸后路的终点的外邻

点集合为(Xi)',其中i∈ [1,4].结合性质2和Bi
n-1 中构造的路的数目,有|(X1)'|=|(X3)'|=n-3和

|(X2)'|=|(X4)'|=n-2.再次注意到由引理4得B[5,n]
n-1 连通且κ(B[5,n]

n-1 )=n-2.结合引理2,对不同的k,

l∈ [1,4],B[5,n]
n-1 中有(n-3)条两两不交的((Xk)',(Xl)')-路.因此有 (n-3)棵树 T̂1,̂T2,…,̂Tn-3 连接

(Xi)'.由引理2,对不同的r,m ∈ [5,n],树 T̂r 和T̂m 是内部不交的.令树 T̂j 并上延伸的路为树Tj,其中

j∈[1,n-3].此时,在Bn 中有(n-3)棵内部不交的斯坦纳树T1,T2,…,Tn-3 连接S.
因此,Bn 中有(n-2)棵内部不交的斯坦纳树T1,T2,…,Tn-3,Tn-2连接S.
综上所述,κ4(Bn)⩾n-2对n 成立.
结合引理5和引理6,可得下述结论.
定理2 当n⩾3时,κ4(Bn)=n-2.

3 结 论

泡序图有许多吸引研究者的性质.本文证明了当n⩾3时,κ4(Bn)=n-2,即,在Bn 中有至少(n-2)棵
内部不交的斯坦纳树连接任意4个顶点.需要说明的是,那些内部不交的斯坦纳树是通过构造得到的,因此

不是唯一存在的,Bn 中还可能存在其他形式的内部不交斯坦纳树.随后,作者会寻求Bn 的广义k-连通度中

更一般的k.
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Thegeneralized4-connectivityofbubble-sortgraphs

WangYanling1,FengWei2

(1.CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China;

2.CollegeofMathematicsandPhysics,InnerMongoliaMinzuUniversity,Tongliao028043,China)

  Abstract:LetS⊆V(G)beavertexsetand|S|⩾kfor2⩽k⩽n,atreeTiscalledanS-SteinertreeifTconnects
S.TwoS-SteinertreesT1andT2areinternallydisjointifE(T1)∩E(T2)=ØandV(T1)∩V(T2)=S.LetκκG(S)bethe
maximumnumberoftheinternallydisjointS-Steinertrees.κk(G)=min{κG(S)∶S⊆V(G),|S|=k}isdefinedasthegen-
eralizedk-connectivityofG .Obviously,when|S|=2,thegenerality2-connectivityκ2(G)istheclassicalconnectivityκ(G).
Thenthegeneralityconnectivityisageneralizationoftheclassicalconnectivity.Inthispaper,wefocusonthegenerality4-con-
nectivityκ4(Bn)ofthebubble-sortgraphBnandgetκ4(Bn)=n-2whenn⩾3.

Keywords:generalized4-connectivity;internallydisjoint;bubble-sortgraphs;paths
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