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变指数Herz-typeHardy空间上的
一类分数次积分及交换子

周疆,赵欢

(新疆大学 数学与系统科学学院,乌鲁木齐830046)

摘 要:设Ω ∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1)(r⩾1)是零次齐次函数,且b∈Lipγ(Rn).利用 Herz-typeHardy空间

的原子分解理论,研究了带变量核的分数次积分算子,当核函数满足一定条件时,证明了这类算子TΩ,μ 及其交换子

[bm,TΩ,μ]在变指数 Herz-typeHardy空间上的有界性.
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设Sn-1(n⩾2)是Rn 中的单位球面,dσ是Sn-1上规范的Lebesgue测度,称定义在Rn×Rn 上的核函数

Ω(x,z)∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1)(r⩾1),如果Ω(x,z)满足(i)对 ∀x,z∈Rn 以及λ>0,有Ω(x,λz)=

Ω(x,z);(ii)‖Ω‖L∞(Rn)×Lr(Sn-1)∶=sup
x∈Rn∫Sn-1

|Ω(x,z')|rdσ(z')( )
1
r

< ∞,其中z'=
z

|z|
,z∈Rn\{0}.

  对于0<μ<n,Ω(x,z)∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1),且∫Sn-1
Ω(x,z')dσ(z')=0,∀x∈Rn.带变量核的分

数次积分算子定义为TΩ,μf(x)=∫Rn

Ω(x,x-y)
|x-y|n-μf(y)dy.

1971年,Muckenhoupt等人[1]证明了TΩ,μ 是从Lp(Rn)到Lq(Rn)有界的.当μ=0时,TΩ,μ 与一类具有

变系数的二阶线性椭圆方程问题有密切联系,关于此类算子的研究首先见Calderón和Zygmund[2]的工作.
随后,带变量核的分数次积分算子的研究受到了众多学者的关注.

自1991年Ková̌cik等人[3]研究了变指数Lebesgue空间和Sobolev空间以来,变指数空间由于在流体

动力学及具有非增长条件的微分方程等领域有着广泛的应用,近二十年来得到了飞速的发展.2006年,Cruz-
Uribe等人[4]考虑了调和分析中许多经典算子在变指数Lebesgue空间上的有界性,其中包括奇异积分算子

和分数次积分算子等.2010年,Izuki[5]首先引入了变指数Herz空间K̇α,q
p(·)(Rn)的概念,其中p(·)是变指数,

并研究了分数次积分算子在其上的有界性.2012年,Wang等人[6]定义了变指数 Herz-typeHardy空间,并
且给出了此类空间上的原子刻画.

算子的有界性和函数空间的刻画是调和分析的两个重要内容,交换子可以对函数空间进行刻画,因此研

究交换子是非常有意义的.设b∈L1
loc(Rn),定义由b和TΩ,μ 生成的高阶交换子为

[bm,TΩ,μ]f(x)=∫Rn

Ω(x,x-y)
|x-y|n-μ

(b(x)-b(y))mf(y)dy,m ∈N.

  2016年,Abdalmonem等人[7]证明了带变量核的分数次积分算子TΩ,μ 及其交换子在变指数 Herz空间

K̇α,q(·)
p(·) (Rn)上的有界性.2017年,Wang[8]考虑了分数次积分算子的交换子在变指数 Herz-typeHardy空间

上的有界性.受以上文献的启发,本文的主要目的是证明带变量核的分数次积分算子TΩ,μ 及 其 与Lipschitz
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函数生成的高阶交换子 [bm,TΩ,μ]在变指数Herz-typeHardy空间上的有界性.
在本文中,C 总表示和主要参数无关的一个正常数且其取值在不同的位置可以是不同的.Bk ={x ∈

Rn:|x|⩽2k},Ak =Bk\Bk-1,χk =χAk,k∈Z,其中χAk 表示集合Ak 的特征函数.用p'(·)表示p(·)的

共轭指数,即 1
p(x)+

1
p'(x)=

1.f≈g 表示f⩽Cg 且g⩽Cf.[x]表示小于或等于x 的最大整数,其中

x ∈R.
设E 是Rn 中的可测子集且|E|>0.首先介绍变指数Lebesgue空间的相关定义.
令p(·):E → [1,∞)是一可测函数.变指数Lebesgue空间Lp(·)(E)定义为

Lp(·)(E)∶=f 是可测函数:对于某个常数η>0,有∫E

|f(x)|
η

æ

è
ç

ö

ø
÷

p(x)

dx< ∞{ } .

局部可积的变指数Lebesgue空间Lp(·)
loc (E)定义为

Lloc
p(·)(E)∶={f 是可测函数:对所有的紧子集K ⊂E,f∈Lp(·)(K)}.

当赋予如下的范数时,Lp(·)(E)是Banach空间,‖f‖Lp(·)(E)=infη>0∶∫E

|f(x)|
η

æ

è
ç

ö

ø
÷

p(·)

dx ⩽1{ } .

定义P(Rn)是可测函数p(·):Rn→[1,∞)的集合,使得p-=essinf
x∈Rn

p(x)>1,p+=esssup
x∈Rn

p(x)<∞.

设M 为Hardy-Littlewood极大算子.用B(Rn)表示P(Rn)中所有使M 在Lp(·)(Rn)上有界的函数p(·)
组成的集合.

下面介绍变指数Herz空间的定义.
定义1[5] 设α∈R,0<q< ∞,且p(·)∈P(Rn).变指数Herz空间 K̇α,q

p(·)(Rn)定义为

K̇α,q
p(·)(Rn)={f∈Lp(·)

loc (Rn\{0}):‖f‖K̇α,q
p(·)(Rn)< ∞},

其中 ‖f‖K̇α,q
p(·)(Rn)= ∑

∞

k= -∞
2kαq‖fχk‖q

Lp(·)(Rn){ }
1/q

.

  显然,̇K0,p(·)
p(·) (Rn)=Lp(·)(Rn).当p(·)≡p 为常数时,即为经典Herz空间.

在此基础上给出变指数Herz-typeHardy空间的定义及其原子分解特征.用S(Rn)表示Rn 上的Schw-
artz空间,它是由无穷可微且在无穷远处迅速递减的函数所构成的,S'(Rn)表示S(Rn)的对偶空间.令GNf
为f 的grand极大函数,其定义为 GNf(x)=sup

ϕ∈AN
|ϕ*

∇(f)(x)|,其中 AN ={ϕ ∈S(Rn): sup
|α|,|β|⩽N

|

xαDβϕ(x)⩽1|}且N >n+1,ϕ*
∇ 是非切向极大算子并且其定义为

ϕ*
∇(f)(x)= sup

|y-x|<t
|ϕt*f(y)|,

这里ϕt(x)=t-nϕ(x/t),∀x ∈Rn .
定义2[6] 设α ∈ R,0<q < ∞,p(·)∈ P(Rn),且 N >n+1.变指数 Herz-typeHardy空间

ḢKα,q
p(·)(Rn)定 义 为 ḢKα,q

p(·)(Rn)∶={f ∈ S'(Rn):GN(f)(x) ∈ K̇α,q
p(·)(Rn)}, 且 ‖f‖ḢKα,q

p(·)
(Rn)∶=

‖GN(f)‖K̇α,q
p(·)(Rn)

.
2012年,Wang等人在文献[6]中给出了如下的定义.
定义3 设nδ2 ⩽α< ∞,p(·)∈P(Rn),非负整数s⩾ [α-nδ2].
(i)Rn 上的函数a 称为一个中心(α,p(·))-原子,如果满足:(a)suppa⊂B(0,r)={x ∈Rn:|x|<

r};(b)‖a‖Lp(·)(Rn)⩽|B(0,r)|-α/n;(c)∫Rn
a(x)xβdx=0,|β|⩽s.

(ii)Rn 上的函数a 称为一个限制型中心(α,p(·))-原子,若满足(b),(c)及(a)'suppa⊂B(0,r),r⩾1.
若r=2k,k∈Z,则中心(α,p(·))-原子为二进制中心(α,p(·))-原子.
2002年,文献[9]定义了如下的Lr-Dini条件.
定义4 设Ω(x,z)∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1)(r⩾1)为它的r阶积分连续模,称Ω(x)满足Lr-Dini条件,

如果∫
1

0

ωr(δ)
δ dδ<∞,其中ωr(δ)是它的r阶积分连续模,其定义为ωr(δ)= sup

x∈Rn,|ρ|<δ
(∫Sn-1

|Ω(x,ρz')-
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Ω(x,z')|rdσ(z'))
1
r,这里ρ 表示Rn 上的旋转,且|ρ|= sup

z'∈Sn-1
|ρz'-z'|.

定义5 对0<γ⩽1,Lipschitz空间Lipγ(Rn)是满足下面条件的函数b所组成的空间

‖b‖Lipγ(Rn)
= sup

x,y∈Rn,x≠y

|b(x)-b(y)|
|x-y|γ < ∞.

1 命题与引理

下面给出一些必要的命题与引理.
命题1 设p(·)∈P(Rn)满足

|p(x)-p(y)|⩽ -C
lg(|x-y|)

,若|x-y|⩽
1
2
, (1)

|p(x)-p(y)|⩽
C

lg(e+|x|)
,若|x|⩽|y|, (2)

则p(·)∈B(Rn),即Hardy-Littlewood极大算子M 是Lp(·)(Rn)有界的.
上述结论分别被Cruz-Uribe等人在文献[10]以及Nekvinda在文献[11]中独立证得.
2012年,Wang和Liu在文献[6]中证得了如下的结论.
命题2 设p(·)∈B(Rn),0<q<∞,nδ2⩽α<∞,则Rn 上的分布f∈HK̇α,q

p(·)(Rn)当且仅当存在

支集为Bk 的中心(α,p(·))-原子ak 和常数λk,∑
∞

k= -∞
|λk|q<∞,使得f=∑

∞

k= -∞
λkak 在分布意义下成立,并

且 ‖f‖ḢKα,q
p(·)(R

n)≈inf ∑
∞

k= -∞
|λk|q( )

1/q,其中下确界取自f 的所有中心原子分解.

命题3[12] 设p1(·)∈B(Rn),Ω ∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1).若0<μ ⩽
n
(p1)+

,且定义变指数p2(·)为

1
p1(x)-

1
p2(x)=

μ
n
,则对任意的f∈Lp1(·)(Rn)有 ‖TΩ,μf‖Lp2(·)(Rn)⩽C‖f‖Lp1(·)(Rn).

命题4[7] 设p1(·)∈B(Rn),b∈Lipβ(Rn),0<β⩽1,Ω ∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1).若0<μ+mβ⩽
n
(p1)+

,且定义变指数p2(·)为 1
p1(x)-

1
p2(x)=

μ+mβ
n

,则对任意的f∈Lp1(·)(Rn)有

‖[bm,TΩ,μ]f‖Lp2(·)(Rn)⩽C‖b‖m
Lipβ(R

n)‖f‖Lp1(·)(Rn).

  引理1[3] 设p(·)∈P(Rn),则对任意的f∈Lp(·)(Rn),g∈Lp'(·)(Rn),有∫Rn
|f(x)g(x)|dx ⩽

rp‖f‖Lp(·)(Rn)‖g‖Lp'(·)(Rn),其中rp∶=1+1/p--1/p+.上述不等式被称为广义Hölder不等式.
引理2[4] 设0<μ<n,Ω∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1)(r>1)满足Lr-Dini条件.若存在0<α0<1/2,使

得|y|<α0R,则

∫R<|x|<2R

Ω(x,x-y)
|x-y|n-μ -

Ω(x,x)
|x|n-μ

r

dx{ }
1
r

⩽CR
(nr-n+μ)|y|

R +∫
|y|/R

|y|/2R

ωr(δ)
δ dδ{ } .

  引理3[13] 设p(·)∈P(Rn).若q∈ (p+,∞),且定义q(·)为 1
p(x)=

1
q +

1
q(x)

(x ∈Rn),则对任意

的可测函数f 和g 有 ‖fg‖Lp(·)(Rn)⩽C‖f‖Lq(·)(Rn)‖g‖Lq(Rn).
  引理4[5] 若p(·)∈B(Rn),则存在一个正常数C,使得对所有Rn 中的球B,有

1
|B|

‖χB‖Lp(·)(Rn)‖χB‖Lp'(·)(Rn)⩽C.

  引理5[14] 若p1(·)∈B(Rn),则存在正常数δ1,δ2 和C,使得对所有Rn 中的球B 和所有的可测子集

S⊂B,有

‖χB‖Lp(·)(Rn)

‖χS‖Lp(·)(Rn)
⩽C|B|

|S|
,
‖χS‖Lp(·)(Rn)

‖χB‖Lp(·)(Rn)
⩽C |S|

|B|
æ

è
ç

ö

ø
÷

δ1
,
‖χS‖Lp'(·)(Rn)

‖χB‖Lp'(·)(Rn)
⩽C |S|

|B|
æ

è
ç

ö

ø
÷

δ2

.
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  引理6 设p(·)∈B(Rn),且0<p-⩽p+< ∞,对每个球B ⊂Rn 有 ‖χB‖Lp(·)(Rn)≈|B|1
/p(x),当

|B|⩽2n,x∈B 且‖χB‖Lp(·)(Rn)≈|B|1
/p∞,当|B|⩾1.其中p∞ =lim

|x|→∞
p(x).此引理参见文献[13]中

的推论4.5.9.

2 主要定理及其证明

本文的主要结果如下.
定理1 设0<q1⩽q2<∞,nδ2⩽α<nδ2+β,Ω∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1)(r>p+

2)且对于0<β⩽

1,积分连续模ωr(δ)满足∫
1

0

ωr(δ)
δ1+β dδ<∞.若0<μ<n-β,p1(·)∈P(Rn)满足(1)式和(2)式使得p+

1 <

μ
n
,且定义p2(x)为 1

p1(x)-
1

p2(x)=
μ
n.则TΩ,μ 从HK̇α,q1

p1(·)
(Rn)到 K̇α,q2

p2(·)
(Rn)有界.

证明 假设f∈HK̇α,q1
p1(·)
(Rn),由命题2得,f=∑

∞

j= -∞λjaj 在分布意义下成立,其中aj 是支集为Bj

的二进制中心(α,p1(·))-原子,且‖f‖ḢKα,q1
p1
(·)
(Rn)≈inf ∑

∞

j= -∞
|λj|q1( )

1/q1.其中下确界取自f的所有中心

原子分解.由0<q1/q2 ⩽1,得

‖TΩ,μ(f)‖
q1
K̇α,q2p2(·)

(Rn)= ∑
∞

k= -∞
2kαq2‖TΩ,μ(f)χk‖

q2
Lp2

(·)(Rn){ }
q1
/q2 ⩽ ∑

∞

k= -∞
2kαq1‖TΩ,μ(f)χk‖q1

Lp2
(·)(Rn)⩽

C ∑
∞

k= -∞
2kαq1 ∑

k-2

j= -∞
|λj|‖TΩ,μ(aj)χk‖Lp2

(·)(Rn)( )
q1 +

C ∑
∞

k= -∞
2

kαq1 ∑
∞

j=k-1
|λj|‖TΩ,μ(aj)χk‖Lp2

(·)(Rn)( )
q1 =∶I1+I2.

  估计I1.对于k∈Z,j⩽k-2及x ∈Ak,利用 Minkowski不等式和aj 原子的消失性,可得

‖TΩ,μ(aj)χk‖Lp2
(·)(Rn)⩽∫Bj

Ω(·,·-y)
|·-y|n-μ -

Ω(·,·)
|·|n-μ

χk

Lp2
(·)(Rn)

|aj(y)|dy.

注意到r>p+
2,定义p2(·)>1且 1

p2(x)
=

1
p2(x)+

1
r
,根据引理3,有

Ω(·,·-y)
|·-y|n-μ -

Ω(·,·)
|·|n-μ

χk

Lp2
(·)(Rn)

⩽
Ω(·,·-y)
|·-y|n-μ -

Ω(·,·)
|·|n-μ

Lr(Rn)

‖χk‖Lp2
(·)(Rn)⩽

Ω(·,·-y)
|·-y|n-μ -

Ω(·,·)
|·|n-μ

Lr(Rn)

‖χBk‖Lp2
(·)(Rn).

  当|Bk|⩽2n,xk∈Bk 时,由引理6,可得‖χBk‖Lp2
(·)(Rn)≈|Bk|

1
p2
(xk)≈‖χBk

‖Lp1
(·)(Rn)|Bk|

-
1
r-μ

n .

当|Bk|⩾1时,得到 ‖χBk‖Lp2
(·)(Rn)≈|Bk|

1
p2
(∞)≈ ‖χBk‖Lp1

(·)(Rn)|Bk|
-
1
r-μ

n .

从而 ‖χBk‖Lp2
(·)(Rn)≈ ‖χBk‖Lp1

(·)(Rn)|Bk|
-
1
r-μ

n .
另一方面,根据引理2,有

Ω(·,·-y)
|·-y|n-μ -

Ω(·,·)
|·|n-μ

Lr(Rn)
⩽C2

(k-1)(
n
r-n+μ)|y|

2k-1 +∫
|y|/2k-1

|y|/2k

ωr(δ)
δ dδ{ }⩽

C2
(k-1)(

n
r-n+μ)2j-k +2(j-k)β∫

1

0

ωr(δ)
δ1+β

dδ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ⩽C2(k-1)(

n
r-n+μ)2(j-k)β. (3)

利用广义Hölder不等式,引理4和引理5,可得

‖TΩ,μ(aj)χk‖Lp2
(·)(Rn)⩽C2(k-1)(

n
r-n+μ)2(j-k)β‖χBk‖Lp1

(·)(Rn)|Bk|-
1
r-μ

n∫Bj
|aj(y)|dy⩽

C2-kn+(j-k)β‖χBk‖Lp1
(·)(Rn)‖aj‖Lp1

(·)(Rn)‖χBj‖Lp'1
(·)(Rn)⩽
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C2(j-k)β‖aj‖Lp1
(·)(Rn)

‖χBj‖Lp'1
(·)(Rn)

‖χBk‖Lp'1
(·)(Rn)

⩽C2-jα+(j-k)(β+nδ2).

通过以上的估计,有

I1 ⩽C ∑
∞

k= -∞
2kαq1 ∑

k-2

j= -∞
|λj|2-jα+(j-k)(β+nδ2)( )

q1 =C ∑
∞

k= -∞
∑
k-2

j= -∞
|λj|2(j-k)(β+nδ2-α

)( )
q1.

下面对0<q1 < ∞ 分两种情况讨论.当0<q1 ⩽1时,由β+nδ2-α>0,得

I1 ⩽C ∑
∞

k= -∞
∑
k-2

j= -∞
|λj|q12(j-k)(β+nδ2-α

)q1( ) =C ∑
∞

j= -∞
|λj|

q1 ∑
∞

k=j+2
2(j-k)(β+nδ2-α

)q1( ) ⩽C ∑
∞

j= -∞
|λj|

q1.

当1<q1 < ∞ 时,根据Hölder不等式,得到

I1 ⩽C ∑
∞

k= -∞
∑
k-2

j= -∞
|λj|q12(j-k)(β+nδ2-α

)q1
/2( ) × ∑

k-2

j= -∞
2(j-k)(β+nδ2-α)q'1/2( )

q1
/q'1
⩽

C ∑
∞

j= -∞
|λj|

q1 ∑
∞

k=j+2
2(j-k)(β+nδ2-α

)q1
/2( ) ⩽C ∑

∞

j= -∞
|λj|

q1.

  估计I2.利用TΩ,μ 从Lp1
(·)(Rn)到Lp2

(·)(Rn)有界的,有

I2 ⩽C ∑
∞

k= -∞
2

kαq1 ∑
∞

j=k-1
|λj|‖aj‖Lp1

(·)( )
q1
⩽C ∑

∞

k= -∞
∑
∞

j=k-1
|λj|2(k-j)α( )

q1
.

下面对0<q1 < ∞ 分两种情况讨论.当0<q1 ⩽1时,得

I2 ⩽C ∑
∞

j= -∞
|λj|

q1 ∑
j+1

k= -∞
2(k-j)αq1( ) ⩽C ∑

∞

j= -∞
|λj|

q1.

当1<q1 < ∞ 时,根据Hölder不等式,可得

I2 ⩽C ∑
∞

k= -∞
∑
∞

j=k-1
|λj|

q12(k-j)αq1
/2( ) × ∑

∞

j=k-1
2
(k-j)αq'1

/2
( )

q1
/q'1
⩽C ∑

∞

j= -∞
|λj|

q1.

  综合I1,I2 的估计,就完成了定理1的证明.
定理2 设0<q1⩽q2<∞,nδ2⩽α<nδ2+γ.令b∈Lipγ(Rn),m∈N,Ω∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1)(r>

p+
2),1⩽r'<p-

1 且对于0<γ⩽1,积分连续模ωr(δ)满足

∫
1

0

ωr(δ)
δ1+γ

dδ< ∞.

若0<μ <n-γ,p1(·)∈P(Rn)满足(1)和(2)式使得p+
1 <

n
μ+γ

,且定义p2(x)为
1

p1(x)
-

1
p2(x)

=

μ+γ
n .则[bm,TΩ,μ]从 HK̇

α,q1
p1
(·)
(Rn)到 K̇

α,q2
p2
(·)
(R

n)有界.

证明 类似于定理1的证明.假设f∈HK̇
α,q1
p1
(·)
(Rn),由命题2得,f=∑

∞

j= -∞
λjaj 在分布意义下成立,其中

aj 是支集为Bj 的二进制中心(α,p1(·))-原子,且 ‖f‖ḢKα,q1
p1
(·)
(Rn)≈inf ∑

∞

j= -∞
|λj|

q1( )
1/q1.

其中下确界取自f 的所有中心原子分解.由0<q1/q2 ⩽1,有

‖[bm,TΩ,μ](f)‖
q1
K̇α,q2

p2
(·)
(Rn)

= ∑
∞

k= -∞
2kαq2‖[bm,TΩ,μ](f)χk‖

q2
Lp2

(·)(Rn){ }
q1
/q2
⩽

∑
∞

k= -∞
2kαq1‖[bm,TΩ,μ](f)χk‖

q1
Lp2

(·)(Rn)⩽C ∑
∞

k= -∞
2kαq1 ∑

k-2

j= -∞
|λj|‖[bm,TΩ,μ](aj)χk‖Lp2

(·)(Rn)( )
q1

+

C ∑
∞

k= -∞
2kαq1 ∑

∞

j=k-1
|λj|‖[bm,TΩ,μ](aj)χk‖Lp2

(·)(Rn)( )
q1

=∶J1+J2.

估计J1.对于k∈Z,j⩽k-2及x ∈Ak,利用 Minkowski不等式和aj 原子的消失性,可得

‖[bm,TΩ,μ](aj)χk‖Lp2
(·)(Rn)⩽∫Bj

Ω(·,·-y)
|·-y|n-μ -

Ω(·,·)
|·|n-μ

(b(·)-b(y))mχk

Lp2
(·)(Rn)

|aj(y)|dy⩽
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∫Bj

Ω(·,·-y)
|·-y|n-μ -

Ω(·,·)
|·|n-μ |b(·)-b(0)|mχk

Lp2
(·)(Rn)

|aj(y)|dy+

∫Bj

Ω(·,·-y)
|·-y|n-μ -

Ω(·,·)
|·|n-μ

χk

Lp2
(·)(Rn)

|b(0)-b(y)|m|aj(y)|dy=∶J11+J12.

  先考虑J11.注意到r>p+
2,定义p2(·)>1且 1

p2(x)
=

1
p2(x)

+
1
r
,根据引理3,有

Ω(·,·-y)
|·-y|n-μ -

Ω(·,·)
|·|n-μ |b(·)-b(0)|mχk

Lp2
(·)(Rn)

⩽
Ω(·,·-y)
|·-y|n-μ -

Ω(·,·)
|·|n-μ

Lr(Rn)
‖|b(·)-

b(0)|mχk‖Lp2
(·)(Rn)⩽C‖b‖m

Lipγ(Rn)2
kγ Ω(·,·-y)

|·-y|n-μ -
Ω(·,·)
|·|n-μ

Lr(Rn)
‖χBk‖Lp2

(·)(Rn).

当|Bk|⩽2n,xk ∈Bk 时,由引理6,可得 ‖χBk‖Lp2
(·)(Rn)≈|Bk|

1
p2(xk)≈ ‖χBk‖Lp1

(·)(Rn)|Bk|-
1
r-μ+γ

n .

当|Bk|⩾1时,得到 ‖χBk‖Lp2
(·)(Rn)≈|Bk|

1
p2
(∞)≈ ‖χBk‖Lp1

(·)(Rn)|Bk|-
1
r-μ+γ

n .

从而 ‖χBk‖Lp2
(·)(Rn)≈ ‖χBk‖Lp1

(·)(Rn)|Bk|-
1
r-μ+γ

n .

另一方面,根据引理2,类似于(3)式,有 Ω(·,·-y)
|·-y|n -

Ω(·,·)
|·|n

Lr(Rn)
⩽C2

(k-1)(
n
r-n+μ)2(j-k)γ.

由以上的估计和广义Hölder不等式,得
J11 ⩽C‖b‖m

Lipγ(R
n)2-kn+(j-k)γ‖χBk‖Lp1

(·)(Rn)‖aj‖Lp1
(·)(Rn)‖χBj‖Lp'1

(·)(Rn)⩽

C‖b‖m
Lipγ(Rn)2

(j-k)γ‖aj‖Lp1
(·)(Rn)

‖χBj‖Lp'1
(·)(Rn)

‖χBk
‖Lp'1

(·)(Rn)
⩽C‖b‖

m

Lipγ
(Rn)2

-jα+(j-k)(γ+nδ2
).

  考虑J12,类似于J11 的估计,可得

J12 ⩽C2
(k-1)(

n
r-n+μ)2(j-k)γ‖χBk

‖Lp1
(·)(Rn)|Bk|-

1
r-μ+γ

n∫Bj
|b(0)-b(y)||aj(y)|dy⩽

C‖b‖m
Lipγ(R

n)2-kn+(j-k)γ‖χBk
‖Lp1

(·)(Rn)‖χBj‖Lp'1
(·)(Rn)‖aj‖Lp1

(·)(Rn)⩽

C‖b‖
m

Lipγ
(Rn)2

-jα+(j-k)(γ+nδ2
).

由此可得

J1 ⩽C‖b‖mq1
Lipγ

(Rn) ∑
∞

k= -∞
2kαq1 ∑

k-2

j= -∞
|λj|2-jα+(j-k)(γ+nδ2)( )

q1
=

C‖b‖mq1
Lipγ

(Rn) ∑
∞

k= -∞
∑
k-2

j= -∞
|λj|2(j-k)(γ+nδ2-α)( )

q1
.

下面对0<q1 < ∞ 分两种情况讨论.当1<q1 < ∞ 时,根据Hölder不等式,得到

J1 ⩽C‖b‖
mq1
Lipγ

(Rn) ∑
∞

k= -∞
∑
k-2

j= -∞
|λj|

q12(j-k)(γ+nδ2-α
)q1
/2( ) × ∑

k-2

j= -∞
2(j-k)(γ+nδ2-α

)q'1
/2( )

q1
/q'1
⩽

C‖b‖mq1
Lipγ

(Rn)∑
∞

j= -∞
|λj|q1 ∑

∞

k=j+2
2(j-k)(γ+nδ2-α

)q1
/2( ) ⩽C‖b‖

mq1
Lipγ

(Rn)∑
∞

j= -∞
|λj|q1.

当0<q1 ⩽1时,由γ+nδ2-α>0,得

J1 ⩽C‖b‖
mq1
Lipγ

(Rn)∑
∞

j= -∞
|λj|

q1 ∑
∞

k=j+2
2(j-k)(γ+nδ2-α

)q1( ) ⩽C‖b‖
mq1
Lipγ

(Rn)∑
∞

j= -∞
|λj|

q1.

估计J2.利用[bm,TΩ,μ]从Lp1
(·)(Rn)到Lp2

(·)(Rn)有界的,有

J2 ⩽C‖b‖
mq1
Lipγ

(Rn) ∑
∞

k= -∞
2kαq1 ∑

∞

j=k-1
|λj|‖aj‖Lp1

(·)( )
q1
⩽C‖b‖

mq1
Lipγ

(Rn) ∑
∞

k= -∞
∑
∞

j=k-1
|λj|2(k-j)α( )

q1
.

下面对0<q1 < ∞ 分两种情况讨论.当0<q1 ⩽1时,得

J2 ⩽C‖b‖
mq1
Lipγ

(Rn)∑
∞

j= -∞
|λj|q1 ∑

j+1

k= -∞
2(k-j)αq1( ) ⩽C‖b‖

mq1
Lipγ

(Rn)∑
∞

j= -∞
|λj|

q1.

当1<q1 < ∞ 时,根据Hölder不等式,可得
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J2 ⩽C‖b‖
mq1
Lipγ

(Rn) ∑
∞

k= -∞
∑
∞

j=k-1
|λj|

q12(k-j)αq1
/2( ) × ∑

∞

j=k-1
2(k-j)αq'1

/2( )
q1
/q'1
⩽C‖b‖

mq1
Lipγ

(Rn)∑
∞

j= -∞
|λj|

q1.

  综合J1,J2 的估计,就完成了定理2的证明.

3 结束语

本文考虑带变量核的分数次积分算子TΩ,μ 及其与Lipschitz函数生成的高阶交换子 [bm,TΩ,μ]在变指

数Herz-typeHardy空间上的有界性,该结论将经典的分数次积分算子拓展为带变量核的分数次积分算子,
使得理论分析更具有意义.
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Boundednessofaclassoffractionalintegraloperatorsand
commutatorsonvariableexponentherz-Typehardyspace

ZhouJiang,ZhaoHuan

(CollegeofMathematicsandSystemSciences,XinjiangUniversity,Urumqi830046,China)

Abstract:LetΩ∈L∞(Rn)×Lr(Sn-1)(r⩾1)beahomogeneousfunctionofdegreezeroandb∈Lipγ(Rn).Withthe

atomicdecompositionoftheHerz-Hardyspace,thefractionalintegralwithvariablekernelarediscussed.Whensomeconditions
aregivenaboutkernelfunction,weobtainsomeboundednessofthefractionalintrgraloperatorsTΩ,μanditscommutators[bm,

TΩ,μ]onvariableexponentHerz-typeHardySpaces.

Keywords:variablekernel;fractionalintegraloperator;higherordercommutator;variableexponentHerz-typeHardy
space
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