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摘 要：从稳定性与混沌控制的角度，研究了双时滞 Rossler系统，这些系统通常出现在发送和接收信号的有 

源传感问题中．首先，从对系统的特征方程根的分布分析入手，研究时滞对系统平衡点稳定性、Hopf分支及 Hopf- 

zero分支存在性的影响；其次，通过选择合适的几何因子和时滞，混沌振荡转变为稳定的平衡点或稳定的周期轨；最 

后，数值模拟验证了理论结果． 
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中图分类号 ：O174．13 文献标志码 ：A 

多重时滞 Rossler系统出现在信号发送和接收稍后时间的有源传感问题中．有源传感系统通过发射信 

号和处理接收器的输出来探测环境．在发送和接收之间常常存在延迟，这表现为一个脉冲形式．通常时滞 r 

在确定探测系统的特征方面起着关键作用，文献[1—3]研究了这些系统的使用．文献E4]用数值模拟的方法 

给出了关 于不同几何因子 的分 

支结构，并应用 Galerkin近似 

技术把时滞微分方程转化为一 

族常微分方程，较容易的计算出 

来条件 Lyapunov指数． 
一  

本文研 究 了多重 时滞 的 

Rossler系统，主要研究该系统 

的稳定性、分支和混沌等现象， 

并通过选择合适的“几何因子” 

对混沌进行控制 ，关于混沌控制 

可参见文献[5—7]．这些“几何 

(a) 

因子”关系到发射器一目标系统的几何结构，如图1所示． 

1 平衡点的稳定性与分支的存在性分析 

双时滞 Rossler系统为 

k／x(t—f ) 

(b) 

图l 含有不同时滞类型的有源传感系统简图 

其中a，b，C是参数，r， 是时滞参数，k ，k 是几何因子．系统(1)的平衡点为 

s (一 ， )，sz(一船z ， )， 

(i) 
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Y。，z。)是系统(1)的平衡点 ，则它在此平衡点处线性化方程对应的特征方程为 

。+ 口2 。+ 口1 + 口。一 k1( + a2 + bo)e～ 一 k2( + 口2 + bo)e一 一 0， (2) 

其 中 n2= c—zo一口，nl= 1+ o+衄 0一c／c，no= c—xo一口 0，bo= n(z0一c)． 

1．1 r一 0。 一 0的情形 

此时特征方程 (2)变为 

．：【。+ (口2一 k1一 k2) + (口1一 k1n2一 k2a2) + 口0一 k1bo— k2b0— 0． (3) 

引理 1 (i)当口0一b。(忌1+忌2)时， 一0是方程(3)的根；当口。一b。(愚1+k2)，a1> 口2(尼1+k2)，且 

n。> k，+k 时，方程(3)有一个零根和两个具有负实部的根．此时，系统(1)经历了不动点分支； 

(ii)当 口o> bo( 1+k2)，a2> k1+k2，(口1一k1n2一k2口2)(口2一k1一k2)> n0一bo( 1+k2)时，方程 

(3)的所有根具有负实部． 

作如下假设 ：(H1)no> b。( 1+k2)，n2> k1+k2，(口1一k1口2一k2口2)(n2一k1一k2)> 口。一bo(kl+k2)． 

1．2 r≠ O。 ===0的情形 

此时特征方程 (2)变为 

。+ (口2一 k2) + (口1一 k2n2) + 口。一 k2b0一 k1( 。+ a2 + b0)e- 一 0． (4) 

易知， — ifl(卢>O)是方程(4)的根的充分必要条件是 满足 

fk1(J臼2一bo)cos(flr)一kla2flsin(flr)一(a2一k2)J82一ao+k2bo， 

lk1(6。一 )sin(flr)一kla2flcos(flr)一 一(al—k2a2) 

平方相加 ，并令 一 可得 

g( )一 + + + r一 0， (5) 

其 中 P— n；+k；一2a1一k；，q一 (口1一k2口2) +2b0k；+2(n2一k2)(忌2bo一口0)一k ＆；，r一 口j+2aobo． 

引理 2c。 (i)若 r< 0，则方程(5)至少一个正实根； 

(ii)若 r 0且 P。 3q，则方程(5)没有正实根 ； 

(iii)若 r 0且Pz>3q,则方程(5)有正实根的充要条件是 z 一--——p—4- ~／
—

p2
一

__

3q> o且 g ( ) 0
． 

作如下假设：(H2)r三三=0，Pz 3q；(H3)r< 0；(H4)r三三=o，Pz> 3q， 一 二鱼± _二二 > 0且 

g ( ) 0． 

不失一般性，假设方程(5)有 3个正实根 ， 和 ．于是(4)有 3个正根 一√ (忌一1，2，3)．根据三 

角函数 的性质 ，记 

l÷[-2j~+arccos(P1)]，Q1 0， 
r 一 { (6) 

l÷[2( +1)7c—arccos(P1)]，Q1<o， Lp 

其中：P 一c。s( r )一 蔓二 一=一- __ 龛 三 一一 ，Q 一sin( r(J))一 
鱼  二  监 ， 一 1，2，3；J— O'1，2，⋯．k 
口；J82+kl(6。一 ) ⋯ ～’ ⋯ 一’ 。 

定义 一 o 一 min {r2}，cu。一 应用引理 2和文献[9]中的推论 2．4可得如下引理 3． 

引理3 设(H1)成立，(i)如果(H2)成立，则当r三三=0时，方程(4)的根都具有负实部；(ii)如果(H3)或 

者(H4)成立，则当r一 ’时，方程(4)有一对简单纯虚根± ，且当r∈[O， )时，方程(4)的根都具有负 

实部 ，其 中 rl 如(6)式定义． 

由隐函数定理，存在￡o>0，使得当 I r—r l<e。时，方程(4)有一对单根A(r)一a(r)±ifl(r)，且满足 
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a(r )一 0，~(rlj )一 ． 

引理 4 如果 g ( )≠ 。，则 ≠ 。，并且 与 g ( )的符号相同． 

证明 把 (r)代人方程(4)，并关于 r求导可得 

(bo 一 ) ]．因为 > 。， > 。，所以 

Ref l ＼d
r2 1 )一 ．其中n [ + 

≠ 0，且 与 g，( )的符号相同．引理 4得证． 
oz" 

定理 1 假设(H1)成立，(i)当 ：0时，如果(H2)成立，则当r三三=0时，系统(1)的平衡点是局部渐近 

稳定的．(ii)当o-===0时，如果(H3)或者(H4)成立，则当r∈ [O，r0)时，系统(1)的平衡点是局部渐近稳定 

的．而且如果 g ( )≠0，当r—r ( 一 0，1，2，⋯)时，系统(1)经历了 Hop{分支． 

1．3 r≠ 0， ≠ 0的情形 

本小节中，固定 r，以o-为参数，且 r取值于使得方程(4)的根都具有负实部的区间．为了讨论方便，记 

F(o2)一60 +(口i一2al—k{一ki)cu +(口；+2k{bo+2kj bo一 

2a。a2一k a；一忌；a；)叫 +aj—k b —k；b：． (7) 

引理 5 假设 F( )的有限个正根为 { ， ，⋯ ， }．则当 o-一 ， 时 ，特征方程(2)有一对纯虚根 ± ， 

其中 

arccos P2)， 

1)丁c— arccos P 

-c。s( === 瓮2 a 09 端 丝 + l；“十【Dn一∞ ， I 
k1n2(6o一(U )(Usin(w r)一电1盘；叫。cos( r)一n2∞ +a1a2∞ 

k。[n； 。+(60一 ’ 

Q。一sin( ，= 二 垒 二 
a o 等 二 + ，l； 一十 n一 一 J 

k1n2((U。一bo)o~cos&o r)一kla； sin(叫r)一口； 。+aoa2∞ 

(8) 

k 2 Ea；co +(6。一~o2) ] 。 

证明 设 ico(~> O)是方程(2)的根 ，则可得 

fk1( 一b。)cos&o r)～kla2~osin(co r)+k2(co 一b0)cos(~盯)一kza2~sin(aJ )：a2 。一以o， 

lkl(6o～叫 )sin(w r)～足1a2wcos(w r)+k2(60一 )sin(w )一 2a2wcos(~ )一 。一a1 ． 

把(9)式中两个方程平方相加可得 叫 + (n；一28 一kf一是；)∞ +(n +2kf b。+2ki b。一2a。“。一是 6／；一 

k；n；)∞ +a —k b 一k；b 一 0． 

由假设可得方程(7)的正根为{∞ ，09 ，⋯ ，∞ )．定义 如(8)式．则( ，coj)是(9)的根．所 以当 口=== 

口 时，方程 (2)有一对纯虚根 ±ia 。引理 5得证． 

定义 。一 min{a~ ，J一 0，1，2，⋯ ，忌一 1，2，⋯，s)，并且记与之相对应的 (u，为 。．假设 ( )一 口( )+ 

ko(a)是特征方程(2)在 一 r 附近的根，且满足 a( 。)一 0，∞( 。)一 。． 

引理6 如果△≠。，则Re( l 一 )≠。，且Re( I ； 一 )与A~Ng-}[1N．其中 
△一尼2[a2(￡，；co8(~o )一(cD；+b0∞ )sin(o~女D)][一3(乇I；+a1+是1(n2r∞ 一2∞ )sin((￡， r)4- 

是1(6or一以2一r ；)cos(~̂r)+k2( 2 (u 一2鲫̂)sin(ŵ )+k2(60 一a2一 1)COS(叫 )]一 

k2[((U；～b0 60̂)cos(~ )一a2 sin(~ )][2n2∞ +k1(n2r∞ 一2∞ )cos(o, r)+忌1(n2+ 

r(u；一bor)sinGo r)+k2(n2 co ～2 女)cos(~̂盯)+k2(口2+ (U 一b0盯)sin(o) )]， 

M 一 [一3 +a1+k1(n2r(u 一2叫 )sin(o~ r)+忌1(6or—a2一r叫：)cos(~o r)+ 

k2(以2 ～2 )sin(叫 盯)+忌2(b0盯一倪2一盯叫 )COS((U 盯)] +[2a2(cJ女+ 

k1(n2r 一 20) )cos(o) r)+ kl(口2+ r co 一 bor)sin(w r)4- 

2  

【  

一 

是  

2  
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是2(n2盯 一2 )COS(∞̂ )+k2(n2+ ；一bo )sin(~ )] ． 

证明 方程(2)两端同时关于 求导可得 
— — k2 ( 。+口2 + bo)e一 

一

da一 2a k 干 b 二二_ k b e ’ 3 + 2 +n1+ 1[( +口2 + 0)r一(2 +口2)]e_ + 2[( +口2 + o) 一(2 +n2)] ’ 

通过直接而繁琐的计算可得Re( I ： ： )一 A． 

因为△≠0，M>0，所以Re( I ： 一 )≠o，且Re( l 一 )与A的符号相同．引理6 
得证． 

由本文引理2至引理 6和文献ho]中第 11章的定理 I．1，可以得到下面关于系统(1)的平衡点的稳定性 

与 Hopf分支的存在性定理． 

定理 2 假设(H1)成立，(i)如果 (H2)成立且 F(∞)没有正根 ，则 当 三三=0时 ，系统(1)的零平衡点是局 

部渐近稳定的；如果(H2)成立且 F( )有正根，则当 ∈[O，0"o)时，系统(1)的零平衡点是局部渐近稳定的； 

在后一种情况，如果 △≠ 0，则当 一 (尼一 1，2，⋯， ，J一0，1，2，⋯)时，系统(1)经历了Hopf分支．(ii) 

如果(H3)或者(H4)成立，r∈[O，r0)，且F( )没有正根，则当 0时，系统(1)的平衡点是局部渐近稳定的； 

如果(Ha)或者(H4)成立，r∈[O，．to)，且F( )有正根，则当 ∈[0，ao)时，系统(1)的平衡点是局部渐近稳定 

的；在后一种情况 ，如果 △≠ 0，则当 一 ’(愚一 1，2，⋯，s，J一 0，l，2，⋯)，系统(1)经历了 Hopf分支． 

综合上面的讨论可得如下定理． 

定理 3 假设 ＆。一b。(尼l+忌2)，口l> b1(尼1+尼2)，a2> 尼1+足2，且方程 (7)至少一个正实根 (忌一 1， 

2，⋯，5)，(i)如果(H2)成立，且 △≠0，则当 一 ’(矗一1，2，⋯，S，J一0，1，2，⋯)时，系统(1)在零平衡点 

经历了 Hopf—zero分支；(ii)如果(H3)或者(H4)成立，r∈[O )，且 △≠0，则当 一 (是一 1，2，⋯，S， 

J一0，1，2，⋯)时，系统(1)在零平衡点经历了Hopf—zero分支． 

证明 因为 n。一 b。(愚 +k )，所以 0是方程(2)的根．由引理 5可得 ，± 是方程 (2)的一对纯虚根． 

再由定理 1和定理 2可得，方程(2)除了零根和纯虚根 ± 外，其余根均具有负实部．定理 3得证． 

2 数值模拟 

取n一0．2，b一0．2，f一5．7，当 k 一k 一0时，系统(1)是混沌的(具体见图2)．为了控制混沌，选取 

kl一一 1，k2一一1．此 时 系 统 (1)的 平 衡 点 为 S1(0．011 7，一 0．058 6，0．035 2)和 52(5．688 3， 

一 28．441 4，17．064 8)．下面只对平衡点 s。进行数值模拟．平衡点 S 可以类似的进行模拟． 

一 2 

1 

—
1 

—

l 

i} } i{ ； ㈦ I i i
一  ～  

50 100 l50 200 250 3 
t／s 

露 20 

图2 当a 0．2，b 0．2，c=5．7时，系统 (1)出±见J|混沌吸引子 

通过计算知(H1)和(H4)满足，g(O有一两个正根 一0．382 3和 一1．568，所以 一0．618 3， =：= 

1．252 2，g ( )< 0，g ( )> 0．由(6)式和引理 4可得 

r 一 6．713 3 4-10．162j， < o，J：：=0，1，2，⋯ ， (1o) 
U z 

r 一 2．116 5+ 5．o17 7J， ! > 0，J— o，1，2，⋯
． (11) 
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所以计算可得 r 一2．116 5< r{∞一 6．713 3< r；”一 7．134 2< r{”一 16．875 3⋯． 

因此 ，由(10)和(11)式可如下结论． 

结论 1 假设 rl (志一 1，2； 一 0，1，2，⋯)如(10)和(11)所定义， 

(i)当r∈ [o，r5∞)时，系统(1)的平衡点 s 是局部渐近稳定的； 

(ii)当 r E (r ，+oo)时，系统(1)的平衡点 S 是不稳定的； 

(iii)当 r一 p(忌一1，2； 一0，1，2，⋯)时，系统(1)在平衡点 S 经历了 Hopf分支． 

取 r一0．57．计算可得F(co)有两个正实根叫 一0．497 2和叫 ===1．928 4．当叫=== 时，△< 0；当 一 

。 时 ，△> 0．由(8)式和引理 6可得 

P’一 9．1。3 2+12．637 1 ， < 。， — o，1，2，⋯； 

)= O．5988+ 3．258 2 ， > _ o，1'2，⋯ ． 

所以计算可得 一 0．598 8< ∞一 9．103 2⋯ 因此，由(12)和(13)式可如下结论． 

结论 2 假设 (忌一 1，2； 一 0，1，2，⋯)如(10)和(11)所定义， 

(i)当 ∈[O， )时，系统(1)的平衡点 S 是局部渐近稳定的(如图3所示)； 

，．、
0．05 

0 

— 0．05 
3 

—
0．0 

、：  

O．O 

00 320 340 360 380 400 

t／s 

3当 f=O．57，O=0．352时，系统(1)的 衡点 5．是局部渐近稳定的 

(ii)当 E (口 ，+oo)时，系统(1)的平衡点 S 是不稳定的(如图 4所示)； 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

O 

图4当 =O．57．o=1．3时，系统(1)的平衡点S．是不稳定的 

(12) 

(13) 

(iii)当 一 ， (是一1，2； 一0，l，2，⋯)时，系统(1)在平衡点 s 经历了 Hopf分支(如图5所示) 

3 结 论 

本文的研究表明具多重时滞的Rossler系统模型具有某些特殊的特性．此系统在有源传感问题的研究 
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- 0． 

一
0 

一 0 

0． 

一 O． 

0． 

0． 

t／s 

0 

— O 

图5当 =O．57，D=L 3时，系统(1)在平衡点s 附近经历了H0pf分支 

中起着非常重要的作用．通过对系统线性化方程的特征方程根的分布分析人手，得出了系统的线性稳定性 

区域，当时滞经历一系列l临界值时，系统经历了 Hopf分支和 Hopf-zero分支．对于系统中出现的混沌现象， 

通过选择合适的几何N-／：N时滞，混沌振荡转变为稳定的平衡点或稳定的周期轨． 
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Bifurcation Analysis and Chaos Control of Rossler System with Two Time Delays 

YANG Jihua ，LIU Mei ，LI Yanqiu 

(1．Department of M athematics and Computer Science，Ningxia Normal University，Guyuan 765000，China； 

2．Department of Science，Nanjing University of Technology，Nanjing 100029，China) 

Abstract：From the view of stability and chaotic control，the Rossler system with two time delays is investigated．Usu— 

ally these systems occur in active sensing problems where a signal is transmitted and received．Firstly，by analyzing the distri— 

bution of the roots of associated characteristic equation，we consider the effect of delay on the stability of equilibrium point and 

the existence of Hopf bifurcation and Hopf-zero bifurcation．Secondly，by designing appropriate geometric factors and delays， 

chaotic oscillation is converted into stable equilibrium or stable periodic orbits．Finally，some numerical simulation are carried 

out to support the analytic results． 

Keywords：two time delays；stability；Hopf bifurcation；Hopf—zero bifurcation；chaos control 


