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摘 要 ：设 是一个群，首先引入弱a—Yetter-Drinfeld模的概念，然后证明范畴彻 9(H) { ) 构 

成一个辫子交叉范畴．特别的，如果 H是一个有限型 一三角弱 Hopf 一余代数，则可得一个对称的辫子交叉子范 

畴 (H) ．其次，如果 H是一个有限型弱交叉 Hopf 一余代数，则可得 (H) 和拟三角弱 Hop{7广余代数 

D(H)的表示范畴是同构 的． 
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在本文中，假设愚是一个域，丌是一个带有单位元e的群．有关 Hopf代数，弱 Hopf代数以及范畴方面 

的内容可参见文献[1—3]．有关 Hopf群余代数和弱 Hop{群余代数方面的内容可分别参见文献[4—6]． 

为了推广 3一维流形的量子不变量到带有同伦类映射M—K( ，1)的3一维流形上，著名的拓扑学专家 Tu— 

raev引入了交叉丌一集上的张量Freyd—Yetter范畴[7]，也即辫子交叉范畴．这类范畴可以产生带有 目标空间 

的 3一维同伦量子域理论并在构造同伦不变量中有重要的作用．有关辫子交叉范畴的应用可参见文献[8— 

9]．值得关注的是，辫子交叉范畴可以由 Hopf群余代数的表示范畴得到，相关研究成果见文献ElO一12]． 

弱 Hop{群余代数 是 Hop{群余代数的一种弱化，它是由 Van Daele A和王栓宏引入的．同时在文献[63 

中，作者把很多弱 Hopf代数中的性质和结论推广到了弱 Hop{群余代数上．在文献[13]中，王栓宏从 

Hopf群代数出发构造了一个带有特殊辫子张量子范畴的辫子交叉范畴．本文主要从弱 Hop{群余代数出发 

来构造一个新的辫子交叉范畴． 

1 预备知识 

定义 1_5 在 丌上的交叉范畴C是由下面的数据组成的： 

(1)C是一个张量范畴；(2)C是一簇子范畴{Co 的非交并，且对任意的 u∈C 和 V∈c口，U 

∈c 子范畴Cd称为c的第a个分支；(3)令aut(c)为从c到其自身的可逆严格张量函子构成的群．考 

虑群同态 ：7r— aut(c)，卢 ，假设对所有 a， ∈7r， ( )一 ，则函子 仰称为共轭同构． 

交叉范畴C的一个辫子是一簇同构{c=== ) ， ，其中 ，v：U 一 o U满足下列条件： 

(1)对任意的箭 厂∈ (U，U )和 g∈ C(V，V )， f)c ，一 c (厂 g)； 

(2)对任意的【，， ，W ∈C，有 CU~V，W：=：av~vw ，(cu，VW o idv)av vW，v(idv CV，W)，CU，v idw— 

a (idv
~
o c ，w)auv ，( ，v o idw)口 v，Ⅳ，其中口是范畴C中的自然同构； 

u VW
．

U． ’ ’ 

(3)对任意的 U， ∈C和J9∈7c， (cu，v)一 c (U)' (v)． 

带有辫子的交叉范畴称为辫子交叉范畴． 
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定义2 。] 一个拟三角弱Hopf 7广余代数是一个对(H，R)，其中H一({H。，△，￡，S， })是一个弱交叉 

Hopf 7r余代数嘲，且带有一簇映射R==={R E△≥， (1 p)(idH )△邢(1 ))(称为Rr矩阵)，满足 
下面的条件成立 ： 

(qT1)( H o △ ，y)(R ， )==：(R。，y)1芦(Ro,p)12y， 

(QT2)(△ ，口 ／dH )(R ，y)一 (R。～，7)1 一 3(Rp ，y)。一t 23， 

(QT3)R。，p△ ， ( )一 ZX⋯_ 一 ( )R ，p， 

(QT4)( 口 )(R )一 Rp。p～， 一 ， 

对于任意的h E H 口，a，卢，y E丌，且R存在一个正则逆，即存在一簇映射 一 { E ．p(1 p)(H o H ) 

五 一 (1 口))满足 

R 
， ， 

一 △ 1
， 

--

1 (1o )，R ， ， 一 △。，口(1o口)， 

对于任意的a， E 丌． 

注记 (1)注意到(H ，R～)是通常的拟三角弱 Hopf代数．称拟三角弱 Hopf 余代数(H，R)是 7广 

三角的，如果R 一 O ( ”)； 

(2)作为上述定义的一个直接结果，可得 

e(R ”)R 一1 ，R：”(R )一 1 ， 

R 一R ” s (R )一S (R： )o R ． 

定义3 设C一{Co) ∈ 是一个 余代数 ，V是一个志一向量空间．一个右7广 余模像对象是一个 

对V一(V， 一 { } )，其中，对于任意的 ∈丌， ： — C 是一个愚一线性映射，这个线性映射被 

称为是一个余模像结构，记为lDV ( )一 。 o ，满足：(1)V是余结合的，即对于任意的 ， E ，有 

( 。 c
，

) 一 (idv O ) (2)V是余单位的，即( o e) 一id ． 

定义 4 设 H是一个弱交叉 Hopf 余代数 ]，任取a∈7r．一个弱左_右d—H—Yetter—Drinfeld模是一个 

右矿H一余模像对象M一(M，lDfⅥ一{P } )，其中M是一个左H 一模，满足相容条件 

( ·m)一 (2I )· ( )o h(3_̂) )S『 一1( (1．。 q。 u1))， (1) 

对于任意的 E 丌， E M，h E H ． 

接下来，可以构造弱左一右a—H～Yetter—Drinfeld模范畴 ，其中旷H～Yetter—Drinfeld模同态的复合 

是相应的线性映射的复合．进一步，定义 (H) 一／／oE~rH／ ，即范畴 的无交并，对于任意的 

d∈ 丌． 

例 1 (1)如 果 丌是 一 个 平 凡 群，那 么一 个 弱 左一右 —Yetter—Drinfeld模 就 是 通 常 的弱 左 一右 

Yetter—Drinfeld模． 

(2)设 H是一个弱交叉 Hopf 余代数．固定a E丌，考虑 H ，定义 

lD 。( )一 h(2， ) h(3，̂)s ( (1，。̂ 1 1))， 

对于任意的h∈ H ， ∈7r．直接验证可知(H ，lD 。) 是一个右扩H一余模像对象．进一步，考虑在 H。上的 

左 H 模结构，其左模结构是用其自身的乘法定义的，得(H ， ， )是一个弱左 右 一Yetter—Drinfeld模． 

引理 1 对于任意的m E M，h E H ，等式(1)与下面的等式等价： 

PM ( )一 (olu】o )̂ (1，1．。) 1 )·(M o H)， (2) 

h(11 )·m(。，o)o h(2 )̂===(̂(2， )· )(o，o)o (矗(2 · ) )让一1( 1))． (3) 

证明 直接证明即得该结论． 

2 弱 Hopf群余代数上的辫子交叉范畴 (H) 

设 H是任意一个弱交叉 Hopf 余代数，带有双射对极．在这一节中，首先证明H上的范畴 缈 (H) 

是一个辫子交叉范畴．然后通过一个有限型 三角弱 Hopf 余代数，得到一个特殊的对称子范畴． 
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设M ∈ H ，N ∈ H ．定义M N一 (1 ) 1(2I )·(M o N)
． 

命题 1 如果 M ∈一 ，N ∈ H ，那么 M N ∈H 
， 其 Yetter-Drinfeld模结构为： 

^·( o )一 a)。m 矗【2． · ， (m )一 ( (0．。) ／1(O
,O))o n(11 ) ( f1I ))， 

对于任意的a，p， ∈ ，h∈Ho口，m∈M， ∈N． 

证明 易证Mo N是一个左 H 模和丌LH一余模像对象．而且可以证明下式成立 

1 a )’( (0．。) (0．。)) 1(21 ) 【1． ) ( (1j旷  ))一 1 )· 

(。Io) o 1(1．p1 2， ‘ (UIU)o 1(2,a)rt(1,,o (m(】， ))一 

1【1' (0．。)⑧ 1(zIp。 (o1。]o (1．̂) 1(m(1． p一 ))= 

(。．。) c。．o o (t ( ( ， 一 ))． 

最后验证相容条件成立． 

( ·( ))(。．o) ( ·、( ))(1' )一 ( )·m h(2． · )
(。．。) ( (1， )． h(2I ． ) ，一 

( (1，a)‘ )(。，o) ( (2
， 

· )(。，。)( (̂ (2
，卢)· )(1，̂) 1(( (1

， 
)· )(1， ))= 

(2， )’ (0．。) h(a
， 
· (0，0) h(6

，
)̂ (1， )s 1(矗(4， 一 ))× 

1 ( (3， p一 )m(1
，风 1)s ～ 一1( (1,a／~-1 1)))一 

(2．。)’m (O_o) h(4
，f1) Yt(。．0)o h(5I )，z(1I )s ei一 1( (31 ))× 

( (1，即一1)) (̂ (1
， 

～  

))一 h(‰)· 

z(。
，
。) 垒 ·FI(o，o) (5，̂) (1，̂)Sf 1￡； 一 ( (3， ))× 

l ( (1I ))Sf 一1( (1I 博一 。一1))一 h(‰)· ( J'。) 

h(a，f1)·(12， · (。．o))o h(4 1(3， ) (1，̂) 1(1 ))× 

1 ( (1_皿 ))Sf 1 1( (1,~fl,X 1 。一1))一 h(2 · (。Io J 

(3． 。起(。Io) (4Î)超( ) 1(m(1， ))S l 一1( (1,afl a-1 。一1))一 

^(2
， f1)‘( o ，2)(。l0) h(2,a)( o )(1 s ( (1， p 一 ))， 

因此可得M o N∈ ． 

下面命题的证明是直接的． 

命题 2 设 』、，∈H ，任取 ∈ ，作为向量空间，a N —N，其模和余模分别如下定义： 

h t>n一 ( 一 (̂)’ )，10；Ⅳ(咒)一： <。，。> <1，̂>一 ( (。
，。)) 钆 ( (1

， 
))， 

那么。N ∈ ～． 

设 M∈ ，N∈ ，y∈ 那么由上述命题可得 N — ( N)是范畴H ～ 中的一个对 

象，而且 (M N)一yM o N也是范畴 
～

H  
一  中的对象． 

命题 3 设 M ∈一 ，N ∈ ．作为范畴 

CM，～：M o N’MN M，cM，N(m )一 

那么 c ， 既是 H 

中的对象，定义MN =：=。N．定义映射． 

(0．0) o 仰( (1I )· ， 

线性的，又是 wH一余线性的，并且满足条件(对于任意的P∈H矽 ) 

一 (CM，Np idN)(idM C )， 

cM
，
Ⅳ。P一 (idM~ CM

，
P)(CM，N o ／dP)． 

进一步 ，如果 M ∈一 ，N ∈ ，那么 c M
， 

= cM
， 

，)，∈ 7r． 

证明 首先证明 cM， 是 良定义的． 

cMt N(1 )‘ o 1(z， ‘ )
．

一

(1(2， · )(_J．。)⑧ ((1(2， · ) )·(1 )· )=== 

(。t ‘ (。Io】 (1(4， ( ， 。 s (1(2
， 

一  

)))·(1( · )一 

1(3
t 。 (。l。)( (1(4， laf1)72(1

, 

1aft) SZ (1(2 1)))·(1 )· )一 

l(a
,f1)。 (。．o) (1(4， l af1)；q(1

, (s (1(2
， 
1))1(1 ))· = 

(o．。 o (1 (I1 s=I ￡ (1(1' )))· ：== 
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1(1， 1 (2
，
卢)·，2(。．o) (1(2， 1 (3， 72(1， s l p (1 (1。 )))· 

m — 【010) 即 (n(1． 。 )·m． 

通过计算可以证明 CM， 是H 线性和 H一余线性的．故该命题得证． 

对于任意带有双射对极的弱交叉 Hopf 余代数H，可构造一个辫子 T_范畴 (H) ． 

如果在范畴 (H) 上如命题 1中定义张量积 ，那么由文献[6]可得 是 (H) 的张量单位对 

象．群同态 ： 一aut( (H) )，口 (a)： 在其分支上如下定义：仇：一 一 一 ，N N， 

函子 在态射上的作用是恒等映射． (H) 中的辫子由上述的一簇映射cM， (见命题 3)给出．因此，得 

到． 

定理 1 如上述定义 ，那么 (H) 是一个辫子交叉范畴． 

证明 由命题 1，2和 3，只需证明命题 3中定义的映射 CM， 是双射即可． 

对于任意的 ∈M ∈ ， ∈M N ∈ 一 ，定义 c ：M N o M —M o N为 

c N( )一S ( p- )· 。 (。IO)． 

首先计算 

(￡ (n ))·m o n(O．o))一 (e (n(1I ))·m)(0．0】 n(。10)(o'o)o n(0,0)(1 ((￡ ( ))· )【1． ))一 

1 。) (o．0] n )̂ l(￡ ( (2I ))·1(31 )77z(11 一 )s 1 1(1(1' 一 ~-1~-1)))一 

m(ol0) n(o，0) n )̂ei( (2．1)) 1(m【l， ))一 

． 

仇(。Io) n(o．o) n(1 l(m(1， ))一 (m )， 

因此可得 ( ： ( )· c )一 ( )．设 ===P，然后用／d ￡作用在上述等式两边，可得 
￡ ( (I． ))· 【0Io)一 o ．接下来证明 

c--M1
，
NCM，N(m n)= C--⋯1 N( (0I。) ( p))·m)一 

So- (n(1， 。一 ) (n(2， 。 )m (。．0)===￡ ( (1 )·m (0．0)：== ． 

同理可证 cM． c 一 id．此定理得证． 

命题4 设(H，R)是一个有限型拟三角弱 Hopf 7r余代数．对于任意的a∈丌，M ∈ ，定义： ( )=== 

R ”· s (R )，那么(M，P )∈ ． 

另外，如果(H，R)是 三角的，那么 由所有对象(M，pR)构成的全子范畴 (H) 是对称范畴． 

证明 因为 ( · )一R：”h·m o s (R )，其中h∈H ，m∈M，R ， ( )一△≥， ( )R唧， 
由此可得 

h(3
， )̂m(1，̂)s 一1(̂(1， 一 )) h(2． )·m(o，0)一h(3．̂)s (R： )s a ( (1， 一l。1)) (2，。)R ̈ ·m— 

h( )s (似一1( (1,~l a--1))R ) h(2， )R：”·m— h( )Si- (R (2 )) R ”h(1I )· — 

s (R )o R：”·( · )， 

因此(M， )∈ 删 ． 

如上定义余模 ，则 

CM，～(m )一 (。l0】 (n(1． )·m一尺；”· o s p(R )·m 

进一步，如果(H，R)是 三角的，即Ro-．~：R (R ”)，因此可以计算 

， 
CM，N(m 72)一CMN，N(R；”· s=_ (尺 )·m一 

”s=I p(R 一 )·m o s 。一 (r ) (R5”· )一 

r ”s=_ 
p
(R p)·m (s 一 ( ))R；”· — 

r ’s=_ 
p
(R 

口
)·m o s (r )R ”· 一 ． 

(1)c, -- 

口
(R 

a

- 1 )·m s ( )R；”·n= 

立 s (R 一 )· (r；”)R ·n一 

( p)s p(R p)·m ”R 。 一 
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Constructing New Braided Crossed Category 

DONG Lihong ，YUAN Yuzhuo。 

(1．College of Mathematics and Information Science，Henan Normal University，Xinxiang 453007，Chin／~； 

2．School of Mathematics and Statistics，Nanyang Normal University，Nanang 473061，China) 

Abstract：Let be a group．W e first introduce the notion of weak a—Yetter-Drinfeld modules with a∈ Then we show 

the category (H) 一{H } ∈ forms a braided crossed category．Especially we get a symmetric subcategory by a firfite 

type~r-triangular weak Hopf rc-eoalgebra． 

Keywords：weak crossed Hopf n-eoalgebra；weak Yetter-Drinfeld module；braided crossed category 


