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广义信赖域子问题的二阶锥重组技术

艾文宝

（北京邮电大学 理学院，北京１００８７６）

摘　要：二次约束优化问题在非线性规划的研究中处于基础性地位，而广义信赖域子问题是二次约束优化问

题中的一类非常重要并且应用广泛的问题．对于非凸的广义信赖域子问题来说，如果它与它的拉格朗日对偶问题之

间存在着正的对偶间隙，那么该问题的全局最优解的求解就会变得困难起来．近年来，二阶锥重组技术在缩小和消除

广义信赖域子问题的对偶间隙上取得了一系列重要成果，将对这些重要的结果进行回顾并对未来给出展望．
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二次约束优化问题在非线性规划中处于基础性地位且应用广泛．一方面，在求解一般非线性规划问题的

大多数方法中，如逐步二次规划方法及信赖域方法，它们的每一步迭代过程都需要求解一个二次约束优化子

问题；另一方面，许多实际应用问题本身就是一个二次约束优化问题．因此，对二次约束优化问题的理论与数

值方法的研究一直是非线性规划的一个基础性研究课题．

如果二次约束优化问题中有一个约束是严格凸的，则这类问题被称为广义信赖域子问题．经过正交变换

和平移变换后，该类问题的数学模型可以写成如下形式：

（ＧＴＲ犿） ｍｉｎ
犱∈犚狀

１

２
犱Ｔ犙０犱＋犫

Ｔ
０犱，

ｓ．ｔ． ‖犱‖
２
－１０，

１

２
犱Ｔ犙１犱＋犫

Ｔ
１犱＋犮１ ０，

１

２
犱Ｔ犙２犱＋犫

Ｔ
２犱＋犮２ ０，

…

１

２
犱Ｔ犙犿犱＋犫

Ｔ
犿犱＋犮犿 ０，

其中，犙０，犙１，…，犙犿 都是狀×狀维的对称矩阵，犫０，犫１，…，犫犿 ∈犚
狀，犮１，…，犮犿 ∈犚．这里的第一个约束是一个

球约束，后犿个二次约束可以退化成线性约束．当犿＝０时，（ＧＲＴ０）就是经典的信赖域子问题
［１－２］，已经有大

量的文献对该问题进行了研究［１－７］．即使目标函数是非凸的，此时该问题仍然具备强对偶性，即经典信赖域子

问题具有隐含凸性［８－９］．当犿＝１时，即使另外一个约束
１

２
犱Ｔ犙１犱＋犫

Ｔ
１犱＋犮１０退化成线性约束，该问题也

可能存在正的对偶间隙［９－１１］．

考虑后面犿 个二次约束都退化成线性约束的（ＧＲＴ犿）问题，二阶锥重组技术在缩小和消除这类问题的

对偶间隙方面取得了许多重要结果．首先，２００３年Ｓｔｕｒｍ与张树中第一次利用二阶锥重组技术完全消除了

带一个线性约束的（ＧＲＴ１）的对偶间隙
［９］．利用文献［９］中的结果，叶荫宇和张树中在２００３年证明了带两个线
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性约束且至少有一个是积极的（ＧＲＴ２）的对偶间隙也可以利用二阶锥重组技术完全消除
［１２］．大约１０年以

后，在２０１３年，Ｂｕｒｅｒ与Ａｎｓｔｒｅｉｎｃｈｅｒ进一步证明了带两个平行的线性约束的（ＧＲＴ２）的二阶锥重组模型的

半正定松弛是紧的，即它的对偶间隙可以利用二阶锥重组技术完全消除［１３］．２０１５年，Ｂｕｒｅｒ和他的学生将该

结果推广到任意犿 个不相交的线性约束情形，即只要任意两个线性约束对应的超平面在单位球内不相交，

则带有犿 个线性约束的（ＧＴＲ犿）的对偶间隙就可以利用二阶锥重组技术完全消除
［１４］．但是，Ｂｕｒｅｒ与 Ａｎ

ｓｔｒｅｉｎｃｈｅｒ给出了一个反例
［１３］，表明当这两个线性约束对应的超平面相交时的（ＧＴＲ２）的二阶锥重组模型无

法完全消除原问题的对偶间隙［１３］．在此基础上，２０１６年袁健华与艾文宝等人提出了带两个线性约束的

（ＧＴＲ２）的二阶锥重组模型可以消除原问题对偶间隙的一个充要条件
［１５］．

相对于特殊的带犿 个线性约束的广义信赖域子问题（ＧＴＲ犿）而言，利用二阶锥重组技术在减小和消除

带二次约束的广义信赖域子问题（ＧＴＲ犿）的对偶间隙方面的理论研究近来才取得一定进展．考虑最简单的

犿＝１时的情形即（ＧＴＲ１）模型，该类问题通常被称为广义ＣｅｌｉｓＤｅｎｎｉｓＴａｐｉａ（ＣＤＴ）子问题．特别地，当

（ＧＴＲ１）中的第２个约束也是凸函数时，该问题被称为 ＣｅｌｉｓＤｅｎｎｉｓＴａｐｉａ（ＣＤＴ）子问题，它是１９８５年由

Ｃｅｌｉｓ，Ｄｅｎｎｉｓ和Ｔａｐｉａ在提出一类求解非线性等式约束优化问题的信赖域方法时给出的子问题
［１８］．ＣＤＴ子

问题和广义ＣＤＴ子问题自从出现以后就一直受到广大优化专家与学者们的关注
［９－１０，１２－１３，１６－３０］，相关结果

本文不再赘述，有兴趣的学者可以自行查找相关文献．２０１７年袁健华与艾文宝等人在理论上首次证明了可

以通过增加一个二阶锥约束来缩小（ＧＴＲ１）的对偶间隙，并具体给出了这类二阶锥需要满足的充要条件
［３１］．

特别地，当
１

２
犱Ｔ犙１犱＋犫

Ｔ
１犱＋犮１ 可以写成两个线性函数乘积的形式时，对偶间隙可以通过二阶锥重组技术

完全消除［３１］．对于经典的ＣＤＴ问题，给出了通过增加两个二阶锥约束来完全消除对偶间隙的一个充分条

件；并且根据这个充分条件，进一步证明了任意一个二维经典ＣＤＴ问题和一类特殊的三维经典ＣＤＴ问题

的对偶间隙总是能被完全消除的［３１］．

本文接下来将介绍二阶锥重组技术在缩小和消除广义信赖域子问题（ＧＴＲ犿）方面的重要研究成果，并

对今后进行展望．在本文中，犛狀×狀 表示所有的狀×狀维的实对称矩阵，ν（）表示问题（）的最优值，ＳＯＣ表

示二阶锥（ＳｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒＣｏｎｅ），ｉｎｔ（）表示集合（）的内部．

１　带不相交的线性约束的广义信赖域子问题

带犿 线性约束的广义信赖域子问题的数学模型可记为

（ＧＴＲ犔犿） ｍｉｎ
犱∈犚狀

１

２
犱Ｔ犙０犱＋犫

Ｔ
０犱，

ｓ．ｔ． ‖犱‖
２
－１０，

犫Ｔ１犱＋犮１ ０，

犫Ｔ２犱＋犮２ ０，

…

犫Ｔ犿犱＋犮犿 ０．

针对（ＧＴＲ犔犿），有如下的不相交的定义．

定义１（不相交）　对于（ＧＴＲ犔犿）来说，对于任意的犻＜犼（犻，犼＝１，２，…，犿），如果不存在（ＧＴＲ犔犿）的可

行点犱^满足 ‖^犱‖
２
＜１，犫

Ｔ
犻^犱＋犮犻＝０，犫

Ｔ
犼^犱＋犱犼＝０，那么就说问题（ＧＴＲ犔犿）是不相交的，否则就称它是相交

的．

通俗地说，只要任意两个线性约束对应的超平面在单位球内不相交，就称（ＧＴＲ犔犿）是不相交的．不相交

的（ＧＴＲ犔２）问题的可行域的二维示意图如图１中阴影部分所示．

（ＧＴＲ犔犿）的二阶锥重组模型为
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（ＳＯＣＧＴＲ犔犿） ｍｉｎ
犱∈犚狀

１

２
犱Ｔ犙０犱＋犫

Ｔ
０犱，

ｓ．ｔ． ‖犱‖
２
－１０，

（犫Ｔ犻犱＋犮犻）（犫
Ｔ
犼犱＋犮犼）０，

犻＜犼，犻＝１，２，…，犿，犼＝１，２，…，犿，

‖（－犫
Ｔ
犽犱－犮犽）犱‖ －犫

Ｔ
犽犱－犮犽，

犽＝１，２，…，犿，

显然，ν（ＧＴＲ犔犿）＝ν（犛犗犆ＧＴＲ犔犿
）．（ＳＯＣＧＴＲ犔犿）的半正定松弛模型为

（ＳＯＣＰＧＴＲ犔犿） ｍｉｎ
犡∈犛（狀＋１）×（狀＋１）

犕０·犡，

ｓ．ｔ． 犕１·犡 ０，

犪Ｔ犻犡犪犼 ０，犻＜犼，犻＝１，２，…，犿，犼＝１，２，…，犿，

犡犪犽 ∈ＳＯＣ，犽＝１，２，…，犿，

犈００·犡＝１，

犡０，

其中，

犕０∶＝
１

２

０ 犫Ｔ０

犫０ 犙０

熿

燀

燄

燅
，犕１∶＝

－１ ０Ｔ

０ 犐［ ］，犈００∶＝ １ ０Ｔ

０ 犗［ ］，犪犻＝ －犮犻

－犫犻

熿

燀

燄

燅
（犻＝１，２，…，犿）． （１）

　　定理１（推论１
［１４］）　假设（ＧＴＲ犔犿）满足Ｓｌａｔｅｒ条件并且是不相交的，那么ν（ＧＴＲ犔犿）＝ν（ＳＯＣＧＴＲ犔犿）＝

ν（ＳＯＣＰＧＴＲ犔犿）．

由定理１可知只要（ＧＴＲ犔犿）不相交，（ＧＴＲ犔犿）的对偶间隙就能够通过二阶锥重组技术完全消除．

２　带相交的线性约束的广义信赖域子问题

不相交的（ＧＴＲ犔犿）问题的对偶间隙能够通过二阶锥重组技术完全消除，但是这对于相交的（ＧＴＲ犔犿）问

题来说并不一定成立．Ｂｕｒｅｒ与Ａｎｓｔｒｅｉｎｃｈｅｒ在２０１３年就给出了相交的（ＧＴＲ犔犿）的一个反例
［１３］，该例子的

参数具体如下：

犿＝２，狀＝３，犙０＝

４ ６ ２４

６ －３８ １２

２４ １２ ０

熿

燀

燄

燅

，犫０＝

１４

１４

９

熿

燀

燄

燅

，犫１＝

１

１．２

０

熿

燀

燄

燅

，犫２＝

－１

０

０

熿

燀

燄

燅

，犮１＝０．５，犮２＝０．

　　该例子的最优值为ν（ＧＴＲ犔犿）≈－１２．９４１９，二阶锥重组模型的半正定松弛问题的最优值为

ν（ＳＯＣＰ（ＧＴＲ犔犿））≈－１３．８４１０．由该反例可知，相交情形的（ＧＴＲ犔犿）的二阶锥重组模型的半正定松弛

（ＳＯＣＰ（ＧＴＲ犔犿））不一定是紧松弛的
［１３］，那么（ＳＯＣＰ（ＧＴＲ犔犿））在何时是紧松弛呢？

２０１６年袁健华与艾文宝等人对上述问题在犿＝２时的情况进行了回答，提出了一般（无论是否相交）

（ＧＴＲ犔２）问题的二阶锥重组模型的半正定松弛何时是紧松弛的一个充要条件
［１５］．

定理２（定理２．７
［１５］）　假设（ＧＴＲ犔２）满足Ｓｌａｔｅｒ条件，令犡^ 和（^狔０，^狔１，^狔２，^狌１，^狌２）为（ＳＯＣＰ（ＧＴＲ犔２））及其

对偶问题（ＳＯＣＤ（ＧＴＲ犔２））的一对最优解，那么

ν（ＧＴＲ犔２）＝ν（ＳＯＣＧＴＲ犔２）≠ν（ＳＯＣＰＧＴＲ犔２）

成立的充要条件是犡^ 和（^狔０，^狔１，^狔２，^狌１，^狌２）满足如下的条件：（１）ｒａｎｋ（^犡）＝３，ｒａｎｋ（^犣）＝狀－２；（２）^狔１＞０；

（３）犪Ｔ１^犡犪２ ＞０；（４）^狌１ ≠０，^狌２ ≠０，^犡犪１‖^犡犪２．

其中（ＳＯＣＰＧＴＲ犔２）是（ＳＯＣＰＧＴＲ犔２）的对偶问题，具体的数学模型为

（ＳＯＣＤＧＴＲ犔２） ｍａｘ 狔０，

ｓ．ｔ． 犣０，

狔１ ０，狔２ ０，

狌１ ∈ＳＯＣ，狌２ ∈ＳＯＣ，
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这里犣＝犕０－狔０犈００＋狔１犕１－
狔２

２
（犪１犪

Ｔ
２＋犪２犪

Ｔ
１）－

１

２
（狌１犪

Ｔ
１＋犪１狌

Ｔ
１）－

１

２
（狌２犪

Ｔ
２＋犪２狌

Ｔ
２）．

根据定理２容易验证当（ＧＴＲ犔２）不相交时，必有ν（ＧＴＲ犔２）＝ν（ＳＯＣＧＴＲ犔２）＝ν（ＳＯＣＰＧＴＲ犔２）成立．当

（ＧＴＲ犔２）相交时，单位球｛犱∈犚
狀
狘‖犱‖

２
１｝被超平面犫

Ｔ
１犱＋犮１＝０与犫

Ｔ
２犱＋犮２＝０分成如下４部分：

Ω１＝｛犱∈犚
狀
狘‖犱‖

２
１，犫

Ｔ
１犱＋犮１ ０，犫

Ｔ
２犱＋犮２ ０｝，

Ω２＝｛犱∈犚
狀
狘‖犱‖

２
１，犫

Ｔ
１犱＋犮１ ０，犫

Ｔ
２犱＋犮２ ０｝，

Ω３＝｛犱∈犚
狀
狘‖犱‖

２
１，犫

Ｔ
１犱＋犮１ ０，犫

Ｔ
２犱＋犮２ ０｝，

Ω４＝｛犱∈犚
狀
狘‖犱‖

２
１，犫

Ｔ
１犱＋犮１ ０，犫

Ｔ
２犱＋犮２ ０｝，

此时（ＧＴＲ犔２）的可行域的二维示意图如图２所示．

此时，（ＧＴＲ犔２）也记为（ＧＴＲΩ１）．同理，也可以得

到目标函数为
１

２
犱Ｔ犙０犱＋犫

Ｔ
０犱，可行域分别为Ω２，

Ω３ 和 Ω４ 的３个优化问题（ＧＴＲΩ２），（ＧＴＲΩ３）和

（ＧＴＲΩ４ ），它 们 的 二 阶 锥 重 组 模 型 分 别 为

（ＳＯＣ（ＧＴＲΩ２）
），（ＳＯＣ（ＧＴＲΩ３）

），（ＳＯＣ（ＧＴＲΩ４）
），对应的半

正定松弛问题分别为（ＳＯＣＰ（ＧＴＲΩ２）
），（ＳＯＣＰ（ＧＴＲΩ３）

），

（ＳＯＣＰ（ＧＴＲΩ４）
）．根据定理２还可以很容易地得到下面

的关于相交的（ＧＴＲ犔２）的重要推论．

推论１（推论２．１１，定理２．１２
［１５］）　假设（ＧＴＲ犔２）

是相交的．如果ν（ＧＴＲΩ１
）≠ν（ＳＯＣＰ（ＧＴＲΩ１）

），则其他

３块一定是紧松弛，即ν（ＧＴＲΩ２
）＝ν（ＳＯＣＰ（ＧＴＲΩ２）

），

ν（ＧＴＲΩ３
） ＝ ν（ＳＯＣＰ（ＧＴＲΩ３）

），ν（ＧＴＲΩ４
） ＝

ν（ＳＯＣＰ（ＧＴＲΩ４）
）．

推论１表明如果两个线性约束在球内相交，则相应形成的４个区域上同一目标函数下的广义信赖域优

化问题至少有３个问题的二阶锥重组模型的半正定松弛是紧松弛的．

３　广义ＣＤＴ子问题

广义ＣＤＴ子问题就是（ＧＴＲ１）问题，具体的数学模型为

（ＧＴＲ１） ｍｉｎ
犱∈犚狀

狇０（犱）＝
１

２
犱Ｔ犙０犱＋犫

Ｔ
０犱，

ｓ．ｔ． 狇１（犱）＝‖犱‖
２
－１０，

狇２（犱）＝
１

２
犱Ｔ犙１犱＋犫

Ｔ
１犱＋犮１ ０，

这里犙０和犙１可能都含有负特征值．（ＧＴＲ１）在犙１有负特征值和犙１０时的可行域Ω∶＝｛犱∈犚
狀
狘狇１（犱）

０，狇２（犱）０｝的二维示意图如图３所示．

（ＧＴＲ１）问题可能存在正的对偶间隙，艾文宝与张树中在２００９年给出了（ＧＴＲ１）存在正的对偶间隙的

一个充要条件［１０］．

定理３（定理５．２
［１０］）　假设（ＧＴＲ１）满足Ｓｌａｔｅｒ条件，那么（ＧＴＲ１）有正的对偶间隙的充要条件是存在

乘子狔^１和狔^２使得条件犐′成立，即（１）^狔１^狔２＞０；（２）犎 （^狔１，^狔２）＝犙０＋２^狔１犐＋^狔２犙２０，ｒａｎｋ（犎 （^狔１，^狔２））＝

狀－１；（３）线性方程组犎 （^狔１，^狔２）犱＋犫０＋狔^２犫１＝０有两个解犱^１，^犱２满足狇１（^犱１）＝狇２（^犱２）＝０，狇２（^犱１）＜０，

狇２（^犱２）＞０．

根据定理３可知，当（ＧＴＲ１）有正的对偶间隙时，一定存在满足条件犐′的^犱１，^犱２，记犱^１与犱^２之间的开线
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段为犾λ，即犾λ∶＝｛（１－λ）^犱１＋λ^犱２狘０＜λ＜１｝．

　　对于任意给定的狀＋１维向量犪＝ 珓犮 珘犫Ｔ［ ］Ｔ，其中０≠珘犫∈犚狀，定义半空间犇（犪）∶＝｛犱∈犚狀狘珘犫Ｔ犱＋

珓犮０｝，并得到新的优化问题

（ＧＴＲ１（犪）） ｍｉｎ
犱∈犚狀

狇０（犱），

ｓ．ｔ． 犱∈Ω（犪）∶＝Ω∩犇（犪），

此时，ν（ＧＴＲ１）＝ｍｉｎ｛ν（ＧＴＲ１（犪）），ν（ＧＴＲ１（－犪））｝．（ＧＴＲ１（犪））可以利用二阶锥进行如下的等价重组：

（ＧＴＲ１（犪）） ｍｉｎ
犱∈犚狀

狇０（犱）＝
１

２
犱Ｔ犙０犱＋犫

Ｔ
０犱，

ｓ．ｔ． 狇１（犱）＝‖犱‖
２
－１０，

狇２（犱）＝
１

２
犱Ｔ犙１犱＋犫

Ｔ
１犱＋犮１ ０，

‖（珘犫
Ｔ犱＋珓犮）犱‖ 珘犫

Ｔ犱＋珓犮，

该问题的半正定松弛模型为

（ＳＯＣＰ（犪）） ｍｉｎ
犡∈犛（狀＋１）×（狀＋１）

犕０·犡，

ｓ．ｔ． 犕１·犡 ０，

犕２·犡 ０，

犡犪∈ＳＯＣ，

犈００·犡＝１，

犡０，

其中，犕０，犕１，犈００ 的定义如（１）式所示，犕２∶＝
１

２

２犮１ 犫Ｔ１

犫１ 犙１

熿

燀

燄

燅
．２０１７年袁健华与艾文宝等人证明了如下

定理［３１］．

定理４（定理３．５
［３１］）　假设（ＧＴＲ１）满足Ｓｌａｔｅｒ条件且有正的对偶间隙，那么对于任意给定的狀＋１维向

量犪＝ 珓犮 珘犫Ｔ［ ］Ｔ（０≠珘犫∈犚狀），ｍｉｎ｛ν（ＳＯＣＰ（犪）），ν（ＳＯＣＰ（－犪））｝＞ν（ＳＰ） 超平面珘犫Ｔ犱＋珓犮＝０与开线

段犾λ 相交．其中，

ｍｉｎ｛ν（ＳＯＣＰ（犪）），ν（ＳＯＣＰ（－犪））｝∶＝

ｍｉｎ｛ν（ＧＴＲ１（犪）），ν（ＳＯＣＰ（－犪））｝，若ｉｎｔ（Ω（犪））＝ 且ｉｎｔ（Ω（－犪））≠，

ｍｉｎ｛ν（ＳＯＣＰ（犪）），ν（ＧＴＲ１（－犪））｝，若ｉｎｔ（Ω（犪））≠ 且ｉｎｔ（Ω（－犪））＝，

ｍｉｎ｛ν（ＳＯＣＰ（犪）），ν（ＳＯＣＰ（－犪））｝，若ｉｎｔ（Ω（犪））≠ 且ｉｎｔ（Ω（－犪））≠，

烅

烄

烆

（ＳＰ）为（ＧＴＲ１）的半正定松弛问题，具体的数学模型为
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（ＳＰ） ｍｉｎ
犡∈犛（狀＋１）×（狀＋１）

犕０·犡，

ｓ．ｔ． 犕１·犡 ０，

犕２·犡 ０，

犈００·犡＝１，

犡０．

　　下面考虑经典的ＣＤＴ问题，它的数学模型如下：

（ＣＤＴ） ｍｉｎ
犱∈犚狀

狇０（犱）＝
１

２
犱Ｔ犙０犱＋犫

Ｔ
０犱，

ｓ．ｔ． 狇１（犱）＝‖犱‖
２
－１０，

狇２（犱）＝‖犃
Ｔ犱＋犳‖

２
－１０，

其中，犃 ∈犚
狀×狆，犳∈犚

狆．同上一节一样，对于任意给定的狀＋１维向量犪＝ 珓犮 珘犫Ｔ［ ］Ｔ（０≠珘犫∈犚狀），由于此

时不仅单位球约束狇１（犱）＝‖犱‖
２
－１０是一个二阶锥，第２个约束狇１（犱）＝‖犃

Ｔ犱＋犳‖
２
－１０也

是一个二阶锥，所以（ＣＤＴ（犪））的二阶锥重组可以增加一个约束，具体如下：

（ＣＤＴ（犪）） ｍｉｎ
犱∈犚狀

１

２
犱Ｔ犙０犱＋犫

Ｔ
０犱，

ｓ．ｔ． ‖犱‖
２
－１０，

‖犃
Ｔ犱＋犳‖

２
－１０，

‖（珘犫
Ｔ犱＋珓犮）犱‖ 珘犫

Ｔ犱＋珓犮，

‖（珘犫
Ｔ犱＋珓犮）（犃

Ｔ犱＋犳）‖ 珘犫
Ｔ犱＋珓犮，

该问题的半正定松弛模型为

（ＣＤＴＳＰ（犪）） ｍｉｎ
犡∈犛（狀＋１）×（狀＋１）

犕０·犡，

　ｓ．ｔ． 犕１·犡 ０，

犕２·犡 ０，

犡犪∈ＳＯＣ（狀＋１），

犅犡犪∈ＳＯＣ（狆＋１），

犈００·犡＝１，

犡０，

其中，犕０，犕１，犈００ 的定义如（１）式所示且

犕２＝
犳
Ｔ
犳－１ 犳

Ｔ犃Ｔ

犃犳 犃犃Ｔ

熿

燀

燄

燅
，犅∶＝

１ ０Ｔ

犳 犃Ｔ

熿

燀

燄

燅
．

　　袁健华与艾文宝等人给出了如下对偶间隙能够完全消除的一个充分条件
［３１］．

定理５（定理５．２
［３１］）　假设（ＣＤＴ）满足Ｓｌａｔｅｒ条件且有正的对偶间隙．如果存在狀＋１维向量犪＝

珓犮 珘犫Ｔ［ ］Ｔ（０≠珘犫∈犚狀），其所对应的超平面珘犫Ｔ犱＋珓犮＝０与开线段犾λ 相交且满足如下条件：

｛犱∈犚
狀
狘狇１（犱）０，珘犫

Ｔ犱＋珓犮＝０｝＝｛犱∈犚
狀
狘狇２（犱）０，珘犫

Ｔ犱＋珓犮＝０｝，

则必有ν（ＣＤＴ）＝ｍｉｎ｛ν（ＣＤＴＳＰ（犪）），ν（ＣＤＴＳＰ（－犪））｝，其中

ｍｉｎ｛ν（ＣＤＴＳＰ（犪）），ν（ＣＤＴＳＰ（－犪））｝∶＝

ｍｉｎ｛ν（ＣＤＴ（犪）），ν（ＣＤＴＳＰ（－犪））｝＝

ν（ＣＤＴＳＰ（－犪）），若ｉｎｔ（Ω（犪））＝ 且ｉｎｔ（Ω（－犪））≠，

ｍｉｎ｛ν（ＣＤＴＳＰ（犪）），ν（ＧＴＲ犙１（－犪））｝＝

ν（ＣＤＴＳＰ（犪）），若ｉｎｔ（Ω（犪））＝ 且ｉｎｔ（Ω（－犪））＝，

ｍｉｎ｛ν（ＣＤＴＳＰ（犪）），ν（ＣＤＴＳＰ（－犪））｝，若ｉｎｔ（Ω（犪））＝ 且ｉｎｔ（Ω（－犪））≠．

烅

烄

烆

　　根据定理５的充分条件，可以证明任意一个二维的经典ＣＤＴ问题都可以通过上面的二阶锥重组技术完

全消除对偶间隙［３１］．
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定理６（推论５．３
［３１］）　假设二维的经典ＣＤＴ子问题满足Ｓｌａｔｅｒ条件且有正的对偶间隙．那么总能找到

一个三维向量犪＝ 珓犮 珘犫Ｔ［ ］Ｔ（０≠珘犫∈犚２）使得

ν（ＣＤＴ）＝ｍｉｎ｛ν（ＣＤＴＳＰ（犪）），ν（ＣＤＴＳＰ（－犪））｝．

如图４所示，图中的三条直线都满足定理５的条件，这３条直线中的任意一条都可以构造二阶锥，进而消除

这个二维的经典ＣＤＴ问题的对偶间隙．

利用定理６的构造性证明，文献［３１］对目前为止公开发表论文中出现的有对偶间隙的经典二维ＣＤＴ实

例进行了数值计算，数值结果见表１．数值结果表明对偶间隙通过二阶锥重组技术已经被完全消除．

表１　有对偶间隙的经典二维犆犇犜实例的数值计算结果

ＣＤＴ实例的来源 ν（ＣＤＴ） 对偶间隙 ν（ＣＤＴＳＰ（犪）） 二阶锥重组后的对偶间隙

例６．１［１０］ －０．１４３５ ０．５６０６ －０．１４３５ ０

例（ＥＸ１）
［１２］ －２ １ －２．００００ ０

例（ＥＸ２）
［１２］ －２ ０．３８５２ －２．００００ ０

５．２章中的例子［１３］ －４ ０．２５ －４．００００ ０

５．４章中的例子［１４］ －１．４６０８ ０．１６４２ －１．４６０８ ０

引理２．２中的例子［１９］ ０ ０．５ ０．００００ ０

例７．３［２５］ ５．５ ０．１６６７ ５．５０００ ０

４　总结与展望

二阶锥重组技术可以有效地缩小甚至消除某些广义信赖域

子问题的对偶间隙，但是许多问题仍然处于不清楚的状态．例如，

对于相交的（ＧＴＲ犔犿）问题，如何进一步缩小甚至消除（ＳＯＣＧＴＲ犔犿）

的对偶间隙？同样地，对于一般的广义信赖域子问题（ＧＴＲ犿），目

前仅对（ＧＴＲ１）进行了研究，证明了通过增加一个二阶锥约束能

够缩小其对偶间隙，那么一般的（ＧＴＲ犿）呢？此外，对于通过增加

一个二阶锥约束仍然不能完全消除（ＧＴＲ１）的对偶间隙的情况，

能否继续增加以及如何增加二阶锥约束来进一步缩小对偶间隙？

这些问题都值得进一步研究．
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