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非线性色散耗散波动方程双线性元新的高精度估计

李玲,李秋红,兰奇逊

(河南城建学院 数理学院,河南 平顶山467036)

摘 要:主要研究具有局部Lipschitz连续非线性项的色散耗散波动方程双线性元新的高精度估计.对于半离

散格式,利用插值与投影相结合的思想,在精解u,ut∈H2(Ω)较弱的正则假设下,导出了 H1 模意义下超逼近性,而

以往文献在u,ut,utt∈H2(Ω)时却只能得到最优误差估计.进一步地,当u∈H3(Ω)时,利用插值后处理技巧给出了

整体超收敛结果,但不要求ut,utt∈H3(Ω),进而改善以往文献的结果.最后,建立了一个全离散逼近格式并研究了

其解的超逼近性.
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考虑下面非线性色散耗散波动方程:

utt-Δu-Δut-Δutt=f(u),在Ω×(0,T]中,

u=0,在∂Ω×(0,T]上,

u(X,0)=u0(X),ut(X,0)=u1(X),在Ω 中.
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(1)

其中Ω⊂R2是有界凸多边形区域,∂Ω是Ω的边界,u0(X),u1(X),f(u)是已知的充分光滑的函数X=(x,

y),f(u)关于u 满足|f'(u)|⩽l(1+|u|p),p>0及l>0是常数.
关于方程(1)的理论分析及有限元方法已有一些研究,例如,在f(u)满足整体Lipschitz连续条件下,文

献[1-4]分别用不同方法研究了整体解的存在性和唯一性.文献[5]研究了协调元在半离散和全离散格式的

L2 和 H1 模的最优误差估计.文献[6]研究了非常规Hermite型有限元的超收敛和外推,并在全离散格式下

得到了最优误差估计.文献[7]给出了双线性元在半离散和全离散格式下的高精度分析.
本文的主要目的是在半离散和全离散格式下给出双线性元对问题(1)新的高精度估计.借助于该元的高

精度结果、插值与投影相结合的分析技巧[8-11],在降低对精确解的正则性要求,以及非线性项f(u)不满足

局部Lipschitz连续条件下,给出相应的超逼近及超收敛结果,并大大简化了证明过程,从而改善了以往文献

的相应结论.需要说明的是,本文结果对线性三角形同样成立.

1 半离散格式的超逼近和超收敛

设Th 为Ω 上的一族矩形剖分,满足正则性条件或拟一致假设.设Vh 为双线性元空间,Vh
0={ν∈Vh,

ν|∂Ω =0},则文献[12]证明了下面的引理.
引理1 设u∈H1

0(Ω)∩H3(Ω),ν∈Vh,Ih 为双线性元插值算子,则

∫Ω
∇(u-Ihu)∇νdxdy=O(h2)|u|3|ν|1. (2)

引入投影算子Rh:H1
0 →Vh

0,即对u∈H1
0(Ω),

(∇(Rhu-u),∇νh)+(Rhu-u,νh)=0,∀νh ∈Vh
0, (3)
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则类似于文献[9-12],可以证明:对u∈H2(Ω)∩H1
0(Ω)有

‖Rhu-u‖0+h‖Rhu-u‖1 ⩽Ch2‖u‖2. (4)
进一步地,若u∈H3(Ω)则有

‖Rhu-Ihu‖1 ⩽ch2‖u‖3. (5)
问题(1)的变分形式为:求u∈H1

0(Ω),满足

(utt,ν)+(∇u,∇ν)+(∇ut,∇ν)+(∇utt,∇ν)=(f(u),ν),∀ν∈H1
0(Ω),

u(X,0)=u0(X),ut(X,0)=u1(X).{ (6)

  变分问题(6)的有限元逼近方程为:求uh ∈Vh
0 满足

(uh
tt,ν)+(∇u

h,∇ν)+(∇uh
t,∇ν)+(∇u

h
tt,∇ν)=(f(u

h),ν),∀ν∈Vh
0,

uh(X,0)=Rhu0(X),u
h
t(X,0)=Rhu1(X).{ (7)

  定理1 设u,uh 分别是问题(1)和(6)的解,u,ut ∈H2(Ω),则有超逼近结果

‖uh -Rhu‖1+‖uh
t -Rhut‖1 ⩽ch2∫

t

0
(‖u‖22+‖ut‖22)ds( )

1
2

. (8)

  证明 令u-uh =(u-Rhu)+(Rhu-uh)=η+θ.∀ν∈Vh
0,由(1)和(6)式得

(θtt,ν)+(∇θ,∇ν)+(∇θt,∇ν)+(∇θtt,∇ν)=-(ηtt,ν)-

(∇η,∇ν)-(∇ηt,∇ν)-(∇ηtt,∇ν)+(f(u)-f(uh),ν)=∑
5

i=1
Ii. (9)

由Rh 的定义知I1+I4=0,I2=(η,ν)⩽ch2‖u‖2‖ν‖0,I3=(ηt,ν)⩽ch2‖ut‖2‖ν‖0.
又注意到f(u)关于u 满足局部Lipschitz连续条件,由文献[13]知

|I5|⩽c‖u-uh‖0|ν|1 ⩽c(‖η‖0+‖θ‖0)|ν|1 ⩽ch2‖u‖2|ν|1+

c‖θ‖0|ν|1 ⩽ch4‖u‖22+c‖θ‖20+c|ν|21. (10)
根据以上估计(9)式可变形为

(θtt,ν)+(∇θ,∇ν)+(∇θt,∇ν)+(∇θtt,∇ν)⩽ch4(‖u‖22+‖ut‖22)+c‖θ‖20+c|ν|21.(11)
在(11)式中令ν=θt 有

1
2
d
dt
(‖θt‖20+|θ|21+|θt|21)⩽ch4(‖u‖22+‖ut‖22)+c|θ|21+c‖θt‖21. (12)

对(12)式两端从0到t积分,并注意到θ(X,0)=θt(X,0)=0,得

‖θ‖21+‖θt‖21 ⩽ch4∫
t

0
(‖u‖22+‖ut‖22)ds+c∫

t

0
(‖θ‖21+‖θt‖21)ds, (13)

将Gronwall引理应用于(13)式有 ‖θ‖21+‖θt‖21 ⩽ch4∫
t

0
(‖u‖22+‖ut‖22)ds.即

‖θ‖1+‖θt‖1 ⩽ch2∫
t

0
(‖u‖22+‖ut‖22)ds( )

1
2

. (14)

  再借助于三角不等式和(14)式得证(8)式.定理证毕.

为了取得整体超收敛结果,采用文献[8]中构造的插值后处理算子∏2h
,满足

∏2hIhφ=∏2hφ,∀φ∈H2(Ω), (15)

∏2hφ-φ 1 ⩽ch2‖φ‖3,∀φ∈H3(Ω), (16)

∏2hν 1 ⩽c‖ν‖1,∀ν∈Vh
0. (17)

  定理2 设u,uh 分别为(1)和(7)的解,u∈H3(Ω),ut ∈H2(Ω)时,有下面超收敛结果

∏2hu
h -u 1 ⩽ch2∫

t

0
(‖u‖23+‖ut‖22)ds[ ]

1
2

+‖u‖3{ } .

  证明 依据(5)、(15)~(17)式及定理1得
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∏2hu
h -u 1 ⩽ ∏2hu

h -∏2hIhu 1+ ∏2hIhu-u 1=

∏2h
(uh -Ihu)1+ ∏2hu-u 1 ⩽c‖(uh -Ihu)‖1+

ch2‖u‖3 ⩽c‖θ‖1+‖Rhu-Ihu‖1+ch2‖u‖3 ⩽

ch2∫
t

0
(‖u‖23+‖ut‖22)ds[ ]

1
2

+‖u‖3{ } .

定理得证.

2 全离散格式下的超逼近估计

本节将给出问题(1)的一个全离散逼近格式及给出相应的超逼近差估计.
首先将区间 [0,T]N 等分:0=t0<t1<…<tN-1<tN =T,tn+1-tn=τ,Un 表示当t=tn=nτ时u(tn)

在Vh
0 中的逼近.引入下面一些符号.

un =u(tn),un -Un =(un -Ihun)+(Ihun -Un)=ηn +θn,∀Un ∈Vh
0,φ

n+
1
2 =
1
2
(φn+1+φn),

∂tφ
n+

1
2 =τ-1(φn+1-φn),φ

n,14 =
1
4
(φn+1+2φn +φn-1)=

1
2
(φ

n+
1
2 +φ

n-
1
2),

∂tφn =(2τ)-1(φn+1-φn-1)=τ-1(φ
n+

1
2 -φ

n-
1
2)=

1
2
(∂tφ

n+
1
2 +∂tφ

n-
1
2),

∂ttφn =τ-2(φn+1-2φn +φn-1)=τ-1(∂tφ
n+

1
2 -∂tφ

n-
1
2).

  考虑问题(2)全离散逼近格式:求Un ∈Vh
0,满足

(∂ttUn,ν)+(∇Un,14,∇ν)+(∇∂tUn,∇ν)+(∇∂ttU,∇ν)=(fn,14(U),ν),∀ν∈Vh
0,

U0=Rhu9,U1=Rh(u0+u1τ+
1
2utt(0)τ2),

ì

î

í

ïï

ïï

(18)

其中n⩾2.
定理3 设un,Un 分别是问题(1)和(18)的解,u,ut∈H2(Ω),则有

‖Rhun -Un‖1=O(h2+τ2), (19)
其中n=0,1,2,…,n.

证明 ∀ν∈Vh
0,(2)式可以写为

(∂ttun,ν)+(∇un,14,∇ν)+(∇∂tun,∇ν)+(∇∂ttun,∇ν)=

(fn,14(u),ν)+(Rn
2,ν)+(∇Rn

1,∇ν)+(∇Rn
2,∇ν), (20)

其中Rn
1=∂tun -un,14

t =O(τ2),Rn
2=∂ttun -un,14

tt =O(τ2).
利用(18)和(20)式得

(∂ttθn,ν)+(∇θn,14,∇ν)-(∇∂tθn,∇ν)+(∇∂ttθn,∇ν)=-(∂ttηn,ν)-

(∇η
n,14,∇ν)+(∇∂tηn,∇ν)+(∇∂ttηn,∇ν)+(fn,14(u)-fn,14(U),ν)+

(Rn
2,ν)+(∇Rn

1,∇ν)+(∇Rn
2,∇ν)=∑

8

i=1
Gi. (21)

在(21)式中令ν=∂tθn 则其左边的各项估计为

(∂ttθn,∂tθn)=(2τ)-1 ∂tθn+
1
2 2

0- ∂tθn-
1
2 2

0( ) , (22)

(∇θn,14,∇∂tθn)=(2τ)-1(∇θn+
1
2 +∇θn-

1
2,∇θn+

1
2 -∇θn-

1
2)=

(2τ)-1 |θn+
1
2|21-|θ

n-
1
2|21( ) , (23)

(∇∂tθn,∇∂tθn)=|∂tθn|21, (24)
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(∇∂ttθn,∇∂tθn)=(2τ)-1 |∂tθn+
1
2|21-|∂tθ

n-
1
2|21( ) . (25)

接下来,估计(21)式的右端各项.注意到

G1+G4=0,|∂tφn|22 ⩽cτ-1∫
tn+1

tn-1

|φt|22ds. (26)

  类似于上节中I2 及I3 的估计,由Rh 的定义可知,

G2=(η
n,14,∂tθn)⩽ch2 un,14

2‖∂tθn‖0 ⩽ch4 un,14 2
2+ε|∂tθn|21 ⩽

ch4‖u‖2L∞(H2)+ε|∂tθn|21, (27)
其中 ‖φ‖L∞(Hρ)=sup

0⩽t⩽T
‖φ‖Hρ(Ω),∀φ ∈Hρ(Ω),ρ 为正整数.

同理

G3=(∂tηn,ν)=(2τ)-1(((un+1-un-1)-Ih(un+1-un-1)),∂tθn)⩽ch2(2τ)-1|un+1-

un-1|2|∂tθn|1 ⩽ch4(2τ)-2|un+1-un-1|22+ε|∂tθn|21 ⩽ch4|∂tun|22+ε|∂tθn|21 ⩽

ch4τ-1∫
tn+1

tn-1

|ut|22ds+ε|∂tθn|21 ⩽ch4τ-1‖ut‖2L∞(H2)+ε|∂tθn|21, (28)

注意到f(u)满足局部Lipschitz连续条件,由文献[13]及插值理论知

|G5|⩽ (
1
4
[(f(un+1)-f(Un+1))+2(f(u)-f(U))+(f(un-1-f(Un-1))],∂iθn)⩽

c(‖ηn+1‖20+‖ηn‖20+‖ηn-1‖20)+c(‖θn+1‖20+‖θn‖20+‖θn-1‖20)+ε|∂tθn|21 ⩽

ch4(‖un+1‖22+‖un‖22+‖un-1‖22)+c(‖θn+1‖20+‖θn‖20+‖θn-1‖20)+ε|∂tθn|21 ⩽

ch4‖u‖2L∞(H2)+c(‖θn+1‖20+‖θn‖20+‖θn-1‖20)+ε|∂tθn|21. (29)
根据Cauchy-Schwartz不等式有

G6+G7+G8 ⩽c(‖Rn
2‖20+‖∇Rn

1‖20+‖∇Rn
2‖20)+ε|∂tθn|21 ⩽cτ4+ε|∂tθn|21. (30)

综合(22)~(25)式和(27)~(30)式,并取ε=
1
4

得

(2τ)-1 ∂tθj+
1
2 2

0- ∂tθj-
1
2( ) + θn+

1
2 2

1- θj-
1
2 2

1( ) + ∂tθj+
1
2 2

1- ∂tθj-
1
2 2

1( )[ ] ⩽

ch4(‖u‖2L∞(H2)+‖ut‖2L∞(H2))+cτ4+c(‖θj+1‖21+‖θj‖20+‖θj-1‖20). (31)
对(31)式两边同乘以2τ,并关于j从1到n-1求和得

∂tθn-
1
2 2

0+ θn-
1
2 2

1+ ∂tθn-
1
2 2

0 ⩽ ∂tθ
1
2 2

0+ θ
1
2 2

1+ ∂tθ
1
2 2

1+

cm4τ∑
n-1

j=1

(‖u‖2L∞(H2(Ω))+‖ut‖2L∞(H2(Ω)))+c∑
n-1

j=1
τ5+

cτ∑
n-1

j=1

(‖θj+1‖20+‖θj‖20+‖θj-1‖20). (32)

利用 (18)式可知θ1=U1-Ihu1=O(τ3),并注意到θ0=0有

∂tθ
1
2 2

0+ θ
1
2 2

1+ ∂tθ
1
2 2

1=τ-2 θ1-θ0 2
0+
1
4 θ1+θ0 2

1+τ-2 θ1-θ0 2
1=

τ-2‖θ1‖20+
1
4‖θ

1‖21+τ-2‖θ1‖21=O(τ4). (33)

由于(n-1)τ⩽Nτ=T 成立

ch2τ∑
n-1

j=1

(‖u‖2L∞(H2(Ω))+‖ut‖2L∞(H2(Ω)))+c∑
n-1

j=1
τ5=O(h4+τ4). (34)

利用(33)和(34)式,将(32)式变形为

∂tθn-
1
2 2

0+ θn-
1
2 2

0+ ∂tθn-
1
2 2

1 ⩽c(h4+τ4)+cτ∑
n-1

j=1

(‖θj+1‖20+‖θj‖20+‖θj-1‖20), (35)

注意到
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θn-
1
2 2

1=
1
2|θn +θn-1|21=

1
4
(|θn|21+|θn-1|21)+

1
2
(∇θn,∇θn-1),

(∇θn,∇θn-1)⩽
1
4|θn|21+|θn-1|21.

由(35)式不难得 (1-cτ)‖θn‖21⩽c(h4+τ4)+cτ∑
n-1

j=0
‖θj‖21.取τ充分小,使得1-cτ>0,再应用离散

的Gronwall引理可得证本定理证毕.
注记1 本文使用插值与投影相结合技巧文献[8-11],对于半离散格式来说,不仅大大简化了文献[7]

中的证明过程,而且在导出超逼近性质时只需u,ut∈H2(Ω)不必像文献[7]一样要求u,ut∈H3(Ω).另一

方面,当u∈H3(Ω),ut ∈H2(Ω)时,由(5)式及定理3,可推出文献[7]中的结果:

‖Ihuh -uh‖1 ⩽ ‖Ihuh -Rhuh‖1+‖Rhuh -uh‖1 ⩽c(h2+τ2).
但这里不要求ut ∈H3(Ω),且对utt 无要求,从而也改善了文献[7]中结论.

注记2 对于全离散格式,本文要求u,ut∈H2(Ω)而不需文献[7]中的那样要求它们都属于H3(Ω),并
且也同样使证明过程更加简洁.

注记3 不难验证,这里的方法和结果对线性三角形元亦适用.另外,本文的思想也可用于处理其他非线

性方程.而且把对非线性项的要求从整体Lipschitz连续拓宽到局部Lipschitz连续的情形,同样可改善相关

文献的结果.
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Newhighaccuraryestimentsofbilinearelementfor
nonlineardispersion-disspativewaveequations

LiLing,LiQiuhong,LanQixun

(SchoolofMathematics&Physics,HenanUniversityofUrbanConstruction,Pingdingshan467036,China)

Abstract:Thispapermainlystudiesthenewhigh-precisionestimatesofthebilinearelementforthedispersionwavee-
quationswithlocalLipschitzcontinuousnonlinearterm.Inthesemi-discretescheme,theideaofcombininginterpolationand

projectionisusedtogetthesuperclosepropertyunderweakerregularassumptionofu,ut∈H2(Ω),butinthepreviouslitera-
tureonlyoptimalerrorestimatecanbededuced.Further,basedoninterpolationpost-processingtechniques,theglobalsuper-
convergenceresultisobtainedwhenu∈H3(Ω)insteadofu,ut,utt∈H3(Ω).Finally,afullydiscreteapproximationscheme
isestablishedandasupercloseestimateofitssolutionisinvestigated.

Keywords:nonlineardispersionanddissipation waveequation;bilinearelement;semi-discreteandfullydiscrete
schemes;combinationofinterpolationandprojection;supercloseandsuperconvergentestimetes

[责任编校 陈留院 赵晓华]

92第4期          李玲,等:非线性色散耗散波动方程双线性元新的高精度估计


