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摘 要 ：讨论了一类与年龄相关的种群模型解的全局稳定性问题．通过 Lyapunov函数、Barbashin-Krasovskii 

定理以及 It6公式证明了与年龄相关的种群模型强解的存在性 ，并给出了该模型零解全局稳定的充分条件，最后通 

过数值算例对结论进行了验证． 
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1、预备知识 

令 —H (Eo，A])三 ( i ∈L ([o，A])， ∈L。([o，A])}，其中 是偏导数．V是Sobolev空间， 
‘ ‘ dz i dzi 
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是 的对偶空间，H ===L~[-0，A]满足 V u H兰 H 0 V ． 

1l·11和 1． 分别表示V 和V的范数，<·，·> 表示V 和V的对偶积，(·，·)是 H中的内积，m是实 

数，贝4有 l z l m ll z ll，V z E V． 

B∈驭K，H)是K到H的有界线性算子，{I B『l 是 Hilbert—Schmidt范数，即 ll B 一tr(BWB )，其 

中w 是完备空间(n， P)取值在可分的 Hilbert空间上的Brown运动 的增量协方差算子．模型(1)中的 

( ，口)，I9( ，a)满足下列条件(H )： 

f 0三三三 。 ( ，。)< cx。，Q 一 (0，A)× (0，T)， 

【0 p~t，口) ．8< Cx3，Q一 (0，A)× (O，T)， 

f(t，P)和 g(t，P)则满足下列条件(H )： 

2(P，f(t，P))+ ll g(t，P)_l。 一a ll P l} + l P l ． 

定义 1 若 P(t，n)是具有滤波{ } 的完备概率空间(Q， P)上的连续函数，{ )自适应于布朗运 

动(oa(￡)且P{ ( 。)一0)一 1，其中初始值为 P(t。，n)，对于 V t， [ ，r]有 

P(f，a)一P( 。，n)+It『一 一 (s，n)P+，(s，P)+g(s，P)0(s)]ds a．s．， 
J t L 0a J 

则(P(￡，口)，Q， P，{ } (￡))或 P(t，口)称为模型(1)的弱解．其中 r是弱解 P( ，a)的爆破时间，r=== 

lim inf{t t。ll lI P( ，n)ll e)． 

引理 1l_l叩 如果 Bore1可测函数 f(t，P)及 g(t，P)是连续的，则对于可测空间(H，绍(H))上任一初始 

分布u，模型(1)存在弱解 P(t，n)且对任何 B E (H)有 P(t。，口)E B}一u(B)． 

2 全局稳定性 

在模型(1)中，对于 j1 P ll ，定义如下算子 
1 n  

II P Jl。一 2<P，一 )dt+2(P，一 ( ，口)P)dt+2(P，f(t，P))dt+ l}g(t，P)l】 dt一 
“  

P ( ，0)+2<P，一 ( ，n)P)dt+2<P，f(t，P))dt+ ll g(t，P){l ． 

定义 2 模型(1)零解的全局稳定性． 

(i)如果对 V E (0，1)，存在常数 )，，使得对模型(1)中 V P。(口)，都有弱解 P(t，口)满足 

P{sup ll P(t，n)ll 7} 1一(， 
‘ ￡2 0 

则模型(1)的零解依概率全局稳定． 

(ii)如果模型(1)的弱解 P(t，n)依概率全局稳定，且对 V P。(n)，使得弱解 P(t，口)满足 

P{liraP( ，口)一 0}一 1， 
⋯  

则模型(1)的零解依概率全局渐近稳定． 

下面为本文的主要内容．在这一节中，主要运用引理 1，Lyapunov函数和It6公式证明了模型(1)的零解 

是依概率全局渐近稳定的． 

定理 1 对于模型(1)，假设存在函数 fI P lI 满足以下条件： 

(i) 。一 。一 旦 + 0， 
m  

(ii)令 P(0，n)一P。(a)，对于P(0，口)的任意分布，模型(1)中不存在非零弱解都属于{fl P lI。∈ H l 

}l P lf 一0}a．S．， 

则模型(1)的零解是依概率全局渐近稳定的． 

证明 由引理 1可知对任意确定的初始条件，模型(1)中存在弱解 P(t，。)． 

首先，证明模型(1)的弱解定义在[O，A]×Eo，+C×3)a．S．．否则，对弱解P(t，a)有P{ 。。)>0，其中d。。一 

lira 且 是停时，即 ：inf{t三三=0 l l I P(t，n)l l r)．则存在∈>0，T>0使得P{ 。。 T)> 2f．即存在 

足够大的数 N> 0满足 
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P{ T} ∈，V r N． (2) 

又 由弱解 的连续性可得 

E(_l P(t  ̂ ，Ⅱ)lI )三三E(I ll P(G，，口)Il )一P{ ，三三三t}r ． (3) 

利用 It6公式 ，条件(H ) 以及 (H )可得到 

ll P lI 一2<P，一 OP>d +2(P，一／1(f，口)P>d +2(P，厂( ，P)>d + }J g(f，P)J} dt 

P ( ，0)一2 l P(t，P)J +2<P，f(t，P)>出+l J g(f，P)ll dt l (￡，a)P。(f，口)da一 

2 。l P(t，P)l +2(P，f(t，P))dt+ ll g(t，P ll 出 ( 。一2 。)l P l 一a ll P ll。+ 

l P I。 (A 一2 。)l P 1。一旦 I P I + l P l ： ( 一2 。一旦+ )l P l ． 、 
‘ 。 m  。 m  

由条件(i)推出 

．E(1l P(t̂  ，n)ll ) 三lI P。(口)lI ，V t三三0． (4) 

结合(2)，(3)和(4)式可得出￡r P{ T)r。 ll P。(口)lI <+。。，V r三三=N．从而有+CxD— lira 。 

l J P。(口)}J <+。。．显然上式矛盾．因此，有P{ <+cx3)一0且模型(1)的弱解定义在[O，A]×Eo，+。。)a．S．． 

接下来，证明模型(1)的零解是依概率全局稳定的． 

事实上为了使 P。(n)≠0，对于模型(1)的弱解 P(t，口)，结合(3)和(4)式以及 V e∈(0，1)，r> 0可以 

推出 P{ t}r E(_l P(t  ̂ ，口)ll ) ll P。(a)1l ，t三三三0．故 当 t一+。。时有 P{ <+。。} 

l【Po(。)II z， ．于是令，．z一 呈 业
，则有 

P{sup fI P(t，口)ff。f 7} l—e． (5) 

其中y一 ． 

在(4)式中当 ll P。(口)l1 一0时，对 V t三三=0能够得到E(il P(t八 ，n)Il。)一0．又当 l】P ll 0，对 

V t 0可以推出 ll P(t八 ，口)ll。一0．则对 V t三三=0有 t̂  一0．当r一+cx3时有 ll P l1 兰 0 a．s． 

综上可知对 V e(O，1)，(5)式成立．因此，系统(1)的零解是依概率全局稳定的． 

最后，证明模型(1)的零解是依概率全局渐进稳定．由定义2中(ii)可知只需证明模型(1)的弱解 ll P(t， 

)}J 满足 

P{lira ll P(t，口)ll 一0)一 1． (6) 

事实上，要(6)式成立需分两步证明． 

第一步，由弱解的连续性和文献[11]可知，当 

roll P ll。一2<P，一-~P)d￡+2<P，一 ( ，n)P)d +2(P，厂( ，P))dt+_l g(￡，P)ll dt 

(A 。一 一旦 + )l P 1。 0， 

以及 lI P ll 0时，对 V 一 1，2，⋯， P(t̂  ，n)I1 )f>0是非负连续上鞅． 

那么，对 V r一 1，2，⋯ 和 t> s o，有 

E(1l P(t A ，，n)ll。l )三三lI P(t̂  ，口)ll a．s． 

利用lim 一十。。a．s．及文献[12]中Fatou引理可得到：对 V t> S o 

E(1l P(t，a)lI l )一E(1im inf ll P(t̂  ，a)ll l ) lim inf E(1l P(t八 ，a)ll Il ) 

lira inf ll P(s  ̂，，n)ll。===lI P(s，a){f。a．s． 

因此，{ll P(t，a)Il )f>0是非负连续上鞅． 

从文献[11]中定理2．1得到 ll P(t，a)ll。。2一 lim ll P(t，口)ll 存在且几乎处处有限，E(1I P。。(￡，n)【l )一 

liraE(J}P(t，n)【l。)有限并且非负．结合文献f13]中推论 4，得到{J】P(t， )l J ) 是一致可积的． 
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第二步，证明E(1f P。。( ，n)1l )=0． 

采用反证法，假设E(1l P。。(f，a)ll )> 0．构造一个增长的时间序列{t ) 满足lim，定义了 

(t，a)一 P(t+ t ，a)，V t 0，V尼E 

由弱解的连续性知：对 V忌E J／， (￡， )连续并且满足下列等式 

Q (￡，口)===Q (0，口)+r[( )+ (s，口)Q一厂(5，Q)+g(s，Q)2o(s)]d5，v￡三三三0． (7) 
其中(￡J (s)一co(s+t )一co(t̂)也是Brown运动， ( ，n)和 ( )定义在同一个概率空间(n， P)上．由上 

鞅的性质得 E(1{Q ( ，n)ll )=E(Il P(t+t ，。)ll ) P(t。，a)，V t三三三0，V忌∈ 

利用上鞅不等式(见文献[14]中定理 3．6)推出：对任意的 T 0及 > 0有 

sup．P{sup ll Q ( ，口)Jl z三三三M ll} supP{sup ll P(￡+ ，n)ll z三三三 } ， (8) 

从而有 

lira supP{ll (O，日) m}一0． (9) 

从(7)和(8)式中可得到：对任意的 T 0及￡> 0有(见文献[10]) ． 

1ira supP max I{Q (￡，口)一Q (s，口)【l > e}一0． (10) 
一O+ V ∈ I卜 I ， C-LO’r_ 

利用(9)，(10)式以及文献E153中定理 4．2得在概率空间( ， p)上定义了一个连续过程 p，p ，J E 

，即当J一+cx3时，p 
．

几乎处处收敛于 p， 
．

和 
．
是同分布，记作 

． 

P — Q ，V ∈ (11) 

其中{ ． } 是{Q } 的后继序列． 

根据(7)及文献[15]中定理 2．2可知对 V h∈ (H，R)及 z∈ 有 

M㈤：一 ( 八 --h(P(0,a))一r ( ， 
显然 M( )是鞅，其中 一inf{t 0 ll l p( ，口)ll z)． 

因此，由文献[15]的标注 2．1可推出p(￡，a)是模型(1)带分布 p(0，a)的弱解． 

当Q (0，n)===P(t 口)，J E 和{ll P(t，n)ll。)c>o一致可积时，则{ll 
．
(O，日)l』。}，∈ 一致可积． 

通过(11)式发现{fl P ．(o，a)l『 } 也是一致可积的． 

结合文献[16]中定理 1．3有 

E(1_Q ll。。2)一 ~(1im 一+。。ll 
，
(O，口)lI )一 li E(1l_l Q ，(0，n)ll )， 

(p(O，口)ll。)一 (1im 1}p (O，口)1f )一 lira (I_p (O，口)l1 )， 

根据(11)式有 (1l p(0，口)lf )一E(1l Q ll。。2)> 0． 

故 P( ，n)是非零弱解． 

类似的，对任意的t 0，当Q (￡，口)= P(t+t ，a)，J E 和{l 4 P(t，口)Il ) ≥。一致可积时，{II Q (￡， 

a)lf ) 也是一致可积的．利用(11)式能够推出：(Il 
．

( ，口)l} ， 也是一致可积的． 

由文献[16]中定理 1．3得到 

E(1『Q ll。。2)===E(1ira ll ( ，口)l} )一 lira E(1】 ( ，a)ll )， 

(1l p( ，n)ll )一宜(1ira ll p 
．

( ，n)fl )一 lim宜(Il户 ( ，口)ll )． 

综合(11)式及对任意 t三三=0满足 (1l p(￡，n)l{。)=E(1}P{I 2。。)即 ll P(t，n)){I 三 0 a．s． 

于是，通过(ii)显然可得E(1l P fl )一0．又当 ll l P lI 三三三0 a．s和E(1l P ll )一0，则有 l『P ll 一 

0 a．s．，即lira I1 P(t，n)1{ 一0 a．s． 

因此，结合(i)可证(6)式成立．从而得模型(1)的零解依概率全局渐进稳定．证毕． 

3 数值算例 

通过下面的例子对本文得出的重要结论进行验证．考虑以下与年龄相关的种群模型： 
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f P一一 d 一 P 一4P出+sin d∞ ，Q一[o，0．8]×[o，5]， 

{P(0，口)一exp(一 ，n∈[o，O．8]， (12) l 
，。 一 c3一 ， ∈[o，s]， 

其中 是概率空间(Q， P)中的标准 Brown运动． ’ 

显然模型(12)满足条件(H )和(H。)，由条件(H )得出： 。一2，口一3；由条件(H )得出：a一一1， 

一 一 8， 一 1，从而定理 2中(i) 一2tL。一
m

a + 0
． 由分析可知模型(12)满足定理 2的条件，故模型 

(12)的零解是依概率全局渐进稳定的·图 1a表示初值为 P(0，a)一exp(一 )的数值模拟·图lb为图 

a中 当口：==0．2时 的图形 ，它能够 更盲 观 的描 述 与年龄 相关 的种群模 型 的稳 定性． 

4 结 论 

(a)~Aa=0．05．At=0．叭时 

图1 与年龄相关的种群模型数值模拟 

t 

(b)当a--0．2，At=0．01时 

本文介绍了一类与年龄相关的种群模型系统，并讨论了这类与年龄相关的种群模型系统解的全局稳定 

性问题．该随机种群模型的优势是更符合实际问题，能够更好地反应种群的发展特性．另外，在引入 Brown 

运动的基础上，运用 Lyapunov函数，Barbashin—Krasovskii定理及 It6公式得出了与年龄相关的种群模型强 

解的存在性和全局稳定性，所得出的结论为种群模型的研究提供了理论依据． 
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Global Stability of M ore General Stochastic Age—dependent Population Models 

YANG Li，ZHANG Qimin 

(School of Mathematics and Computer Science，Ningxia University，Yinchuan 750021
． China) 

Abstract：In this paper，we c。nsider globa1 stability。f m。re general stochastic age-dePendent populati0n m。de1s
．
By use 

of Lyapunov functions，Barbashin—Krasovskii theorem，LaSalle theorem and It6"s formula to cover the stochastic age
— dependent 

population systems having more than one weak solution
． And it gives the sufficient condition for the globa1 stability of the zero 

solution．Finally，the numerical example is provided to demonstrate the effectiveness of our criteria
． 

Keywords：age—dependent population models；globa1 stability；weak solution；Lyapunov function 


