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一类新的 WYL型共轭梯度法及其全局收敛性

董晓亮a,李卫军b

(北方民族大学a.数学与信息科学学院;b.网络信息中心,银川750021)

摘 要:共轭梯度法是求解大规模无约束优化问题的一类重要的优化方法,该方法具有全局收敛性和存储量

小的优点.提出了一类修正的 Wei-Yao-Liu型三项共轭梯度法,该方法扩大了其中参数的选择范围,在强 Wolfe搜索

下满足充分下降条件和全局收敛性.初步的数值试验说明了算法的有效性.
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共轭梯度法是求解无约束优化问题 min
x∈Rn

f(x)的一类重要方法,其迭代公式为:

xk+1=xk +sk,sk =αkdk, (1)

d1=-g1,dk =-gk +βkdk-1,(k⩾2), (2)
其中,gk =▽f(xk),dk 是搜索方向,βk 是参数,步长αk 满足的 Wolfe搜索:

f(xk +αkdk)-f(xk)⩽ραkgT
kdk, (3)

g(xk +αkdk)Tdk ⩾σgT
kdk. (4)

其中0<ρ<σ<1.经典方法有FR方法、HS方法、PRP方法、DY方法、DL方法和HZ方法,其收敛性分析

详见文献[1-6].
充分下降条件在下降算法的收敛性分析中的作用很重要[7-8],也即(5)式成立

-dT
kgk ⩾c1‖gk‖2(∀k∈N,c1 >0是某个常数). (5)

  在上述方法中,HS方法和PRP方法数值性能最为优越,但对于非凸函数,即使用精确搜索也无法全局

收敛.文献[2]证明了在精确搜索下对于一致凸函数极小化时,当sk 趋于零PRP方可以建立全局收敛性,但
同时Powell在该文也举出反例说明对于非一致凸函数时PRP方法可能在几个稳定点附近循环,无法保证

PRP方法的收敛性.
近来,文献[9]提出了 MHS,WYL和 MLS等方法,对应的参数βk 为

β
MHS
k =

gT
kyk-1

dT
k-1yk-1

,β
WYL
k =

gT
kyk-1

‖gk-1‖2
,β
MLS
k =-

gT
kyk-1

dTk-1gk-1

, (6)

其中yk-1=gk -
‖gk‖
‖gk-1‖gk-1.在曲率条件(10)式中,他们做出参数σ 的下述限制:σ ∈ 0,13
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û
úú 的限制,并证明了全局收敛性.其相关研究进展详见文献[10-14].

本文结合三项共轭梯度法的特点,考虑对 WYL方法做出适当修正,扩大参数σ 的适用范围,同时满足

充分下降条件和全局收敛性。具体地,给出的搜索方向为
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dMWYL
k =-gk +β

MWYL
k dk-1+θMWYL

k gk-1. (7)
其中,参数c>0为常数,以及

β
MWYL
k =

gT
k gk -

‖gk‖
‖gk-1‖gk-1
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÷

‖gk-1‖2+max{αk-1,c}‖dk-1‖2
, (8)

θMWYL
k =

gT
kdk-1

‖gk-1‖2+max{αk-1,c}‖dk-1‖2
· ‖gk‖
‖gk-1‖

. (9)

1 算法及其充分下降条件

基于上文提出的搜索方向(7)式,本节给出新的共轭梯度法,约记为 MHZ方法:
算法1

步骤1 选定初始步x1,参数ρ∈ (0,1),δ∈ (ρ,1),c⩾
σ2

4
及ε>0,置k=1;

步骤2 计算gk =▽f(xk).若 ‖gk‖ <ε,则停止计算;否则由(7)式计算dk;
步骤3 按照强 Wolfe搜索计算步长αk :即满足不等式(3)式和

|g(xk +αkdk)Tdk|⩽σ|gT
kdk|; (10)

  步骤4 计算xk+1=xk +αkdk,置k=k+1,转步骤2.
下面,给出一个引理,说明算法1中的搜索方向dk 可满足充分下降条件.

引理1 若dk 由(7)式、算法1定义,则dk 满足充分下降条件-dT
kgk ⩾

σ
2c

-1
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖gk‖2.

证明 k=1时,易得d1
Tg1=-‖g1‖2.当k>1时,在(2)式两边同时与gk 做内积得

gT
kdk =-‖gk‖2+

gT
kdk-1

‖gk-1‖2+max{αk-1,c}‖dk-1‖2
‖gk‖2 ⩽

σ|gk-1
Tdk-1|

‖gk-1‖2+c‖dk-1‖2
-1
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ø
÷ ‖gk‖2, (11)

其中,上面的第2个不等式是利用了uTv⩽
1
2
(‖u‖2+‖v‖2)的结论.

2 算法的收敛性分析

本节证明算法1的全局收敛性.这里总是假设存在ε>0,使得 ∀k∈N,有 ‖gk‖ >ε 成立;否则,

f(x)的一个稳定点已经找到.同时,本文作如下必要的假设H:
(H1)f(x)在水平集L0={x ∈Rn|f(x)⩽f(x1)}有界;(H2)g(x)在水平集L0 内连续可微且

满足Lipschitz条件,即存在L >0,使 ‖g(x)-g(y)‖ ⩽L‖x-y‖,∀x,y∈L0.
由假设(H1)和(H2)知,∃γ>0,B >0,满足 ∀x ∈L0,‖g(x)‖ ⩽γ,‖x‖ ⩽B.

定理1 若假设H成立,dk 由算法1定义,则存在常数􀭰c=1+2L+
1
2c

>0满足

‖dk‖ ⩽􀭰c‖gk‖ ∀k∈N. (12)

  证明 首先对βk 进行估计.根据(8)式中参数β
MWYL
k 的定义、Cauchy不等式和(10)式得到

|β
MWYL
k |=

gT
k gk -

‖gk‖
‖gk-1‖gk-1
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‖gk-1‖2+max{αk-1,c}‖dk-1‖2
⩽
‖gk -gk-1‖+ gk-1-

‖gk‖
‖gk-1‖gk-1

‖gk-1‖2+max{αk-1,c}‖dk-1‖2
‖gk‖ ⩽

2
‖gk -gk-1‖

‖gk-1‖2+max{αk-1,c}‖dk-1‖2
‖gk‖ ⩽2

Lαk-1‖dk-1‖
αk-1‖dk-1‖2

‖gk‖=2
L ‖gk‖
‖dk-1‖

. (13)
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其次,可以估计|θMWYL
k |如下:

|θMWYL
k |=

|gT
kdk-1|

‖gk-1‖2+max{αk-1,c}‖dk-1‖2
· ‖gk‖
‖gk-1‖

⩽
σ|gT

k-1dk-1|
‖gk-1‖2+c‖dk-1‖2

‖gk‖
‖gk-1‖

⩽

σ
‖gk-1‖·‖dk-1|
‖gk-1‖2+c‖dk-1‖2

‖gk‖
‖gk-1‖

⩽
σ
2c

‖gk‖
‖gk-1‖

(14)

综合上述结果,根据(7)式中dk 的定义得

‖dMWYL
k ‖ ⩽ ‖gk‖+|β

MWYL
k |·‖dk-1‖+|θMWYL

k |·‖gk-1‖ ⩽ 1+2L+
σ
2c

æ

è
ç
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ø
÷ ‖gk‖.(15)

下面的定理被称为Zoutendijk条件,通常被用于共轭梯度法的收敛性证明中.
定理2 文献[15]考虑一般的共轭梯度法,如果假设(H)成立,其中的步长αk 满足 Wolfe搜索,搜索方

向dk 是下降的,则有

∑
k⩾1

(gT
kdk)2

‖dk‖2
< ∞. (16)

  定理3 考虑假设(H)成立,迭代点列 {xk}由算法1生成,如果存在 ‖gk‖ ⩾􀆠,那么

lim
k→∞
inf‖gk‖=0. (17)

  证明 采用反证法进行证明.如果(17)式不成立,则存在􀆠>0使得

‖gk‖ ⩾􀆠,∀k∈N; (18)
由Zoutendijk和充分下降条件(5)式,则有

∑
k⩾1

(􀭰c)-2‖gk‖2 ⩽∑
k⩾1

‖gk‖4

‖dk‖2
<

σ
2c

-1
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è
ç

ö

ø
÷∑

k⩾1

(gT
kdk)2

‖dk‖2
<+∞ , (19)

其中 第1个不等式来自(12)式,第2个不等式源自Zoutendijk条件.

3 数值实验

本节比较了PRP方法、MYL方法、HZ方法和本文提出的 MWYL方法的数值性能.所有的算法用For-
tran语言编写程序,所有试验的测试环境相同,采取的搜索方式相同,结果如表1所示.所有测试问题的维数

都是1000,一些参数的取值如下:强Wolfe搜索的参数为ρ=10-4,σ=0.1.收敛准则‖gk‖⩽10-6.MWYL
方法中,参数选取为c=0.08,“(调用)函数次数=目标函数计算次数+5×梯度的计算次数”.初步的实验结

果显示,本文算法与以上3类数值性能优越的算法相媲美,可以有效求解测试问题,因而是有效的.
表1 几类方法的数值结果与比较

函数名称 方法 迭代次数 函数次数 最优值f(x*) 最优解的梯度的模 ‖g(x*)‖

ExtendedPenalty HZ 21 388 0.88319E+03 0.25006E-06

ExtendedPenalty MWYL 14 90 0.88319E+03 0.57076E-06

ExtendedPenalty WYL 18 100 0.88319E+03 0.63886E-06

ExtendedPenalty PRP 17 85 0.88319E+03 0.59776E-07

Raydan2 HZ 2 7 0.10000E+04 0.54485E-06

Raydan2 MWYL 4 10 0.10000E+04 0.62040E-06

Raydan2 WYL 5 12 0.10000E+04 0.21951E-06

Raydan2 PRP 5 106 0.10000E+04 0.11115E-12

GeneralizedTridiagonal1 HZ 23 73 0.99721E+03 0.98584E-06

GeneralizedTridiagonal1 MWYL 23 73 0.99721E+03 0.93728E-06

GeneralizedTridiagonal1 WYL 24 76 0.99721E+03 0.74980E-06

GeneralizedTridiagonal1 PRP 24 78 0.99721E+03 0.91923E-06

GeneralizedTridiagonal2 HZ 55 239 0.11149E+01 0.88403E-06
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续表

函数名称 方法 迭代次数 函数次数 最优值f(x*) 最优解的梯度的模 ‖g(x*)‖

GeneralizedTridiagonal2 MWYL 48 195 0.11149E+01 0.85410E-06

GeneralizedTridiagonal2 WYL 68 263 0.11149E+01 0.88084E-06

GeneralizedTridiagonal2 PRP 51 221 0.11149E+01 0.66514E-06

Diagonal5 HZ 2 7 0.69315E+03 0.45461E-08

Diagonal5 MWYL 4 10 0.69315E+03 0.44667E-07

Diagonal5 WYL 5 12 0.69315E+03 0.28246E-07

Diagonal5 PRP 3 9 0.69315E+03 0.79053E-06

ExtendedHimmelblau HZ 8 39 0.22386E-15 0.18864E-06

ExtendedHimmelblau MWYL 12 52 0.36236E-14 0.48392E-06

ExtendedHimmelblau WYL 14 58 0.67118E-15 0.22656E-06

ExtendedHimmelblau PRP 9 44 0.17786E-14 0.43693E-06

ExtendedBlock-Diagonal HZ 26 117 0.78535E-13 0.39110E-06

ExtendedBlock-Diagonal MWYL 22 87 0.18568E-12 0.59774E-06

ExtendedBlock-Diagonal WYL 24 81 0.10394E-12 0.44340E-06

ExtendedBlock-Diagonal PRP 28 212 0.12112E-13 0.51529E-06

ExtendedQuadraticPenal HZ 10 81 0.39900E+04 0.43577E-06

ExtendedQuadraticPenal MWYL 15 186 0.39900E+04 0.61082E-06

ExtendedQuadraticPenal WYL 17 277 0.39900E+04 0.48249E-06

ExtendedQuadraticPenal PRP 19 109 0.39900E+04 0.60191E-06

ExtendedTridiagonal2 HZ 34 104 0.38934E+03 0.50318E-06

ExtendedTridiagonal2 MWYL 36 112 0.38934E+03 0.99902E-06

ExtendedTridiagonal2 WYL 44 136 0.38934E+03 0.53118E-06

ExtendedTridiagonal2 PRP 33 100 0.38934E+03 0.74789E-06

DIXMAANA(CUTE) HZ 7 25 0.10000E+01 0.10414E-07

DIXMAANA(CUTE) MWYL 8 27 0.10000E+01 0.10071E-06

DIXMAANA(CUTE) WYL 10 33 0.10000E+01 0.30089E-06

DIXMAANA(CUTE) PRP 9 30 0.10000E+01 0.10946E-06

DIXMAANB(CUTE) HZ 6 23 0.10000E+01 0.63557E-06

DIXMAANB(CUTE) MWYL 6 22 0.10000E+01 0.66497E-07

DIXMAANB(CUTE) WYL 6 22 0.10000E+01 0.50926E-07

DIXMAANB(CUTE) PRP 7 25 0.10000E+01 0.60338E-07

DIXMAANC(CUTE) HZ 7 26 0.10000E+01 0.16905E-06

DIXMAANC(CUTE) MWYL 6 23 0.10000E+01 0.70743E-06

DIXMAANC(CUTE) WYL 6 23 0.10000E+01 0.24226E-06

DIXMAANC(CUTE) PRP 7 26 0.10000E+01 0.26960E-06

PartialPerturbedQuadra HZ 20 61 0.25334E-14 0.81425E-06

PartialPerturbedQuadra MWYL 32 97 0.31700E-14 0.99559E-06

PartialPerturbedQuadra WYL 58 175 0.39792E-14 0.97894E-06

PartialPerturbedQuadra PRP 20 61 0.25334E-14 0.81425E-06

BroydenTridiagonal HZ 66 287 0.71253E+00 0.82439E-06

BroydenTridiagonal MWYL 74 272 0.71253E+00 0.98024E-06

BroydenTridiagonal WYL 121 403 0.71253E+00 0.97751E-06

BroydenTridiagonal PRP 60 226 0.71253E+00 0.98455E-06

EDENSCH (CUTE) HZ 25 174 0.60033E+04 0.46214E-06

EDENSCH (CUTE) MWYL 39 1341 0.60033E+04 0.79851E-06

EDENSCH (CUTE) WYL 38 969 0.60033E+04 0.52461E-06

EDENSCH (CUTE) PRP 38 1148 0.60033E+04 0.64396E-06

VARDIM (CUTE) HZ 8 22 -0.10797E+03 0.15984E-07

VARDIM (CUTE) MWYL 9 24 -0.10797E+03 0.98086E-06
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续表

函数名称 方法 迭代次数 函数次数 最优值f(x*) 最优解的梯度的模 ‖g(x*)‖

VARDIM (CUTE) WYL 11 28 -0.10797E+03 0.40857E-06

VARDIM (CUTE) PRP 13 35 -0.10797E+03 0.30877E-06

Diagonal6 HZ 2 7 0.22204E-12 0.54485E-06

Diagonal6 MWYL 4 10 0.22204E-12 0.62040E-06

Diagonal6 WYL 5 12 0.00000E+00 0.21951E-06

Diagonal6 PRP 3 9 0.22204E-12 0.69056E-06

DIXMAANF(CUTE) HZ 22 80 0.11082E+04 0.57013E-06

DIXMAANF(CUTE) MWYL 40 1360 0.11082E+04 0.72730E-06

DIXMAANF(CUTE) WYL 31 487 0.11082E+04 0.81548E-06

DIXMAANF(CUTE) PRP 31 390 0.11082E+04 0.65642E-06

DIXMAANG(CUTE) HZ 12 48 0.97832E-19 0.57143E-09

DIXMAANG(CUTE) MWYL 24 80 0.10955E-12 0.65199E-06

DIXMAANG(CUTE) WYL 26 87 0.95239E-13 0.61916E-06

DIXMAANG(CUTE) PRP 11 42 0.37038E-14 0.12835E-06

DIXMAANI(CUTE) HZ 8 28 0.12551E-18 0.89847E-09

DIXMAANI(CUTE) MWYL 12 38 0.82309E-14 0.22203E-06

DIXMAANI(CUTE) WYL 8 26 0.14318E-13 0.25556E-06

DIXMAANI(CUTE) PRP 9 29 0.81685E-18 0.18356E-08

DIXMAANJ(CUTE) HZ 10 67 0.54542E-23 0.60967E-10

DIXMAANJ(CUTE) MWYL 16 90 0.34780E-15 0.31641E-06

DIXMAANJ(CUTE) WYL 16 82 0.20681E-15 0.28657E-06

DIXMAANJ(CUTE) PRP 9 56 0.77429E-19 0.42702E-08

FLETCHCR(CUTE) HZ 14 55 0.15831E-13 0.28483E-06
FLETCHCR(CUTE) MWYL 16 62 0.15257E-12 0.90978E-06
FLETCHCR(CUTE) WYL 17 66 0.64685E-14 0.17103E-06
FLETCHCR(CUTE) PRP 17 69 0.12726E-13 0.24223E-06

ExtendedDENSCHNB(CUTE) HZ 3 10 -0.48045E+03 0.10538E-06
ExtendedDENSCHNB(CUTE) MWYL 3 10 -0.48045E+03 0.10805E-07
ExtendedDENSCHNB(CUTE) WYL 3 10 -0.48045E+03 0.10108E-07
ExtendedDENSCHNB(CUTE) PRP 5 16 -0.48045E+03 0.41522E-08
ExtendedDENSCHNF(CUTE) HZ 4 24 -0.25000E+00 0.31598E-12
ExtendedDENSCHNF(CUTE) MWYL 4 13 -0.25000E+00 0.36513E-12
ExtendedDENSCHNF(CUTE) WYL 4 13 -0.25000E+00 0.14394E-12
ExtendedDENSCHNF(CUTE) PRP 7 22 -0.25000E+00 0.94793E-13

SINQUAD(CUTE) HZ 8 38 0.38660E+03 0.23372E-06
SINQUAD(CUTE) MWYL 9 42 0.38660E+03 0.37105E-06
SINQUAD(CUTE) WYL 12 48 0.38660E+03 0.97622E-06
SINQUAD(CUTE) PRP 10 41 0.38660E+03 0.83568E-06
BIGGSB1(CUTE) HZ 31 98 0.43434E-13 0.95684E-06
BIGGSB1(CUTE) MWYL 32 101 0.53116E-13 0.70365E-06
BIGGSB1(CUTE) WYL 43 134 0.66539E-13 0.84050E-06
BIGGSB1(CUTE) PRP 30 95 0.19563E-13 0.36046E-06
ScaledQuadraticSQ1 HZ 3 10 0.20000E+00 0.85660E-07
ScaledQuadraticSQ1 MWYL 3 10 0.20000E+00 0.61017E-08
ScaledQuadraticSQ1 WYL 2 7 0.20000E+00 0.29815E-07
ScaledQuadraticSQ1 PRP 5 16 0.20000E+00 0.15534E-07
ScaledQuadraticSQ2 HZ 24 135 0.51027E-16 0.40344E-06
ScaledQuadraticSQ2 MWYL 22 129 0.41074E-16 0.35717E-06
ScaledQuadraticSQ2 WYL 24 154 0.29193E-15 0.94840E-06
ScaledQuadraticSQ2 PRP 26 168 0.16557E-15 0.75445E-06
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4 结束语

本文研究了一类修正的 Wei-Yao-Liu型三项共轭梯度法,该方法扩大了其中参数的选择范围,在强

Wolfe搜索下满足充分下降条件和全局收敛性.经过测试函数的试验对比,发现修正的算法在一定程度上可

以和HZ方法接近,说明该算法的有效性.如何从条件数的角度去分析迭代矩阵的特征值,去减小误差和选

择最优参数,是今后要进一步研究的问题.
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GlobalconvergenceofanewWei-Yao-Liutypeconjugategradientmethod

DongXiaolianga,LiWeijunb

(a.SchoolofMathematicsandInformation;b.NetworkInformationTechnologyCenter,BeifangMinzuUniversity,Yinchuan750021,China)

Abstract:Duetothefeaturesofstrongglobalconvergencepropertiesandlowmemoryrequirement,conjugategradient
methodsconstituteanactivechoiceforefficientlysolvingthelarge-scaleunconstrainedoptimizationproblems.Inthispaper,an
improvedWei-Yao-Liutypethree-termconjugategradientmethodisproposed,inwhichthescopeoftheinvolvedparameteris
enlarged.Withtheproperconditions,thesufficientdescentconditionandglobalconvergenceofthepresentedmethodaresatis-
fiedwiththestrongWolfeconditions.preliminarycomputationalresultsshowthattheimprovedmethodiseffcientandcanbe
usedtodealwithsometestproblems.
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