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一 类推广的自治收敛定理的应用 

童艳春，陈 娜 

(周口师范学院 数学与统计学院，河南 周口 466001) 

摘 要：主要研究一类带有快慢进展的结核病模型，利用再生矩阵法，通过推广的自治收敛定理证明该模型正 

平衡点的全局稳定性，并通过数值模拟验证其结果的正确性．从求证过程中可以看到，使用推广的自治收敛定理在 

解决全局稳定问题上有一定的规律可循 ，但在高维系统上也存在一定的局限性． 
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稳定性理论是由俄国数学家 Lyapunov于 1892年创立的，其特点是根据微分方程本身的结构和特点， 

研究当时间趋于无穷时解的性态．在自动控制、生态生物、生化反应等自然科学和工程技术等方面都有着广 

泛的应用．一般地，研究微分方程系统中平衡点的稳定性可利用系统在平衡点处的Jacobian矩阵进行判定． 

而在实际问题中，如何判定或证明平衡点的全局稳定性则更是关键的问题．目前，常用构造 Lyapunov函数 

法解决全局稳定问题，但该函数的构造方法却多种多样，例如能量函数法，类比法，梯度法等等，没有一般的 

规律可循． 

设 n维 自治系统 ． 

dx
一 厂( )，z∈ R ， (1) 

其中，(z)∈C(D R ，R )满足解的存在唯一性条件，由初始条件x(t。)==：z。决定的解x(t；t。， 。)的存 

在区间为[ 。，+。。) ．如果系统(1)具有稳健性，而且在区域 D内可以排除存在周期解，那么平衡点的局 

部稳定就蕴含着全局稳定 ]．而平面系统中的 Bendixson—Dulac准则是自治收敛定理向高维系统的推广， 

也为解决全局稳定问题提供了新的方法．关于更多平衡点稳定性问题可参阅文献[3—7]． 

1 基本理论 

基本 假设 ：1)区域 D 是单 连通 的 ；2)系统 (1)在 D 内有唯一 的半 衡点 ∈ D；3)糸统 (1)征 D 冈存征 

一 个紧吸引子集 K D． 

设 P(z)是 C：×C 矩阵函数，且在 D上有连续导数．假设 P ( )存在，且在 K上连续，定义 

q= suu
⋯

sup+f' (B(z(S；to~Xo) ， (2) 
其中B===Pl，尸一 +P ～，P，表示与P同阶的矩阵，且每一个元素为P的相应元素沿厂方向的导数， af： ∈ 

× 表示JacObian矩阵 的第二加性复合矩阵， (B)为B的L。zins 测度，即 (B)一 jL 上 _』L二 
． 
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当q< 0时，系统(1)无任何闭轨道，包括周期轨道、同宿轨道和异宿轨道的情形，从而有如下定理成立． 

推广的自治收敛定理嘲 若假设条件1)，2)和3)成立，则当q<0时，系统(1)在D内唯一的平衡点 

是全局渐近稳定的． 

由于构造 Lyapunov函数法比较困难，本文将利用推广的自治收敛定理，通过定义(2)来分析一类结核 

病模型的全局稳定性，并以此对定理的应用做出客观的评价． 

2 带有快慢进展的结核病模型 

带有快慢进展的结核病模型 是一类最具代表性的 SEI模型，将总人 口分为易感者类(s)、潜伏者类 

(E)和活动性结核病患者(I)三类．单位时间内受结核菌感染的个体psI被分为两部分：邝SI为快速发病的 

人数，而另一部分(1一厂)fs工则被潜伏起来．潜伏者类在单位时间内发病的人数为kE．人口出生率和自然死 

亡率分别为A和 ．该模型可表示为 

f dS( t)一以一 —ffS， 

{ 一(1一f)flSI E， (3) 

l dI( t)一fflSI+kE一 
利用再生矩阵方法 ，系统(3)的基本再生数为 

R。一邝会去 卢南"1-含去。 R 咎 
从生物学角度出发，R。表示在所有人口均是易感者的人群内，一位结核病患者在他的整个患病期间所 

产生的活动性结核病患者的平均人数，其中第一、二项分别表示该患者在快、慢进展途径下产生的新病人数． 

易知，系统(3)始终有一无病平衡点P。一f ，o，o1 ．特别地，当R。>1时，系统(2)有唯一的正平衡点 

P1一 (S ，E ，I ) ，其中 

s 一 A I
，E ===c 一，) ( 一击)， 一 (Ro--1 

对于系统(3)，由初始条件(S。，E。，j。) ∈l 决定的解 s(￡)，E( )，f(￡)在[O，+。。)上唯一且非负下面 

将在可行域D一』(s，E，D ∈衅l s+E+ A}内研究(3)的解的性态． 
引理 1 当R。> 1时，P 在区域 D内是局部渐近稳定的． 

证明 系统(2)在正平衡点 P 处的Jacobian矩阵为 

f一 一 0 一 ] 

J(P )一I(1一-厂) 一(是+if) (1一厂)ps I． 

＼、 f8l 耗 feS 一u＼ 
故 J(P )的特征多项式可表示为 - 

l 3×3一 (P1)l—A。+a1 。+a2 +a3， (4) 

其中，al一一 + +k+3 ，nz===(忌+ )(一 + +2if)+ff(／~／ + )一[ +志(1一，)] ， 

a 3一ff(k+ )(一fflS + + )+ (1一，) ． 

当R。> 1时 ， 

口1一一 lS + --}-k q-3／,一一弗会击+ 。+k+2ff>k+2ff>0， 
口。一ff(k+ff)[一 + -+-ff]+I#(i—f)flS 一,u2(k+ff)R。一 (是+ )弗 A 1+ 

k,u(1一厂) 舍 1> (1～厂) 舍 1>0． 
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令 T一一fps + 4- ，则有 

T一(1一厂) 牟 s 一 。一[邝+(1--厂)卢 k J A 1>。， 
从而可得 

口 n z一日。一 (T-I-忌-I-2 )[(尼+ )(T+ )+ T—k(1一-厂) ]一[ T(尼+tL)+ (1一厂) ]一 

(愚 (丁+志 )[卜(卜 南s (k-+-／~)IT_(1 南s ]+ 
(忌4- )(是+ 2 )+ T(T + )> (忌+ )(忌+ 2 )+ T(T+ )> 0． 

根据 Hurwitz判据，当n >0，口。>0，a 口 一Ct。>0时，特征多项式(4)的所有根都具有负实部．于是当 

R。> 1时 P 在 D内是局部渐近稳定的 

引理 2 当R。> 1时疾病是一致持续的，即存在 '7> 0，使得系统(3)由初始条件(s。，E0， 。) E R × 

int(R孚)n D决定的解 J(f)满足lirainfI(t)三三= ． 

证明 定义 _Xo一{(S，E，D ∈D I E>0， >0}，aX。一D＼X。．则 X。是系统(3)的正向不变集，8X。 

相对于 D是闭的．另外 ，系统(3)是点耗散的．令 

％ 一 {(S。，E。，'『。) E 8X。f(S(￡)，E(￡)， (￡)) E aX。，V t三三三0}，nM 一 U ∞( 。)． 
0∈ M a 

不难看出M。一{(s。，o，0)．r l 0三三三S。三三三 }，故n 一{P。}，且{P。}是n 的一个孤立的非循环覆盖．下 l J 

面证明{P。)对于集合 X。是弱排斥的，即系统(3)经过初始条件 ∈X。的解 以( )满足lim supd(~b ( )， 

P。)> 0．若不然，对于 V 0< 卵< ，总存在 T>0，使得当t T时有 

A
一  

s( )三三三会+ ，o三三三E( )三三三 ，0三三三I(t) 7／． 
因此 ，当 t T时有 

考虑系统(5)的辅助系统 

记 

M (")一 

f dE(t) (1一厂)卢( 一 ) 一(忌+ )E， 

l (舍一 )H ． 

f dE(t)一(1一 ( A一17)7一(尼+ 

l dI(t)一邝( 一 )了+ 一 ． 

一 (尼+ )(1一厂)卢( A一 ) 
邝( 一叩)一 ，s(M(rI))一max{Re2： E (M(刀))}， 

(5) 

(6) 

其中口(M(叩))表示M(叩)的所有特征根构成的集合．当R。> 1时，有 s(M(0))>0．由于 s(M(叩))关于 连 

续，故存在充分小的 伽> 0，使得当 0< 叩< 时有 5(M(叩))>0．又由于 M('7)是合作的，不可约矩阵，故 

(M(77))是 M(77)的一个单重特征根，且对应的特征向量为正．因此，当t一+。。时系统(6)的解 E(￡)， (￡)一 

+。。．由比较定理口 可知，当t一+。。时系统(3)的解E(￡)，I( )一+。。，这与假设矛盾，故{P。}对于x。是 

弱排斥的． 

因此，根据文献ElO]中的定理可知，存在 叩> 0使得系统(2)经过初始条件 。E X。的解 以(九)满足： 

liminfd( ( )，8Xo)三三=口， 
—

}+ 。。 

即对给定 的 叩> 0，系统 (3)满足初始条件 (s。，E。， 。) E x。的解 E( )， ( )满足 liminfE(t)三三=叩， 
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li
佃
minfI(t)三三=17·由引理 2知，当R。> 1时系统(3)是一致持续的因此在 D内存在一个紧吸引子集K· 

3 平衡点的全局稳定性 

定理 1 当R。> 1时 P 在区域 D内是全局渐近稳定的． 

证明 系统(3)的右端项关于(S，E，，) 的Jacobian矩阵 

的第---~Jn性复合矩阵为 

J 。]： 

令矩阵函数 P—P(S，E，J)为 

j一 

一

B1一 

(1一厂) 

fBl 

—

p／一k一2“ 

忌 

一

邝I 

P ：= 

O 

一 (是+ n) 

愚 

一  

(1一，) 

ffls一 

(1一厂) 
一

阻+ S一2M 

(1一厂) 

0 0 

E u 

。丁 

E 

u 。了 

O 

E 
●_一  

其中，常数口 ，口z，n。满足(1一f)(1-4- )>a ≥nz+以s 1一_厂， 。> 。·由于 

所以 

其中 

B21 

P，一 ．P～ 一 

B—P，P一 +P-，口]P 一fBB l l 

1 n 
—  U 

a 1 

1 I u 

n 一  

a，E 

B1】=-p／-k一2 'B1 一( a i[(i ]卢 S I)， 

，B22 

O 

0 

j 
● 。 一  

E 

令 ／2(B)表示 B的Lozinskii测度，则 (B) sup{g ，g 2}，其中 g 一 (B t)+l B12 j，gz—I Bz ；+ 

／1 (B z)，而 l·『表示矩阵的1一范数， (·)表示关于 1一范数的 Lozinskii测度，于是 

(B )一一 一是一2 ，I B z l==：max( a2[(1一厂)一n。] ，n I9S I 1． 

由于 +。。 1一厂，即 二 二 l，则 
a2 

I B z l—a S I
， I Bz I一丝

a l尼了E+ 愚孚一 1俨一丝 旦忌丁E—lfilE， 
(B )一 一2 +百E'一丁I p+m

ax{一 +薏(愚一 )+ (1一f)flI，一是)一 

o  

厂  

— 

。  。  
E 

E—r 

—J — 
一 一 

0  

E— E一 

钆 

、 ● ●● ● ●l ● ●● ● ●J  

2  2  

— 

一 

+ 

0  

～ 

是  
一 

S  

一 ，  

一 

+ 

一 一_ 一 一 

～． 一 _rI 

一 0 一 

E一工 一吼 
尼 一 

E『 

愚  ％一 
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fps--2ff+ Et一了It+ma
x{忌薏一[1+ 

由此可得 

g 一一 --k一2if+n 卢S I
， 

g 一堕去 忌孚一去肛+ 一2 + E1一手+max{尼薏 
此外，由系统(3)中第 2、3个方程可知 

] ，一忌1． 
J 

一 [ + 

(7) 

] ，一忌o(8) 
J ， 

卢 E— 1 一f E+ 1兰一f(忌+ )， (9) 一 。 一 ⋯。 ’ 

手一f~s+k孚 (10) 
将(9)式带入(7)式，有 

g 一 一 + (忌 一 是一 2 ． 

注意到(1一厂)(1+ )>n ，即南 (忌+ )<k+2ff，不妨令c—k+2ff一南 。(忌+ )(>0)， 
则可得 

g 一 一 一 c< 一  

将(1O)式带入(8)式，有 

g 一 + 愚孚一l filE一 +max{是薏一[ + ] ，一是)． 
由于 a1三三=a2+a3 

令 — —k a
。 ，

z> o(~ N kn。> )，则有 g < El
—  

．令m—max{尚 ，1)(>0)，n—m c， “， “ 、1 ， ， 
d)(> 0)，故可得 

if(B) suP{g ，gz)<sup{『二al 一 一c， Elf E — )一 一 ． 一  一d f— 一巩 
对于系统(3)，从任意初始条件(S。，E。，I。) ∈ D出发的解 S( )，E( )， (f)，有 

‘ 

÷J’： cB ~一一 [～E-Z 一 ]ds—m 一 ． 
由于 

h 二 一 0lm U， l 一 一 ’ 

因此可得 

q一 旦 sup{÷ (B)ds) 一 
因此，根据推广的自治收敛定理，当R。> 1时系统(3)中唯一的正平衡点 P 在 D内全局渐近稳定． 

4 数值结果 

本节通过数值模拟来显示模型(3)中正平衡点 P 的全局稳定性．取参数A一 20， =：=1．2×10～，f一 

0．05，k一0．003， 一0．0143，则可得基本再生数R。一2．527对于模型(3)，从 6组不同初始条件出发，解 ( ) 

均最终趋于平衡状态 ，如图 1所示． 

一 

愚  
+ 

以 < 
所 

一 

【  
>一 

+ 

啦 

和 
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5 结 论 

本文应用推广的自治收敛定理证明了一类 

带有快慢进展的结核病模型的正平衡点的全局 

稳定性．与构造 Lyapunov函数法相比，使用推 

广的自治收敛定理在解决全局稳定问题上有一 

定的规律可循．然而 由于定 理涉及 C：×Ci矩 

阵，使得在应用于高维系统，如 三三=4时出现困 

难，可见推广的自治收敛定理在解决高维系统 

全局稳定性上也存在一定的局限性． 
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Abstract：In this paper，we mainly focuse on a class of tuberculosis(TB)model with fast progressthe．With the help of 

the renewable matrix method，the global stability of the tuberculosis model is proved by an extended autonomous convergence 

theorem．And the accuracy of the model's conclusions are proved by numerica1 simulation．It can be seen that the autonomous 

convergence theorem to deal with the problem of global stability has certain rules to follow，but there has certain limitation in 

high—dimensional systems． 
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