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  摘 要:主要研究了具有k+1阶非线性项的广义Camassa-Holm方程的解的性质.一方面,通过运用合适的

容许权函数,证明了该方程的解在加权空间Lp 中的持续性.另一方面,也研究了当x→+∞和x→-∞时解的渐近

性质.
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本文研究下面广义Camassa-Holm方程在加权Lp 空间中的持续性.
ut-uxxt+(k+2)ukux =(k+1)uk-1uxuxx +ukuxxx,x∈R,t>0,

u(x,0)=u0,x∈R,{ (1)

其中k⩾1,k∈N.
当k=1时,(1)式化为著名的Camassa-Holm 方程

ut-uxxt+3uux =2uxuxx +uuxxx. (2)

  1981年,FUCHSSTEINER等[1]在研究具有双 Hamilton结构的广义 KdV方程的完全可积性时,Ca-
massa-Holm方程首次被推导出来.后来,该方程被CAMASSA等[2]作为在平坦底部水波的单向运动模型而

提出.他们发现(2)有许多特性,例如完全可积性,双Hamilton结构,尖峰孤立波解,拥有无穷多的守恒律,等
等.因此,(2)引起了许多数学家及物理学家的兴趣,得到了巨大的发展.CONSTANTIN[3]研究了周期Ca-

massa-Holm方程的Cauchy问题.文献[4-6]研究了初值u0∈Hs(R)(s>
3
2
)的局部适定性.BYERS[7]证

明了Camassa-Holm方程的Cauchy问题在Sobolev空间 Hs(R)(s<
3
2
)是不适定的.这就说明s=

3
2

是

Camassa-Holm方程局部适定性的临界指标.WU等[8]研究了弱耗散周期Camassa-Holm方程解的局部适

定性,爆破和衰减.他们在文献[9]中得到了弱耗散Camassa-Holm方程Cauchy问题的全局解和爆破现象.
BRANDOLESE[10]研究了解u∈C([0,T],Hs(R))在加权空间中的持续性和非持续性.

关于广义Camassa-Holm方程,WU等[11]研究了具有周期边界条件的广义Camassa-Holm方程.他们

得到了爆破准则,并且在适当的假设下得到了强解和弱解的整体存在性.ZHAO等[12-13]证明了局部适定性

定理和爆破准则,以及在具有指数权重的L∞空间中强解的持续性.
受文献[10,14]的启发,本文将应用一大类适中的权函数,在加权的Lp 空间中,研究问题(1)强解的持

续性和渐近行为.更确切地说,对于T>0,将找到一大类适中的权函数ϕ,使得

sup
t∈[0,T]

(‖u(t)ϕ‖Lp +‖(􀆟xu(t))ϕ‖Lp)< ∞,
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其中‖·‖Lp 代表通常的Lp 范数.本文的结果对具有高阶非线性Camassa-Holm型方程持续性的有关结论

进行了推广.
本文的主要结论陈述如下:

定理1 设T >0,s>
3
2

且2⩽p⩽ ∞.令u∈C([0,T],Hs(R))是问题(1)如下初值对应的强解

u0ϕ∈Lp(R)且(􀆟xu0)ϕ∈Lp(R), (3)
其中,ϕ 是容许权函数,则对于任意的t∈[0,T],有

‖u(t)ϕ‖Lp +‖(􀆟xu(t))ϕ‖Lp ⩽ (‖u0ϕ‖Lp +‖(􀆟xu0)ϕ‖Lp)eCMkt,

其中,常数C >0仅依赖于A,C0,α=inf
R
v>0,∫R

v(x)
e|x|dx < ∞(见定义1)和M,其中

M ≡ sup
t∈[0,T]

(‖u(t)‖L∞ +‖􀆟xu(t)‖L∞)< ∞. (4)

  定理1中权函数ϕ 的例子可以选取如下:

ϕ(x)=ϕa,b,c,d(x)=ea|x|
b(1+|x|)c(ln(e+|x|))d,

其中a⩾0,c,d∈R,0⩽b⩽1,ab<1.

注意到定理1并没有包含ϕ=ϕ1,1,c,d,c<0,d∈R,1
|c|<p⩽ ∞ 的极限情形.对于更一般的快速增

长的权函数(1+|·|)c(ln(e+|·|))d ∈Lp(R),有下面定理2的持续性结果.

定理2 设2⩽p⩽ ∞ 且ϕ是容许权函数,并将条件∫R

v(x)
e|x|dx < ∞ 换成ve-|·|∈Lp(R).若初值u0

满足

u0ϕ∈Lp(R),

u0ϕ
1

k+1 ∈Lk+1(R),{ 和
(􀆟xu0)ϕ∈Lp(R),

(􀆟xu0)ϕ
1

k+1 ∈Lk+1(R),{
且u∈C([0,T],Hs(R))(s>

3
2
)是问题(1)对应于初值u0 的强解,则有

sup
t∈[0,T]

(‖u(t)ϕ‖Lp +‖(􀆟xu(t))ϕ‖Lp)< ∞,

sup
t∈[0,T]

(‖u(t)ϕ
1

k+1‖Lp +‖(􀆟xu(t))ϕ
1

k+1‖Lp)< ∞.

  下面给出问题(1)的强解关于空间变量的渐近性质.

定理3 设权函数ϕ(x)=ϕa,b,c,d(x)=ea|x|b(1+|x|)c(ln(e+|x|))d,其中a⩾0,0⩽b⩽1,ab<1,

c,d∈R.令s>
3
2

且u0∈Hs,u0≢0满足u0ϕ,(􀆟xu0)ϕ∈L∞(R),u∈C([0,T],Hs(R))是问题(1)的

强解,则

sup
x∈R

ϕ(x)(|u(x,t)|+|􀆟xu(x,t)|)< ∞. (5)

另外,下面的渐近性质成立

u(x,t)=u0(x)+e-xt[Φ+ (t)+α1(x,t)]-e-xt[Ψ+ (t)+α2(x,t)],

u(x,t)=u0(x)-ext[Φ- (t)+β1(x,t)]-ext[Ψ- (t)+β2(x,t)],{ (6)

其中,lim
x→+∞

α1,2(x,t)=0,lim
x→-∞

β1,2(x,t)=0,且Φ±,Ψ± (t)是[0,T]上的连续函数.

1 预备知识

首先,给出一些标准定义.通常来说,权函数是R上的简单非负函数.如果权函数v 满足

v(x+y)⩽v(x)v(y),∀x,y∈R,
则称v 具有次可乘性.另外,对于给定的具有次可乘性的权函数v,如果正函数ϕ 满足

∃C0 >0,s.t.ϕ(x+y)⩽C0v(x)ϕ(y),∀x,y∈R,
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则称ϕ 是v-适中的.对于具有次可乘性的函数v,如果ϕ 是v-适中的,就说ϕ 是适中的.
BRANDOLESE在文献[10]中给出了一个权函数的例子:

ϕ(x)=ϕa,b,c,d(x)=ea|x|
b(1+|x|)c(ln(e+|x|))d, (7)

  (i)对于a,c,d⩾0和0⩽b⩽1,ϕa,b,c,d 是次可乘的.
(ii)如果a,c,d∈R且0⩽b⩽1,那么ϕ 是适中的.更准确来说,对于|a|⩽α,b⩽β,|c|⩽γ 和|d|⩽σ,存

在正数α,β,γ,σ使得ϕa,b,c,d是ϕα,β,γ,σ-适中的.
下面给出Camassa-Holm型方程容许权函数的定义.
定义1 ϕ 称为Camassa-Holm型方程的容许权函数,如果ϕ 是R上的局部绝对连续函数,且满足

(i)对某些A >0,|ϕ'(x)|⩽A|ϕ(x)|,a.e.x ∈R;

(ii)ϕ 是v-适中的,其中权函数v 是次可乘的,满足inf
x∈R

v(x)>0和∫R

v(x)
e|x|dx < ∞.

权函数适中性的重要性,可以由以下加权Young不等式体现.
命题1[10] 设1⩽p⩽ ∞ 且v 是Rn 上次可乘的权函数,则以下两个条件是等价的:
(i)ϕ 是对应常数C0>0的v-适中的权函数.
(ii)对所有的可测函数f1 和f2,下面的加权Young不等式成立:

‖(f1*f2)ϕ‖Lp ⩽C0‖f1v‖L1‖f2ϕ‖Lp .

2 定理1的证明

令G(x)=
1
2e

-|x|.则G(x)是u-uxx =δ的基本解,其中δ是Dirac广义函数,对任意的f∈Lp(R),

1⩽p⩽ ∞,有(1-􀆟xx)-1f=G(x)*f.因此(1)式可以改写为

ut+ukux +G*(F1(u))x +G*F2(u)=0,

u(x,0)=u0(x),{ (8)

其中,

F1(u)=
2k-1
2 uk-1u2

x +uk+1,F2(u)=
k-1
2 uk-2u3

x. (9)

ZHAO等[12]证明了(8)的局部适定性.

定理4 设1⩽p,r⩽ ∞ 且s> max{
3
2
,1+

1
p
}.令u0 ∈Bs

p,r,则存在T >0使得问题(8)在空间

Es
p,r(T)中有唯一解u.解算子S(t)∶u0 →u=S(t)u0 是从Bs

p,r 到Es'
p,r(T)(s'<s)上的局部Hölder连

续映射,即:对两个初值函数u0,v0 ∈Bs
p,r,与其对应的解u(t)=S(t)u0,v(t)=S(t)v0 满足

‖u(t)-v(t)‖Bs'
p,r
⩽C‖u0-v0‖θ

Bs'
p,r
,

其中,若s'⩽s-1,则θ=1;若s-1<s'<s,则θ=s-s'.
为了证明解在加权空间中的持续性,给出非线性项的估计.

引理1 设1⩽p⩽∞,s>
3
2
,u∈C([0,T],Hs(R))是问题(8)的解,那么对于任意适中的权函数f,

下列估计式成立

‖F1(u)f‖Lp +‖F2(u)f‖Lp ⩽CMk(‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp),
其中,F1(u)和F2(u)由(9)式定义,C 依赖于k和M(见(4)式).

证明 由F1(u)的表达式和Hölder不等式,可以得到

‖F1(u)f‖Lp ⩽ ‖
2k-1
2 uk-1u2

xf‖Lp +‖uk+1f‖Lp ⩽c'(‖uf‖Lp‖u‖k-2
L∞ ‖ux‖2L∞ +

‖uf‖Lp‖u‖k
L∞)⩽c'Mk‖uf‖Lp,

其中c'依赖于k.
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同样的,可以得到

‖[k-1
2 uk-2u3

x]f‖Lp ⩽c″‖uxf‖Lp‖u‖k-2
L∞ ‖ux‖2L∞ ⩽c″Mk‖uxf‖Lp .

由此就证得上述估计式成立.
定理1的证明 对于任意的正整数N,考虑ϕ 的N-截断

f(x)=fN(x)=min{ϕ,N}.
那么,f∶R→R是局部绝对连续函数,满足 ‖f‖L∞ ⩽N,|f'(x)|⩽A|f(x)|a.e.x ∈R.

另外,令α=inf
x∈R

v(x)>0.由次可乘性的定义,有f(x+y)⩽C1v(x)f(y),∀x,y∈R,其中C1=

max{C0,α-1}.也就是说,f 是v-适中的权函数(对应常数C1 >0).另外,常数C1 不依赖于 N.这就是说,

f 是关于N 一致的v-适中的加权函数.
首先考虑p≠ ∞ 的情形.(8)式乘以|uf|p-2(uf)f,在R上积分,可以得到

1
p
d
dt‖uf‖

p
Lp +∫R

ukuxf|uf|p-1dx+∫R
(f􀆟xG*F1(u))|uf|p-2(uf)dx+

∫R
(fG*F2(u))|uf|p-2(uf)dx=0. (10)

注意到f 是v-适中的加权函数(对应常数C1),由Hölder不等式和命题1,有

∫R
(f􀆟xG*F1(u))|uf|p-2(uf)dx+∫R

(fG*F2(u))|uf|p-2(uf)dx⩽

‖uf‖p-1
Lp (‖f(􀆟xG*F1(u))‖Lp +‖f(G*F2(u))‖Lp)⩽

C2‖uf‖p-1
Lp (‖(􀆟xG)v‖L1‖F1(u)f‖Lp +‖Gv‖L1‖F2(u)f‖Lp)⩽

C3‖uf‖p-1
Lp (‖F1(u)f‖Lp +‖F2(u)f‖Lp). (11)

在最后一个不等式中,应用了|􀆟xG(x)|⩽
1
2e

-|x| 和∫R

v(x)
e|x|dx < ∞.另外,

∫R
ukuxf|uf|p-1dx⩽ ‖uf‖p-1

Lp ‖ukuxf‖Lp ⩽ ‖uf‖p-1
Lp ‖uxf‖Lp‖u‖k

L∞ ⩽

Mk‖uf‖p-1
Lp ‖uxf‖Lp . (12)

因此,由(10)~(12)式和引理1,可得:

d
dt‖uf‖Lp ⩽C3(‖F1(u)f‖Lp +‖F2(u)f‖Lp)+Mk‖uxf‖Lp ⩽

C4Mk(‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp), (13)
其中C4 依赖于k,v 和ϕ,但是不依赖于p.

接下来,估计uxf.(8)式关于x 求导,并且由等式-􀆟xxG*f=f-G*f,可得:

􀆟t(ux)+kuk-1u2
x +ukuxx -F1(u)+G*F1(u)+􀆟xG*F2(u)=0. (14)

(14)式乘以|uxf|p-2(uxf)f,关于x 在R上积分,可得:

∫R
􀆟t(ux)|uxf|p-2(uxf)fdx+∫R

kuk-1u2
x|uxf|p-2(uxf)fdx+∫R

ukuxx|uxf|p-2(uxf)fdx-

∫R
F1(u)|uxf|p-2(uxf)fdx+∫R

(G*F1(u))|uxf|p-2(uxf)fdx+

∫R
(􀆟xG*F2(u))|uxf|p-2(uxf)fdx=0. (15)

注意到

∫R
ukuxxf|uxf|p-2(uxf)dx=∫R

uk(􀆟x(uxf)-uxfx)|uxf|p-2(uxf)dx=

∫R
uk􀆟x(

|uxf|p

p
)dx-∫R

uk|uxf|p-2(uxf)uxfxdx, (16)

又由f'(x)⩽A|f(x)|,可知
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∫R
ukuxxf|uxf|p-2(uxf)dx⩽C5Mk‖uxf‖p

Lp +AMk‖uxf‖p
Lp ⩽C6Mk‖uxf‖p

Lp . (17)

将(17)式代入(15)式,由命题1,有

1
p
d
dt‖uxf‖p

Lp ⩽-∫R
kuk-1u2x|uxf|p-2(uxf)fdx+C6Mk‖uxf‖p

Lp +∫R
F1(u)|uxf|p-2(uxf)fdx-

∫R
(fG*F1(u))|uxf|p-2uxfdx-∫R

(f􀆟xG*F2(u))|uxf|p-2uxfdx⩽k‖u‖k-1
L∞‖ux‖L∞‖uxf‖p

Lp +

C6Mk‖uxf‖p
Lp +‖F1(u)f‖Lp‖uxf‖p-1

Lp +‖uxf‖p-1
Lp (‖F1(u)f‖Lp +‖F2(u)f‖Lp)⩽

kMk‖uxf‖p
Lp +C6Mk‖uxf‖p

Lp +C7Mk‖uxf‖p-1
Lp (‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp).

因此,

d
dt‖uxf‖Lp ⩽C8Mk(‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp). (18)

由(13)和(18)式,可得:

d
dt
(‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp)⩽CMk(‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp),

其中,C 和M 不依赖于p.由Gronwall不等式可知,对任意的t∈[0,T],有

‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp ⩽ (‖u0f‖Lp +‖(􀆟xu0)f‖Lp)eCMkt,
其中,C >0依赖于k,v和ϕ.注意到对于a.e.x∈R,当N → ∞ 时,f(x)=fN(x)→ϕ(x).由(3)式可得

‖uϕ‖Lp +‖uxϕ‖Lp ⩽ (‖u0ϕ‖Lp +‖(􀆟xu0)ϕ‖Lp)eCMkt. (19)

  下面证明p=∞的情形.注意到u0,􀆟xu0∈L2(R)∩L∞(R)且f=fN ∈L∞(R).所以,对于任意的2⩽
q< ∞,有

‖uf‖Lq +‖uxf‖Lq ⩽ (‖u0f‖Lq +‖(􀆟xu0)f‖Lq)eCMkt,
其中,C 和M 不依赖于q.令q→ ∞,有

‖uf‖L∞ +‖uxf‖L∞ ⩽ (‖u0f‖L∞ +‖(􀆟xu0)f‖L∞)e
CMkt.

令N→∞,则p=∞时,估计式(19)成立.这就完成了定理1的证明.

3 定理2的证明

ϕ
1

k+1 是v
1

k+1-适中的权函数,满足|(ϕ
1

k+1)'|⩽
A

k+1ϕ
1

k+1.此外,inf
R
v

1
k+1 >0.由条件ve-|x| ∈Lp(R),

v
1

k+1e-|x|
k+1∈L(k+1)p(R)和Hölder不等式,可知v

1
k+1e-|x|∈L1(R),那么该权函数满足定理1中的条件.关于权

函数ϕ
1

k+1,在定理1中令p=k+1,可以得到

‖uϕ
1

k+1‖Lk+1 +‖uxϕ
1

k+1‖Lk+1 ⩽ (‖u0ϕ
1

k+1‖Lk+1 +‖(􀆟xu0)ϕ
1

k+1‖Lk+1)eCMkt.
  当p<∞时,在证明定理1的过程中,有下面的不等式

d
dt‖uf‖Lp ⩽Mk‖uf‖Lp +‖f(􀆟xG*F1(u))‖Lp +‖f(G*F2(u))‖Lp, (20)

和

d
dt‖uxf‖Lp ⩽C9Mk(‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp)+‖f(􀆟xG*F2(u))‖Lp +‖f(G*F1(u))‖Lp .

(21)
由命题1和条件ve-|x| ∈Lp(R),可得

‖f(􀆟xG*F1(u))‖Lp ⩽C10‖e-|x|v‖Lp‖f(
2k-1
2 uk-1u2

x +uk+1)‖L1 ⩽C11(‖fuk-1u2
x‖L1 +

‖f
1

k+1u‖k+1
Lk+1)⩽C11(‖f

k-1
k+1uk-1‖L

k+1
k-1‖f

2
k+1u2

x‖L
k+1
2 +‖f

1
k+1u‖k+1

Lk+1)⩽
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C11(‖f
1

k+1u‖k-1
Lk+1‖f

1
k+1ux‖2Lk+1 +‖f

1
k+1u‖k+1

Lk+1)⩽C12e
(k+1)CMkt, (22)

其中C12 不依赖于p< ∞ 和N.
类似地,可以得到如下估计:

‖f(G*F2(u))‖Lp ⩽C13e
(k+1)CMkt, (23)

‖f(G*F1(u))‖Lp ⩽C14e
(k+1)CMkt, (24)

‖f(􀆟xG*F2(u))‖Lp ⩽C15e
(k+1)CMkt. (25)

由(20)、(22)和(23)式可得

d
dt‖uf‖Lp ⩽Mk‖uf‖Lp +C16e

(k+1)CMkt. (26)

将(24)、(25)式代入(21)式,有

d
dt‖uxf‖Lp ⩽C9Mk(‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp)+C17e

(k+1)CMkt. (27)

最后,由(26)和(27)式,可得

d
dt
(‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp)⩽C18Mk(‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp)+C19e

(k+1)CMkt.

应用Gronwall不等式,得到

‖uf‖Lp +‖uxf‖Lp ⩽eC18M
kt[(‖u0f‖Lp +‖(􀆟xu0)f‖Lp)+C19te

(k+1)CMkt],
其中,C18 和C19 不依赖于p< ∞ 和N.

令N → ∞,可以得到2⩽p< ∞ 时的结果.与定理1的讨论一样,令q→ ∞,N → ∞,可以得到p=∞
时的结果.由此就完成了定理2的证明.

4 定理3的证明

在定理3的假设条件下,不等式(5)是成立的.事实上,因为u0ϕ,(􀆟xu0)ϕ∈L∞(R),并且ϕ是容许权函

数,所以定理1成立,当p=∞ 时,有

‖u(t)ϕ‖L∞ +‖(􀆟xu(t))ϕ‖L∞ < ∞,∀t∈ [0,T].
因此,对于t∈ [0,T]

sup
x∈R

ϕ(x)(|u(x,t)|+|􀆟xu(x,t)|)< ∞ (28)

是一致成立的.对(8)的第一个式子进行积分,可得

u(x,t)=u0(x)-∫
t

0
ukux(x,s)ds-∫

t

0
􀆟xG*F1(u)(x,s)ds-∫

t

0
G*F2(u)(x,s)ds. (29)

在(28)式中,取ϕ(x)=e
|x|
k+1,可得|u(x,t)|+|􀆟xu(x,t)|⩽C20e-|x|

k+1.除此以外,可得

|∫
t

0
ukuxds|⩽Ck+1

20e-|x|t→0,|x|→+∞. (30)

在0<t⩽T 上,令

Φ± (t)=
1
2∫R

e±yh1(y,t)dy,h1(y,t)=
1
t∫

t

0
F1(u)(y,s)ds,

和

Ψ± (t)=
1
2∫R

e±yh2(y,t)dy,h2(y,t)=
1
t∫

t

0
F2(u)(y,s)ds.

由F1(u)=
2k-1
2 uk-1u2

x +uk+1 和(28)式,可以得到

e|y||F1(u)|⩽k[e
|y|
k+1(|u|+|ux|)]k+1=k[e

|y|
k+1(1+|y|)(ln(e+|y|))d(|u|+

|ux|)]k+1(1+|y|)-
(k+1)(ln(e+|y|))-

(k+1)d ⩽B(1+|y|)-
(k+1)(ln(e+|y|))-

(k+1)d,
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其中,

B=k[sup
y∈R
e

|y|
k+1(1+|y|)(ln(e+|y|))d(|u|+|ux|)]k+1 < ∞.

因此,对于任意的t∈ [0,T],有

∫R
e|y||F1(u)|dy< ∞. (31)

类似地,对于任意的t∈ [0,T],有

∫R
e|y||F2(u)|dy< ∞. (32)

所以Φ±(t)和Ψ±(t)的定义是合理的.另外,由解的连续性可知,当t→0+ 时,有h1(t)→F1(u0),h2(t)→

F2(u0).所以可以扩充Φ± (t)和 Ψ± (t)在t=0处的定义,令Φ± (0)=
1
2∫R

e±yF1(u0)dy,Ψ± (0)=

1
2∫R

e±yF2(u0)dy.

由G(x-y)=
1
2e

-|x-y| 和􀆟xG(x-y)=-
1
2sgn

(x-y)e-|x-y|,可得

-∫
t

0
􀆟xG*F1(u)(x,s)ds=

1
2∫

t

0
ds∫R

sgn(x-y)e-|x-y|F1(u)dy=
1
2∫

t

0
ds∫

x

-∞
e-x+yF1(u)dy-

1
2∫

t

0
ds∫

+∞

x
ex-yF1(u)dy=

1
2∫

t

0
ds∫R

e-x+yF1(u)dy-
1
2∫

t

0
ds∫

+∞

x
(ex-y +e-x+y)F1(u)dy=

e-xt[Φ+ (t)-
1
2∫

+∞

x
(ey +e2x-y)h1(y,t)dy]. (33)

由(31)式可知,当x →+∞ 时,有

|∫
+∞

x
(ey +e2x-y)h1(y,t)dy|⩽2∫

+∞

x
ey|h1(y,t)|dy=2∫

+∞

x
ey|

1
t∫

t

0
F1(u)ds|dy⩽

2
t∫

t

0
ds∫

+∞

x
ey|F1(u)|dy→0. (34)

另一方面,

-∫
t

0
G*F2(u)(x,s)ds=-e-xt[Ψ+ (t)-

1
2∫

+∞

x
(ey -e2x-y)h2(y,t)dy], (35)

由(32)式可知,当x →+∞ 时,有

|∫
+∞

x
(ey -e2x-y)h2(y,t)dy|⩽

2
t∫

t

0
ds∫

+∞

x
ey|F2(u)|dy→0. (36)

结合(29)、(30)和(33)~(36)式,证明了(6)式中的第一个渐近性质.
用同样的方法,可以得到

-∫
t

0
􀆟xG*F1(u)(x,s)ds=-ext[Φ- (t)-

1
2∫

x

-∞
(e-2x+y +e-y)h1(y,t)dy],

-∫
t

0
G*F2(u)(x,s)ds=-ext[Ψ- (t)-

1
2∫

x

-∞
(e-y -e-2x+y)h2(y,t)dy],

并且当x →-∞ 时,

|∫
x

-∞
(e-2x+y +e-y)h1(y,t)dy|⩽

2
t∫

t

0
ds∫

x

-∞
e-y|F1(u)|dy→0,

|∫
x

-∞
(e-y -e-2x+y)h2(y,t)dy|⩽

2
t∫

t

0
ds∫

x

-∞
e-y|F2(u)|dy→0.

这就完成了(6)式中的第二个渐近性质.由此就完成了定理3的证明.
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PersistencepropertiesforageneralizedCamassa-Holmequationinweightedspaces
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  Abstract:Inthispaper,westudythegeneralizedCamassa-Holmequationwith(k+1)-degreenonlinearities.Byuseof
moderateweightfunctions,weprovesomepersistenceresultsforthesolutiontotheequationinweightedLpspaces.Wealso
establishtheasymptoticprofilesofthesolutionasx→+∞andx→-∞.
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