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基于最小二乘谐波拟合的置信水平计算方法 
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(河南师范大学 数学与信息科学学院，河南 新乡 453007) 

摘 要：结合Lomb最小二乘谐波拟合的方法和Scargle归一化功率谱的置信水平的解析公式，给出了一种计 

算谐波拟合置信水平的方法．该方法的优势在于：直接计算拟合量的振幅，并给出拟合振幅的置信水平，物理意义明 

确；能够对多个频率进行扫描和拟合并给出各频率对应振幅的置信水平；通过对置信水平最大的频率进行拟合 ，获 

得时间序列的周期性变化规律．最后，通过数值试验说明了本方法的优势和实用性． 
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分析时间序列的周期／频率(或者空间序列的波长／波数)在分析测量数据方面具有重要应用．通过这一 

分析，研究人员能够更好地解释测量数据，从而揭示测量数据所蕴含的物理规律．比如，在研究大气参数(温 

度、风速、压强、密度)所表现出的周期性时空变化时，如何准确获得时空序列的周期和波长及其对应的振幅 

在预测这些变化的周期和强度方面就非常重要[1 ]．深入了解这些周期性变化的规律有助于人们建立合理 

的模型来描述这些规律，进而能够更为准确的了解大气运动L3 ] 

提取时间序列的周期和振幅的方法有傅里叶变换、小波分析等，但这些方法仅适用于均匀采样的时间序 

列I5 ]．而在实际测量中，受天气、地势和设备等因素的影响，很容易遇到非均匀采样的情形．对于非均匀采 

样数据可以通过插值得到均匀分布的数据，然后用傅里叶变换或者小波分析来提取周期和振幅．必须说明的 

是，在将非均匀采样数据插值到均匀分布数据的过程中，会因为插值而引入误差l_g ．因此，提取非均匀采 

样数据的周期和振幅并对其进行置信水平检验就成为一个重要研究问题． 

Lomb—Scargle周期谱能够给出非均匀采样时间序列的频率／周期的归一化功率谱及相应的置信水 

平Ⅲ 引．Seargle引入归一化功率谱的重要作用是能够给出归一化功率谱置信水平的解析公式口 ，然而，归 
一 化功率谱虽然在形式上具有振幅的量纲，能够给出拟合量的振幅，但不能给出拟合量的相位，Hocke 给 

出了拟合相位的计算方法．至此，可以用 Lomb—Scargle周期谱计算拟合量的振幅和相位，但计算过程较为烦 

琐，难以从拟合结果中直接分析物理规律． 

值得注意的是，Scargle虽然没有给出拟合振幅置信水平的方法，但给出了归一化周期谱与最小二乘谐 

波拟合之间的等价关系．本文将在此等价关系的基础上，给出计算拟合振幅置信水平的方法． 

1 谐波拟合与功率谱置信水平 

1．1 最小二乘谐波拟合 

考虑如下的非均匀采样时间序列 ． 

— y(t )， i一 1，⋯ ，N． (1) 

希望分析此时间序列的周期／频率及其对应振幅的置信水平．LombⅢ曾给出用最小二乘谐波拟合计算 

非均匀采样时间序列的方法，即用如下的函数来拟合采样点： 
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(￡)一 Acos (￡一 r)+ Bsin co(t— r)， 

使得 
N  

、 R(ccJ)一∑[3， (￡)一yi]。 
l= 1 

达到最小，其中∞=2兀，是拟合函数的圆频率(angular frequency)，时间延迟参数 r的定义为， 

tan(2(Ur)一 

(∑sin t ) 

(2) 

(3) 

(∑COs cu t ) 

根据最小二乘法的标准推导过程，可以得到(2)式中A和B的表达式， 

A = ， ㈤  

其中， 

至此，可以通过(4)式计算非均匀采样时间序列(1)式在最小二乘意义下的振幅和相位，但无法计算振 

幅的置信水平．Lomb Eu 指出，可以通过大量(至少超过100次)的随机试验来计算置信水平．然而，大量的随 

机试验使得计算量迅速增大，降低了解决问题的效率．因此，有必要寻找更为简便的、计算效率更高的计算置 

信水平的方法． 

1．2 功率谱的置信水平 

ScargleE” 通过引入一个新的功率谱公式， 
N N 

『[∑( 一 )cos (f 一r)]。[∑(弘一夕)sin ( 一r)] 1 
P (∞)一 { _1 —————一 + —————一 }， (5) 【 ∑

cos。co(t 一r) ∑sin ∞(￡ —r) j 
i 1 i一 1 

其中，上式中用到了非均匀采样时间序列 ，i一 1，⋯，N的方差 和均值 ，其定义分别为 
1 

N 1 N 

一  ( ～夕)2， 一 ． 

文献E123指出，公式(5)具有很好的统计行为，并与文献[11]给出的(3)式存在一定的等价关系．文献 

E12]根据公式(5)计算出的功率谱的拒绝水平(P ，1一P，即为置信水平)的解析表达式如下， 

P {P (∞)> }一 1一[1一e- ] ． (6) 

上式用语言叙述为功率谱P (∞)大于某一数值z的概率表示为采样点数和数值 的函数．如果拒绝水平 

P 较小，则置信水平较大．因此，数值 越小(即要求较小的功率谱P (叫))，则拒绝水平P，较大，置信水平较 

小；反之， 越大，置信水平越高，这就要求满足公式(6)的 P (∞)越大． 

2 谐波拟合振幅的谱置信水平 

公式(6)给出了用公式(5)计算出的功率谱的置信水平，然而公式(5)虽然具有振幅的量纲，但不能直接 

与振幅联系在一起，因此，公式(6)不能给出通过(4)式计算出的振幅的置信水平．而振幅能够准确反映物理 

量的周期性变化强度，在数据分析中具有明确的物理意义．本部分借助于文献E12]给出的公式(5)与公式 

(3)之间的等价关系，给出计算振幅(由公式(4)给出)置信水平的解析表达式．把公式(4)中的A和B代人公 

式(2)，可以使得R(∞)达到最小值，记为R ( )．Scarglerl 引入 
N 

△R(∞)： >： 一R 。 ( )， (7) 
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通过选择合适的参数 r，使得 C。：0，从而R(∞)可以简化为 
N N 

[∑( 一 )cos ( —r)] [∑( 一 )sin ( 一r)] 
△R(ccJ)一 —  — — — — — — 一 + —  — — — — — — ～

． 

∑cos。(cJ(￡f—r) sin2∞(￡ —r) 
一 1 —i=—l 

把上式代人公式(5)中，结合公式(7)，可以得到 
N 

∞)一~-jAR(∞)一 [ Y 一 )]． (8) 
因此，可以根据拟合振幅A和B，计算R (∞)，进而得到公式(8)的右端项，这就可以借助于计算功率谱置信 

水平的公式(6)来计算振幅的置信水平．此外，如果在公式(6)的右端项中，令z—P (cu)，可以通过下式计算 

频率 CO所对应振幅的置信水平 sig(ct，)，即公式(6)中的 1一P， 

Sig(oJ)一 [1一 ] ． (9) 

公式(9)给出了用单个频率 ∞拟合非均匀采样时间序列的振幅的置信水平．需要注意的是，公式(9)中 

虽然用到了 P ( )，但在计算过程中并不需要通过公式(5)来计算 P (叫)和相应的置信水平，而是通过公式 

(8)的右端项来计算置信水平． 

如果事先不知道时间序列的周期或者频率，可以用公式(2)进行拟合，再用公式(9)计算拟合结果的置信 

水平，通过置信水平的极大值来判断此时间序列的周期或者频率(称为主要周期或者频率)，同时获取该周期 

或者频率对应的振幅，这一过程可以称为周期或者频率扫描．下面将通过数值试验来说明如何利用拟合振幅 

及其置信水平选择周期或者频率，并给出利用主要周期或者频率的拟合效果． 

3 数值试验 

3．1 单频率试验 

假设一物理量随时间的演化过程可以用如下的谐波函数描述， 

Y— COS(4~ft)+R ，0 t 1． 

对此时间序列，根据是否均匀采样和是否添加噪声R 共4种方式获得物理量的采样值．其中，非均匀采 

样点用[O，1]之间具有均匀分布的随机数生成，噪声用[一O．3，0．3]之间的均匀分布生成．试验编号和试验 

条件如表 1所示． 

表 1 试验编号和试验条件 

首先对 4次试验的时间序列进行频率扫描，以确定主要频率．注意这里的频率扫描并非仅限于频率为整 

数的情形，对频率不为整数的情况仍然可以扫描．图 1给出了扫描频率范围从 0．5～3．5 Hz每次增加 

0．1 Hz时，置信水平随着扫描频率的变化情况．从图 1中可以看出，不管对于均匀采样试验(Exl和Ex2)还 

是非均匀采样试验(Ex3和Ex4)，置信水平在 1．7～2．4 Hz范围内较大(>O．95)．而对于非均匀采样试验， 

置信水平在 0．8 Hz处也有一个较小的极大值，分别是 0．6(Ex3)和 0．45(Ex4)．通过与 Exl和 Ex2比较， 

这个较小的极值完全是由于非均匀采样引起的． 

虽然图1中给出的置信水平在 1．7～2．4 Hz范围内都较大，但其最大值均在 2．0 Hz处．下面用本文给 

出的方法给定频率 ．厂一2 Hz的情况计算拟合振幅及其相应置信水平． 

表 2中给出了这 4次试验的拟合振幅以及相应的置信水平．表 2中给出的这 4个试验的置信水平均超 

过 0．995，说明拟合结果是很可靠的．在不加入噪声的情况下(Exl和 Ex3)，不管是否均匀采样，拟合振幅的 

相对误差均在 0．5 以内．而加入噪声之后(Ex2和 Ex4)，拟合振幅的相对误差变大． 
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* 
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删 

f／Hz f／Hz 

注：图中实线和虚线分别表示无噪声和有噪声时的置信水平． 

图1对均匀采样(a)和非均匀采样(b)时间序列的置信水平随着扫描频率的变化情况 

表 2 具有单频率采样数据拟合振幅以及相应的置信水平 

图2更加全面地展示了采样数据和拟合结果，其中图 2(a)和 2(b)分别给出了均匀采样及其拟合结果， 

图2(c)和 2(d)分别给出了非均匀采样及其拟合结果．从图 2中可以看出，不管数据采样是否均匀，最小二乘 

谐波拟合都可以给出很好的拟合结果，使得采样数据的物理意义更加明确． 
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图2试验Exl(a)，Ex2(b)，Ex3(c)，Ex4(d)的采样数据(0bs)和拟合曲线(FiD 

3．2 多频率试验 

对于多频率试验，仍然按照单频率试验的过程，假设一物理量随时间的演化过程可以用如下的谐波函数 

描述 ， 
5 

一 cos(4~flt)+R ，0 t 1，f 一 3，4，5，6，9． 

这里的谐波函数包括5个主要频率，其中是fl一3，4，5，6是连续的，而f 一9与其他几个频率是不连续的
． 

对此时间序列，根据是否均匀采样和是否添加噪声R 共 4种方式获得物理量的采样值．其中，非均匀采样点 

用[0，1]之间具有均匀分布的随机数生成，噪声用[一0．3，0．3]之间的均匀分布生成．试验编号和试验条件 

如表 3所示． 



第 4期 马 民，等：基于最小二乘谐波拟合的置信水平计算方法 25 

表 3 试验编号和试验条件 

首先对 4次试验的时间序列分别进行频率扫描，以确定主要频率．图3给出了扫描频率及其对应置信水 

平．从图 3中可以看出，5个主要频率(3，4，5，6，9)与理论值一致，均具有较大的置信水平，其中均匀采样 

试验的置信水平均超过 0．9(图3(a))，非均匀采样试验的置信水平超过 0．8(图 3(b))．根据主要扫描得到 

的5个主要频率，对 4种采样数据进行拟合的结果如图4所示，显示出最小二乘谐波拟合对多个频率拟合时 

也有较好的效果，更好的反映了采样数据的物理规律． 
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注：图中实线和虚线分别表示无噪声和有噪声时的置信水平，图中的两条点线表示的置信水平分别为0．8和0．9 

N3 均匀采样 (a)和非均匀采样 (b)时间序列的置信水平随着扫描频率的变化情况 
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图4试验Ex5(a)，Ex6(b)，Ex7(c)，Ex8 (d)的采样数据(0bs)和拟合曲线(Fit) 
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A Method for the Confidence Level Calculation Based on 

the Least Square Harmonic Fitting 

MA M in．W ANG Chunfeng 

(School of Mathematics and Information Science，Henan Normal University，Xinxiang 453007，China) 

Abstract：The least square harmonic fitting (LSHF) method proposed by Lomb has obvious physical meaning．the 

method of confidence level calculation proposed by Scargle has an explicit expression on the confidence of the normalized power 

spectrum．Based on the above two advantages，we propose a method for the confidence 1eve1 calculations based on the LSHF． 

The advantages of our method are：the amplitude and its confidence level are calculated directly
． And thus preserve the Dhysical 

meaning the observation data；multiple frequencies can be scanned and fitted，their confidence levels can also be giyen simuIta 

neously；the )eriodic nature of the time series can be explored by fitting the frequency with maximum confidence
． Finally。nu— 

merical experi’ments are performed to illustrate the advantages and applications of our method
． 

Keywords：least squares method；harmonic fitting：confidence level 


