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T形结构中的熵随机共振
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摘 要:在几何受限的布朗动力学系统中,系统结构对其中布朗粒子的运动能够产生许多新奇的影响,出现一

些有意思的现象,例如随机共振.为此,对布朗粒子在漏斗状T形结构中的运动进行了数值探究,发现体系中存在熵

随机共振现象.模拟结果显示T形结构中的熵随机共振与纵向力G,结构几何,以及横向周期驱动关系密切.借助熵

势理论,T形结构中的熵随机共振机制得到了充分阐释.由于T形结构具有简单性和一般性,在其中发现熵随机共振

有助于进一步研究其他微结构系统中的随机共振现象,也有助于研究微结构系统中微小颗粒的控制与筛选.
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随机共振(Stochasticresonance,SR)是指在非线性系统中,噪声(随机干扰)对系统输出信号增强的一

类现象.1981年BENZI等人[1]借助气候双稳态模型合理地解释了地球古气候周期性变迁的难题,并在此基

础上提出随机共振这一概念[2].此后,关于SR的研究多集中于双稳态系统[3-7],其中,包括一些实验验证.
1983年,FAUVE和 HESLOT首次在实验上,通过交流电路的SCHMITT触发器证实了随机共振现象[6].
1988年,美国佐治亚理工大学 MCNAMARA,WIESENFELD和ROY等人[7]在环形激光器中发现随机共

振现象.之后,微观动力学系统以及生物微结构中的随机共振引起了一定的关注[8-12].其中,2008年BURA-
DA等人研究了布朗粒子在双腔结构中的运动,发现体系的熵势对其中的SR现象存在明显的影响,并由此

提出熵随机共振[11].2010年GHOSH等人在BURADA的基础上提出双腔系统中的几何随机共振概念[12].
双腔系统中的SR对微小结构中的粒子,如细胞、纳米小颗粒等的输运,筛选与分离具有重要意义,因此激起

了具有对称双腔结构SR现象的研究兴趣.然而,微观动力学系统中的SR可存在于多种几何结构体系中,如
三腔系统[13],甚至更复杂的多腔系统.尽管已有研究者提出了单稳态[14]、三稳态[15]以及多稳态[16]的SR理

论,但三腔或多腔系统的随机共振却少有研究.
受以上研究背景的启发,基于单稳态SR理论工作[14],以及粒子在长通道中受熵势影响的扩散现象[17],

本文研究了布朗粒子在一种新颖而简单的T形腔室中的运动,并出于对布朗粒子在横向不再具备双稳、以
及多稳态形式的受迫运动的好奇,参考双腔熵随机共振系统[11],对T形腔中运动的布朗粒子施加一个横向

周期驱动以及一个纵向外力,利用朗之万方程建立数值化模型,发现了T形腔室中的熵随机共振现象.

1 理论模型

布朗粒子在漏斗状T形结构中的运动,与ZWANZIG在文献[17]中描述的粒子运动问题很相似,差别

是此处用的是一个封闭的T形腔室,而不是开放的管状通道,且研究的是粒子的受迫运动,而不是自由扩散.
对二维T形结构中的布朗粒子施加横向周期驱动F(t),以及一个纵向力G,可以建立图1所示模型,结构中
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底部两侧边界向外倾斜,其斜率的大小满足k=d/(xL-L).为了描述的简便,可将T形腔室的底部结构称

为阱,阱两侧的边界称为阱侧壁.
对图1结构中布朗粒子的过阻尼运动,

可以借助无量纲化朗之万方程

d􀭸r
dt=􀭽F(t)+􀭽G+ D􀭳ξ(t), (1)

描述[11-12],其中,􀭸r 是体系中布朗粒子的位

置,􀭽G=-G􀭳ey 表示粒子受到的纵向力,且沿

y轴负方向,横向力􀭽F(t)=F(t)􀭳ex 则是粒子

受到的外部周期驱动,一般形式为F(t)=
Fcos(ωt);随机力􀭳ξ(t)可视为高斯白噪声,
满足以下涨落耗散关系<ξx(t)>=<ξy(t)>=

0,<ξx(t)ξy(t)'>=2δxyδ(t-t');D 为标准化噪声强度,与体系温度相关.将R(0,2D/Δt)记为均值为0,标

准差为 2D/Δt 的高斯分布随机数,利用Euler算法对(1)式分x,y 两个维度进行数值计算,可以得到任意

标号为i的粒子从时间t到t+Δt时刻的位置变化[18]

xi(t+Δt)=xi(t)+[F(t)+Rxi(0,2D/Δt)]Δt,

yi(t+Δt)=yi(t)+[G+Ryi(0,2D/Δt)]Δt.
获得多粒子轨迹沿x 方向的平均结果,

<x(t)>=
1
n ∑

n

i=1
xi(t),i=1,2,3,…,n.

本文使用 MATLAB软件,在程序中用条件语句对T形结构边界进行如下描述

y⩾0&y⩽yL,x∈ [-xd,-xL]∪ [xL,xd],

y⩾±kx+c&y⩽yL,x∈ [-xL,-L]∪ [L,xL],

y⩾-d&y⩽yL,x∈ [-L,L],

ì

î

í

ï
ï

ïï

约束粒子的运动范围.要求粒子只能在T形结构内部运动,本文采用反射边界条件.
在外部周期力F(t)􀭳ex=Fcos(ωt)􀭳ex 的作用下,由于布朗粒子对F(t)的响应,其平均轨迹沿x轴方向会

包含一个周期成分􀭺x(D)cos(ωt+φ(D)),其中􀭺x(D)为响应振幅,φ(D)是粒子响应F(t)引起的相位差.模
拟至少500个随机分布的布朗粒子在T形结构中受F(t)的驱动,以时间间隔Δt=0.001游走至少107 步,
取粒子在x 方向的平均运动轨迹,再按(2)式进行傅里叶变换[19],可获得响应振幅􀭺x(D),􀭺x(D)满足

􀭺x(D)cos(φ(D))=
1
T∫

T

0
<x(t)>cos(ωt)dt,

􀭺x(D)sin(φ(D))=
1
T∫

T

0
<x(t)>sin(ωt)dt. (2)

  通过曲线􀭺x(D)对体系的随机共振进行判断.扫描本文首页二维码,可以观看模拟动画.

2 纵向力G 引起的熵随机共振

经典双腔熵随机共振(Entropicstochasticresonance,ESR)要求一个额外的纵向力G 作用在系统中的

布朗粒子上.这是经典双腔ESR与几何随机共振之间的一个显著差别.为此,首先探究T形结构中纵向力G
对体系共振的影响.通过对比图2(a)与(b),可以发现漏斗状T形系统中,纵向力G 对体系表现出随机共振

现象至关重要,即使T形结构阱侧壁的斜率远大于1,在没有纵向力G,即G=0时,体系依然不能呈现出SR
现象.

图2(b)中的􀭺x(D)曲线显示,在纵向力G 存在的情况下,随着结构中阱侧壁斜率k的减小,随机共振时

􀭺x(D)曲线的峰值􀭺x(Dmax)增大,而极低噪声D →0时,对应着曲线的起点􀭺x(D0)却在减小.􀭺x(D0)与阱的
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底部宽度L 近似满足线性关系􀭺x(D0)≈4L/π.

从结构以及粒子对横向力F(t)的响应来看,上述情形可作如下理解.当k 值较小时,阱侧壁倾斜角度

小,粒子容易突破G 产生的势垒V(x,y)=Gy,并在阱外响应F(t).于是粒子运动能够获得更大的周期振动

成分,对应振幅峰值􀭺x(Dmax)较大.从能量势与几何的角度考虑,可以理解低噪声时􀭺x(D0)与阱的底部宽度

L 之间的几何关联.噪声取极限D →0时,粒子难以克服G 产生的势垒作用,从而导致其横向位移的周期振

动中以振幅接近L 的成分为主,经傅里叶变化即可获得􀭺x(D0)与L 之间的线性关系.
由于图2(b)显示的随机共振严格要求纵向力G 的存在,且与结构关联密切,而系统结构又可沿周期力

F(t)在横向等效为熵势,根据文献[11]这种随机共振现象可视为熵随机共振.
漏斗状T形结构中熵势的引入过程可以参考文献[17,20],在此引入其中的一些关键步骤.对外部场中

粒子的自由扩散,引入如下二维Smoluchowski方程

∂
∂tP

(x,y,t)=De-V(x,y)/D ∂
∂xe

V(x,y)/DP(x,y,t)+De-V(x,y)/D ∂
∂y
eV(x,y)/DP(x,y,t), (3)

其中,P(x,y,t)为粒子的概率密度分布,V(x,y)表示粒子所处的能量势.在T形结构中G 存在的情况下,

V(x,y)可视为Gy.对(3)式进行积分,可以得到

∂
∂tP

(x,t)=D ∂
∂x∫dy[e-V(x,y)/D ∂

∂xe
V(x,y)/DP(x,y,t)]. (4)

  假设粒子在y 方向的分布满足局部平衡,则可在(4)式中引入一个与横向位置x 关联的势函数A(x).

A(x)满足e-A(x,y)/D =∫dye-V(x,y)/D.从 而 可 以 得 到 粒 子 在 y 方 向 局 部 平 衡 的 密 度 分 布ρ(y;x)=

e-V(x,y)/DeA(x)/D.故P(x,y,t)≈P(x,t)ρ(y;x),代入(4)式,可以得到如下一维动力学方程

∂
∂tP

(x,t)=D ∂
∂xe

A(x)/D ∂
∂xe

A(x)/DP(x,t),

其中,势函数A(x)即为熵势的理论形式.在G 存在的情况下,其满足如下形式

A(x)=-Dln∫
Yu(x)

Yi(x)
e-Gy/Ddy, (5)

其中,Yu(x),Yi(x)分别对应结构的上边界和下边界.仅考虑T形结构中阱的等效熵势,可以将(5)式化为

U(x)=
-Dln[∫

0

Yl(x)
e-Gy/Ddy]=-Dln[DG

(e-GYl(x)/D -1)],G ≠0,

-Dln[-Yi(x)],G=0.

ì

î

í

ïï

ïï

(6)

61 河南师范大学学报(自然科学版)                2022年



  在图3(a)中,漏斗状T形结构中阱等效的熵势表现出明显的几何依赖性,并且,改变T形结构中阱的斜

率,并没有影响熵势的高度.在没有纵向力G 时,横向的熵势变化并不能引起体系的随机共振(图2(a)).引入

的纵向力G 后,结构等效的熵势获得了明显增强(图3(b)).由文献[17]可知T形结构或其他结构中纯粹的

熵势高低不表示粒子自由能的大小,仅表示结构对粒子扩散的一种阻碍.在将粒子的二维运动等效为一维运

动的过程中,可将这种阻碍认为是熵势对粒子扩散的减缓.

在漏斗状T形腔中,没有纵向力G 时,结构的阻碍并不足以引起体系的随机共振;而引入的纵向力G
与体系的内部几何产生关联,增强了结构对粒子响应F(t)的阻碍,导致体系呈现出了随机共振.因此,根据

文献[11],也可以理解为G 对系统熵势的增强,并导致了体系的熵随机共振.
将漏斗状T形结构中阱的斜率固定为k=2/3,分别探究不同纵向力G,以及横向驱动强度F 与频率ω,

对系统熵随机共振的影响.在图4中,振幅曲线􀭺x(D)表现出明显的熵随机共振特点[11]:1)F 与ω 恒定时,

􀭺x(D)曲线表示的共振峰值􀭺x(Dmax)随G的减小而增大,而当G→0时,体系中没有呈现出随机共振现象,即
纵向力G对体系SR的产生不可或缺;2)ω与G恒定时,振幅曲线的峰值􀭺x(Dmax)随F增大而增大,而对应的

最佳噪声Dmax 却随之减小;3)F 与G 恒定时,曲线峰值􀭺x(Dmax)随频率ω 的减小明显增大.

对上述现象首先从熵势考虑,微小纵向力G 对体系熵势的增强不够显著,导致弱噪声时漏斗状T形结

构中的阱,不能阻碍粒子对F(t)达到最佳响应,于是当G→0时体系中也没有观察到随机共振现象.随着G
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的增大,体系中阱对粒子的约束增强,粒子更倾向于在阱中滞留,共振时粒子逃逸出阱所需的噪声Dmax 也随

之增大,而由粒子平均轨迹获得的曲线峰值􀭺x(Dmax),显然会因为粒子的横向运动空间受到更大的压制而减

小.从结构上考虑,对于固定强度的G,驱动强度F 越弱,粒子在横向受F 拖拽沿阱侧壁克服能量势,并响应

F(t)获得更大的周期振动越困难,故共振时要求的噪声Dmax 越大,而峰值􀭺x(Dmax)越低;驱动强度F 固定

时,较小的频率ω,则能保证粒子有充足的时间从结构的阱内运动到阱外,从而更好地响应F(t)在阱外获得

更大的周期振动,于是频率越低,共振时曲线的峰值􀭺x(Dmax)越大.

3 结 论

文章主要探究了受迫运动的布朗粒子在漏斗状T形结构中的熵随机共振现象.在没有纵向力G 的情况

下,漏斗状T形系统中无随机共振现象.然而,在体系中引入G 之后,可以观察到明显的熵随机共振现象.改
变G,周期驱动,以及体系结构,对系统中的SR现象都有明显的影响.结合纵向力引起的能量势以及体系结

构引起的熵势,揭示了体系中的熵随机共振产生的机制.T形结构是一种典型的简单结构,在其中发现熵随

机共振对不同微观体系中随机共振的研究都有参考意义,尤其在实际应用中可以为微观粒子,如细胞、生物

大分子、纳米小颗粒等在狭长通道中的输运,筛选与分离提供参考.
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EntropicstochasticresonanceinaT-shapedstructure

DuanZhenglu,DuanShouhui,FanBixuan

(CollegeofPhysicsandCommunicationElectronics,JiangxiNormalUniversity,Nanchang330022,China)

Abstract:InBrowniandynamicalsystemswithconfinedstructures,thesystemstructureshavemanynoveleffectson
themotionofBrownianparticlesinside,suchasstochasticresonances.Hence,themotionofBrownianparticlesinasimple
funnel-likeT-shapedstructurewasinvestigated,anditwasfoundthatentropicstochasticresonancephenomenonexistsinthe
system.Furthermore,thesimulationresultsshowthattheentropicstochasticresonanceinT-shapedstructureiscloselyrelated
totheverticalforceG,thestructuregeometry,andthetransverseperiodicdrive.Accordingtotheentropypotentialtheory,

themechanismofentropicstochasticresonanceinT-shapedstructureisfullyexplained.TheentropicstochasticresonanceinT-
shapedstructureishelpfulfortheexplorationofstochasticresonanceindifferentmicroscopicsystems,aswellasthecontrol
andscreeningofmicroparticlesinthesystems.

Keywords:Browniandynamicalsystems;T-shapedstructure;stochasticresonance
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