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线性增长条件下的倒向重随机微分方程 
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摘 要：研究倒向重随机微分方程，在生成元厂关于( ， )连续且线性增长、生成元g关于(3，，z)满足 Mao的 

非 Lipschitz条件下，得到了其最小解存在定理．推广了倒向重随机微分方程在随机控制和数理金融等方面的应用． 
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考虑如下倒向重随机微分方程(BDSDE) 
rT rT rT 

Y =：= +I f(s，Y ，z )ds+l g(s，Y ，z )dB 一t z dW ，t∈[o，T]， (1) 
J t J f J t 

其中终端时间T>0为正实数；(B )f∈【。，刀和(w )f∈I。， 分别是z维和d维两个相互独立的标准Brown运动， 

关于(B ) 。．T3的积分是倒向 It6积分，关于(w ) 。 的积分是正向It6积分；生成元 f，g有如下定义： 

厂：n×[O，T]×R×R — R， g：n×[O，T]×R×R 一 R ， 

且对任意的( ， )∈R×R ，厂(·，Y，z)，g(·，Y， )均为联合可测函数．(-厂，g，T， )称为 BDSDE的参数，将 

(1)式简单记为 BDSDE(f，g，T， )． 

当生成元 g恒为 0时，BDSDE(f，g，T， )就是众所周知的倒向随机微分方程(简称 BsDE)．1990年，文 

献[1]提出BSDE并在生成元厂关于( ， )的一致Lipschitz条件下建立了BSDE解的存在唯一性结果．从那 

时起，一些学者们开始专注于这一领域的研究，他们在弱化生成元厂关于( ，z)的一致 Lipschitz条件方面做 

了大量的研究[2 ]． 

1994年，文献[6]第一次提出 BDSDE，并证明了生成元 f，g关于( ， )满足一致 Lipschitz条件下 

BDSDE解的存在唯一性．由此出发，一些学者对生成元 f，g关于( ，2)满足一致Lipschitz条件进行弱化，并 

证明了BDSDE解的存在唯一性．例如：文献[7]证明了生成元 -厂，g关于( ， )在 Mao的非 Lipschitz条件下 

BDSDE解的存在唯一性；文献[8]在生成元f，g关于( ， )满足Mao的非Lipschitz条件下获得了BDSDE解 

的比较定理；文献[9]得到在生成元厂关于( ，z)连续且线性增长，同时生成元g关于( ，z)一致Lipschitz条 

件下 BDSDE解的存在性定理；文献[10]在文献[9]的基础上将生成元 ，的连续系数条件弱化为不连续系数 

条件，即生成元 ，关于Y满足左 Lipschitz条件，关于z满足 Lipschitz条件，并在该条件下获得了BDSDE解 

的存在性；文献[11]得到在生成元 -厂关于Y左连续和左 Lipschitz且关于 满足 Lipschitz条件下 BDSDE解 

的存在性定理；文献[12]在生成元 -厂关于Y满足 Osgood条件，且生成元 g关于y满足一类新的非 Lipschitz 

条件下建立了BDSDE解的存在唯一性定理． 

受上述文章的启发，本文进一步弱化生成元 f，g关于( ， )的条件，在生成元 厂关于( ， )连续且线性 

增长，同时生成元 g关于( ， )满足 Mao的非 Lipschitz条件下，获得了BDSDE解的存在性定理． 
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1 预备知识 

在陈述主要结果之前，先介绍本文所使用的一些记号．用 l·l表示 Euclid空间R中Euclidean范数．对于 

∈R删 ，I l：=：： 再 ，其中 是 的转置．设(力， P)是概率空间，(B )c∈[o．刀和(w ) o，T3是定义 

在该空间上分别取 值和R 值的两个相互独立的Brown运动， 是 中的全体 P_零测度集构成的集合．对 

每一个 t∈ F0，T]，定义 

：一 V ， 

对任意随机过程{r／ )， ∥ === { 一rb，s r )V 

记 L (n， ，P；R)表示所有 R值， 可测且满足E[1 l ]<+。。的随机变量 构成的空间．s。(0，丁； 

R)表示所有 R值，( )一适应且满足E[sup t∈ Fo，T]l 1。]<+。。的连续过程(y )f∈[o，T3构成的空间． 

(o，T；R )表示所有Rz值，( )一循序可测且满足E『I l I d <+。。的连续过程(Zf)c∈[。用构成的空 LJ 
0 

间．s表示所有从 ：===Eo，+C×。]映射到 且仅在 0点取值为 0的非减连续函数全体． 

本文考虑的BDSDE(f，g，T， )的解是指存在一对随机过程( ，Zt) ∈[。栅 ∈S (O，T；R)×M (0，T；R ) 

满足 BDSDE(f，g，T， )． 

下面介绍本文后面要用到的对生成元 f，g，假设 

(H1)g(￡，0，0)∈ (0，T；R )； 

(HZ)f关于(．y，z)连续且线性增长，即存在常数 0< K<+。。，使得 dP×dt—a．e．，对任意的( ，2)∈ 

R×R ，有 

l f(t， ，z)I三三三K(1+l l+I 1)； 

(H3)设凹函数10(·)∈s满足I 一+。。，使得dP×dt—a．e．，对任意( ，z1)，( 2， 2)∈R×R ， ’ J 
0 JD ， 

有 l g(t， ，z1)一g(t， 2， 2)l p(『 1一 2 I )+a I zl— 2 l ．其中0< d< 1是常数． 

(H )设凹函数l。(·)∈S满足I。 一+。。，使得dP×dt—a．e．，对任意( ， )，( ，z )∈R×R ， ’ J 
0 D 

有 l f(t， ， )一f(t， ， 2)l。 p(1 y 一 l )+C l 2 一zz l。．其中c> 0是常数． 

注 1 lD(·)是至多线性增长函数．因为lD(·)是非减凹函数且 l0(O)一0，所以存在常数A，使得对任意的 

z ∈ l ，0 p(sc) A(1+ z)． 

为了介绍与证明本文的主要结果，介绍几个引理．下面的引理 1与引理 2分别取 自于文献[7]中的定理 

1．1与文献[8]中的定理 2． 

引理 1 设生成元 g满足假设 (H1)及 (H3)，生成元 ，满足假设 (厂(￡，0，O)) 。，T]∈ (0，T；R)和 

(H )，则对任意的 ∈L。( ， ，P；R)，BDSDE(f，g，T， )存在唯一解( ， ) ∈[。用． 

引理2 对任意的 ， ∈L ( ， ，P；R)．假设BDSDE(尸，g，T， )和BDSDE(f2，g，T， )满足引理 

1的假设条件，则 BDSDE(f ，g，T， )和 BDSDE(f ，g，T， )分别有解( ，z )c∈[。．r和( ，z ) 。，州．若 

dP—a．s．， ，且满足 dP×dt—a．e．，f (￡，y ，z ) f2( ，y ， )，则对任意的t∈Fo，T3，有 

dP — a．s．， ． 

使用文献[2]中引理 1的证明方法，可以获得如下引理 3． 

引理3 假设生成元 厂满足条件(H2)时，定义如下 ( ， ， )： 

厂 (￡， ，z)=：=inf⋯∈Q{f(t，乱， )+ { 一M{+ }z一 {)． (2) 

则对每一个 1，函数 ( ， ， )是( )的循序可测函数并满足 dP×dt—a．e．， 

(i)线性增长：任意的 ， ，l ( ， ， )l K(1+J y l+l z 1)，0< K<+C×3； 

(ii)关于 单调：任意的 ， ， (￡， ， )关于 递增； 

(iii)Lipschitz条件： 

任意的Y1， 2， l，z2，l (￡，y1，z1)一 ( ，y2，z2)』 l 1一 2 J+ f z1一z2 J； 
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(iv)收敛：若( ，z )一 ( ，z)，则 fo(￡，Y ， )一 f(t， ， )． 

2 主要结果及其证明 

下面的定理 1是本文的主要结果． 

定理 1 设生成元 f，g满足假设(H1)一(H3)，则对任意 E L。(n， ，P；R)，BDSDE(f，g，T， )的解 

存在，并存在唯一的最小解( ，Zt)f∈[。I丁]，即若(．；， ，乏 )f∈[。．『是BDSDE(f，g，T， )的一个解，则对每一个t E 

[o，T]，必有 Y ． ‘ 、 

证明 设生成元 f，g满足假设(H1)一(H3)，按(2)式定义 ，则由引理 3(iii)可以知道： 

l ( ，Y1，z1)一fn( ，Y2，z2)l。 2 。l Y1一Y2 l。+2 。l 1一 2 I ． 

令 ( )一．0(z)+2n。 ，贝0有 

l ( ，Y1，z1)一fn(￡，Y2， 2)f。 (J Y1一Y2 l。)+2n l 21一z2 l ； 

l g(t，Y1， 1)一g(t，Y2，z2)J。 (1 Y1一Y2 I。)+a l 1一z2 l。． 

对于函数 (z)，可以证明 ( )E S且满足J。+ 一+。。，所以生成元g( ，Y，z)满足假设(H1)和 
(H3)，根据引理 3的(i)可以知道：对任意的 三三=1，生成元 ( ，Y，z)满足假设 f(t，0，0)∈／W (0，T；R)和 

(H2)．所以根据引理1得：对任意n三三=1， E L (n， ，P；R)，BDSDE(fo，g，T， )和BDSDE(h，g，T， )分别 

有唯一的解(y7， n)rE[。，钉和(y ，Zf) ∈[。l丁]，其中h(t，Y， )：一K(1+l Y l+l f)，0<K<+CXD． 

以下分 3个步骤完成定理 1的证明． 

第 1步：证明存在常数 C ，C。，对任意的 1，有 

El-sup ∈[o，刀『 l ] C1，EE I l z n l。ds] C2． (3) 

考虑引理 2，并结合引理 3(i)得到，对任意的n三三=1，有 

Y 三三三 + 1 Y ，dP× dt— a．e．． 

由单调有界定理可知，存在一个( )一循序可测的过程( )f∈[。．『，使得 

limy；'一 Y ，dP × dt— a．e．． (4) 

也可以得到，dP×dt—a．e．，对任意的 1，有 

El-sup 。 } l ] E[-G。]<+oo． (5) 

其中G：一 sup sup ∈[o，明 l 1． 

故存在独立于 7t的常数C ，使得 El-supf∈L。，明l l ] C ． 

下面对 l } 作 It6公式得，对任意的 1，有 

E[I y7 l ]+E[ i n l ds]=Eli l。]+2E[J’ 厂 cs， ， ds]+E[-f ’l gcs， ，z l ds]· 
结合(H3)，注 1以及不等式 2ab ( 一1)a +( 一1) b ( > 1)，对任意的 三三=1，有 

I g(s， ，z )l l g(s， ：，z n)一g(s，0，0)q-g(s，0，O)l 

l g(s， ， n )一g(s，0，o)f + (1+ — )l g(s，0，0)I 三三三 

[A(1+1 y,-1 )+d l 1 ]+(1+— )1 g(s，0，o)1。． 

再考虑假设(H2)，不等式 2ab Aa + b。( > O)和(5)式得，对任意的n 1，有 

E『l l z：l z ds] E[1 l z]+2KEf．1 (1+l I+1 1)ds]+ LJ L J 

2E『I EA(1+l {。)+a l n l ]+(1+— )l g(s，0，0)l d5] LJ 
t 

E[} l ]+KT + T+(K+2KT+M42T+ T)EEG ]+ 

(1+寿)E[ ，0’∞ d + )E[ l2 ]。 
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取 一 ，A一 ．由于 o<a< 1，故知道 1< < 1／ ， > o且 K + 一 (3+ )／4< 1，
E ,O／ 上 ——

,

UOt ’ 。 

所以有El I I l ds j 兰__c ，其中C：是取决于 ，K，T，A， ， ，G且独立于72~j．g-数． 1 J 
t l 上 —— 

于是存在仅取决于 a， ，K，T，A，／1， ，G且独立于 的常数C ，使得 

E[』 I z '2 dsl~cz． 
第 2步：证明( ， ) ∈[。．T]是 S。(O，丁；R)×M2(0， ；R )中的柯西列． 

对 l 一。， l 作 It6公式得，对任意的 ， 1，有 

El-I 。 一 I。-1+E『I 1 一 I ds]=2E『l ( ：一 )( (s， ：，zT)一fm(s， ， ?))ds-L+ J J 0 } }J 0 

E[．『 -g s， ，z ，一gcs， ，z - ds] 2(E[J’ -y7--y7 l d ])专(E[』 - cs， ，z 一 
( ，y7， )I。 ])专+E『J J g( ， ， )一g( ， ， )J d ]． 

根据(3)式及假设 (H2)有 

E[ 2E +l ， ] 
4K E『l (2+l y7 I。+l y7 I。+l ：I z+l }z)] 8Kz(T+C T+C。)， 

其中，C ，C。是独立于 ，n的常数． 

从而存在仅取决于 K，T，C ，C 且独立于 ，，z的常数 ，使得 

(E『j：} (s， ，z )一 (s，y7， )j ds]) ． 
另一方面，由文献[5]知，对任意的q 1，SC∈R十，有 

10(z)三三三(q+2A)z+l0 拿 )． (6) 
于是根据(6)式及假设(H3)有 

EE l 。～ -1 E I 一 ] 2 ，(E 10 0 一 ds])／。+ l J l ＼ f J l 

(g+2A)Ef I} ～ f。d f+ f J f 一 f d 1+p(2A／q+2A)J 0 0 ， l l l J 
且Ⅱ 一 一 

E[ J z：- 。d ] 1--a嘧(E d ])吉+ 

(q+2A)E I y7一 ds]+P( )]． (q+ 1 j。 一 { ]+l0‘ 牟 )]． 
而由(5)式知，对任意的 ， 三三=1， ∈ Eo，丁]，有 dP～a．s．，f j， 一ym f 2G．再结合(4)式，这样由 

Lebesgue控制收敛定理可知，当 ， 一+cx3时，有 

E y'J--y7 s卜o． 
于是在上面不等式中，先令 ，m一+C×3，再令 q一+。。，可以得到 

E[j’ -z 一 ds]— 。． 
于是(2 )c∈[。，刀是 (0，T；R )中的一个柯西列，其极限必在该空间中，不妨设其极限为(2 )f∈[。l丁]，即 

!imE【 s ㈤ 
于是，可以选取序列{咒)的一个子列{ }(不妨仍记为{ })，使得 
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因此 

Er T I 一 
l 0 

I l 1／2 。 

E[j． s p J z：1 2 ds]_~2E[ s p I 一 
考虑引理 3的(iv)，(4)式和(8)式，当 一+oo，有 

从假设(H2)和引理 3 

1 2ds]+2E[ I 2ds]< (9) 

H 一K(1+G+sup l z 1)． 
n 

的(i)可知，对任意的n 1，dP×dt—a．e．， 

(10) 

l (s，Y ，2 )一f(s，Y ，z )l 2H ． (11) 

再结合(5)式和(9)式，由不等式(n+b-I-c) 4a -I-4b。+4c。和 H61der不等式得 

E[(』 I H I d ) ] 4K E[T +(f：Gds)。+( su p I z I ds) ] 
4K。f T2+T2EI'G ]+TI sup I z n I ds1<+c×3． 

考虑到(10)式、(11)式及上述不等式，利用 Lebesgue控制收敛定理知 

!iraE[( I ) 川I ) ． 
另 一万 回 ，考虑 假设 (H3)、(6)式 和 BDG／f、等 式 ，得到 

E⋯ ( ， )一 ， l ] 8E )一 ⋯Y ] 
8(q+2A)E 1 2ds

0 0 ds]+8lD( )． 1√ I l J I (，T ̂ 
结合(4)式及(8)式，当g一+。。时， 

rT 1 

limEl f l(g(￡， n)一g(￡，Y ，z ))dBs I。i一0． 
n一 。。 l J 0 l 

同时，有 dP×dt—a．e．，对每一个 ，m三三=1，t∈I,o，T]， 

l 一Y l I，l (s， ， )一fr~(S，y7，z )l ds+l J，(g(s， ，2 )一 
g(s，y7， m ))dB l+ll(z 一 )dW I， rT 

J r 

E[suD [I y7，一Y l ]] 2El f l l (s， ， n)一 (s，y7⋯Zm)l ds1『+ 
tE Eo，T] l＼J 0 ／ l 

2EE 
∈

s

[o．
up
刀 I J (g(s， sn， )一g(s，y7，27))dB I l+2El ∈s_ojupT_]l j (z 一 

7)dW I ] 2E l ， 一 y7 )I ds) ]+ 
16EI I l g(s， ，z n)一g(s，y7，2 )l ds l+16El t l z n—zm l ds I． 1 J 0 I l

√0 l 

在上述不等式中先令 m一+。。，再考虑(8)式，(12)式以及(13)式，得到 

limE[-suU_[1 一 l。]]一0． 
—o。 tC-Eo ⋯  一一 

因而( r)tO- 『]是连续过程，并且E[ p丁][1 Yr l ]]<+∞·所以( )f∈[。．T_∈S2(0，T；R)· 

第3步：证明(．y ，Zt)f∈[。，刀是 BDSDE(f，g，T， )的最小解． 

考虑到(8)式 ，(12)式 ，(13)式及(14)式 ，在 BDSDE(f，g，T， )中两边取极限得到 

(12) 

(13) 

(14) 

∞ 

+ 
< 

一 

佃∑ 

<一 

1●●J  

一 

佃∑ 

T 0 

， v 

—．．．．．．．．．。L  E 

<一 

1j  

一 

p  

U 

S 

丁 O r ●J  r●●L  

有 

故 

e  

a  
一 

出 

× 

P  

d  

、，  

， ＼ ， 
一 

、，  

S 

／●＼ 

令 

]  丁 

O  
[  

∈ 

个 
一 

每 
对 
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rr r丁 r_r 

一  +I f(s， ，2；s)ds+I g(s，Y ，Zs)dBs—I Z sWs，t∈ d 
t J t J 

[0，T]． 

故( ，Zt)c∈L。．丁]是BDSDE(f，g，T， )的一个解．设( ，乏 )f∈[。，刀是BDSDE(f，g，T， )的任意一个解，考虑弓 

理 3的(ii)和(iv)，由引理2可知，对任意的t∈[o，T]和 1，dP—a．s．， ，从而有 一limy7 ． 
— ’ o。  

这就说明( ，z )rE『0I刀是 BDSDE(f，g，T， )最小解． 

注 2 当定理 1中取p(z)一Kx(K O)时，可以得到文献[9]的结果． 

参 考 文 献 

Eli Pardoux E，Peng S G．Adapted solution of a backward stochastic d|fferentialequation[J]．Systems Control Letters，1990，14：55—61． 

[2] Lepeltier J P，SanMartin J．Backward stochastic differential equations with continuous coefficient[J]．Statistics Probability Letters，1997， 

32(4)：425-430． 

[3] Mao X R．Adapted solutions of backward stochastic differential equations with non—Lipschitz coefficients[J]．Stochastic Processes and 

their Applications，1995，58：281—292． 

I-4] Kobylanski M．Backward stochastic differential equations and partial equations with quadratic growth[J]．The Annals of Probability， 

2000，28(2)：558-602． 

[5] Fan S J，Jiang I ，Davison M．Uniqueness of solutions for multidimensional BSDEs with uniformly continuous generators[J]．Comptes 

Rendus Mathematique，2010，348(11)：683—686． 

[6] Pardoux E，Peng S G．Backward doubly stochastic differential equations and systems of quasilinear SPDEs['J]．Probability Theory Related 

Fields，1994，98(2)：209—227． 

[7] 周少甫，曹小勇，郭 潇．倒向双重随机微分方程[J]．应用数学，2004，17(1)：95—103． 

[8] 韩宝艳，邢培旭．非 Lipschitz条件下的倒向重随机微分方程[J]．河南师范大学学报(自然科学版)，2007，35(4)：26—29． 

[93 Shi Y F，Gu Y L，Liu K．Comparison theorems of backward doubly stochastic differential equations and applications口]．Stochastic Analy— 

sis and Applications，2005，23：97—11O． 

[1O] Zhu Q F，Shi Y F．A class of backward doubly stochastic differential equations with discontinuous coefficients[J]．Acta Mathematicae 

Applicatae Sinica，2014，30(4)：965—976． 

[11] Lin Q．A generalized existence theorem of backward doubly stochastic differential equations[J]．Acta Mathematica Sinica，Eng／ish Se— 

ries，2010，26(8)：1525-1534． 

[12] 王先飞，江 龙，马娇娇．具有 Osgood型生成元的多维倒向重随机微分方程[J]．山东大学学报(理学版)，2015，50(08)：24—33． 

Backward Doubly Stochastic Differential Equations under Linear Growt
—

h Condition 

CHEN Min，SHEN Xiaohui，JIANG Long 
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Abstract：This paper aims to investigate the uniqueness of minimal solution of Backward Doubly Stochastic Differential 

Equations，where the generator厂is continuous and has a linear growth in( ，2)，and the generator g satisfies Mao's non-Lips— 

chitz condition in( ， )．The research results can be applied in stochastic controls and mathematical finance． 
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