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单调加权互补问题的路径跟踪算法

韩平,刘长河,尚有林

(河南科技大学 数学与统计学院,河南 洛阳471023)

摘 要:加权互补问题是线性互补问题的推广模型,具有重要的应用背景.分析了加权互补问题的中心路径及

其邻域,基于新定义的邻域,提出了求解单调加权互补问题的一个路径跟踪算法.取邻域中一点为初始点,证明了算

法的O(nL)迭代复杂性.当加权互补问题中的权向量w 为零向量时,该中心路径及其邻域和线性互补问题中的定义

相同,该算法即为求解线性互补问题的宽邻域路径跟踪算法.
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考虑加权互补问题(weightedcomplementarityproblem):

(wCP)  
xs=w,x⩾0,s⩾0,

Px+Qs+Ry=a,{ (1)

其中,P ∈R(n+m)×n,Q ∈R(n+m)×n,R ∈R(n+m)×n 是给定的矩阵,a∈Rn+m 是给定的向量,w ∈Rn
+ 是给定的

权向量,矩阵R 是列满秩的.上面第一个等式中,xs表示向量x 和s对应分量的乘积所组成的向量.x ⩾0表

示向量x 的所有元素非负,即x∈Rn
+.同样地,x>0表示向量x 的所有元素是正数,即,x∈Rn

+.当PΔx+
QΔs+RΔy=0蕴含ΔxTΔs⩾0时,称问题(1)是单调的.当w 为零向量时,问题(1)即为经典的线性互补问

题(linearcomplementarityproblem).线性互补问题包含了线性规划和凸二次规划问题两类重要数学规划问

题[1-2].加权互补问题(wCP)由Potra[3-4]提出,它是传统互补问题(LCP)的一个推广,具有重要的应用背景.
经济领域中一些均衡问题[3,5],如Fisher均衡问题模型可以转化为一个wCP.wCP在数学规划中的应用参看

文献[3,6].虽然LCP的一些理论和算法可以推广到wCP,但当w 为一般非负向量时,wCP的理论和算法变

得比LCP更复杂.另一方面,文献[3]指出,Fisher均衡问题可以化为一个非线性互补问题,也可以化为一个

线性的wCP,而后者比前者更有可能设计高效的解决算法.
Ye算法[5]可以看作求解wCP特例的内点算法,但是Ye算法中定义的跟踪路径是非光滑的.文献[3-

4]研究了wCP的一般模型,定义了加权中心路径,若wCP单调且严格可行,证明问题有解.文献[7]提出了

求解wCP的光滑牛顿算法并证明了收敛性.在线性规划的路径跟踪内点算法中,所使用的中心路径的邻域

对算法的理论复杂性分析和计算有效性都具有重要影响,在文献[3-5]中所提出的路径跟踪算法均采用基

于2-范数的窄邻域N2,给出了算法的理论复杂性分析.本文定义了wCP的一个新的中心路径,它是线性规

划的原始-对偶中心路径的推广[8-10],给出了3个不同的邻域,证明了它们之间的包含关系,并基于宽邻域

N(τ,β)提出了一个路径跟踪算法.通过理论分析,证明了算法的 O(nL)迭代复杂性.当wCP中的权向量w
为零向量时,该中心路径及其邻域和线性互补问题中的定义相同,该算法即为求解线性互补问题的宽邻域路

径跟踪算法[10].
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1 中心路径及其邻域

首先,给出wCP的可行域F={(x,s,y)∈Rn
+×Rn

+×Rm∶Px+Qs+Ry=a},严格可行域为F0={(x,

s,y)∈F:xs>w,x >0,s>0}.对任意的常数μ >0,wCP的扰动问题:

xs-w=μe,x>0,s>0,

Px+Qs+Ry=a,{ (2)

存在唯一解 (xμ,sμ,yμ),其中e为分量全为1的列向量.当变动参数μ时,便得到了wCP的中心路径,即C=
{(xμ,sμ,yμ):xμsμ -w=μe,Pxμ +Qsμ +Ryμ =a,xμ >0,sμ >0,μ >0}.

下面讨论中心路径的邻域.2-范数邻域:

N2(η)={(x,s,y)∈F0∶‖xs-w-μe‖2 ⩽ημ},
其中,η∈ (0,1)为常数,μ=eT(xs-w)/n.-∞-范数邻域:

N-∞(η)={(x,s,y)∈F0∶‖(xs-w-μw)- ‖∞ ⩽ημ},
其中,u- 表示向量u的负的部分,即u-=min{u,0};类似的记u+=max{u,0}.(xs-w-μe)- ∞ ⩽ημ等

价于-(xs-w-μe)-⩽ημe,即(xs-w -μe)-⩾-ημe,且(xs-w -μe)+⩾-ημe是显然的,因此有

xs-w-μe⩾-ημe,即xs-w ⩾ (1-η)μe.故上述-∞-范数邻域可等价写作

N-∞(η)={(x,s,y)∈F0∶xs-w ⩾ (1-η)μe}.
类似于Ai-Zhang邻域[11],定义邻域:N(τ,β)={(x,s,y)∈F0∶‖[τμe-(xs-w)]+ ‖2⩽βτμ},其中,

β,τ∈ (0,1).
上述邻域之间有下列包含关系:C ⊂N2(η)⊂N-∞(η),∀η∈ (0,1),

N-∞(1-τ)⊂N(τ,β)⊂N-∞(1-(1-β)τ),∀β,τ∈ (0,1), (3)
其中只需要证明最后的包含关系,其他包含关系是显然的.当迭代点 (x,s,y)∈N(τ,β)时,有 ‖[τμe-

(xs-w)]+ ‖2= ∑
xisi-wi<τμ

[τμ-(xisi-wi)]2 ⩽βτμ.故对任意1⩽i⩽n有τμ-(xisi-wi)⩽βτμ,

即xisi-wi ⩾ (1-β)τμ.所以(x,s,y)∈N-∞(1-(1-β)τ).因此N(τ,β)⊂N-∞(1-(1-β)τ).

2 路径跟踪算法

设当前点 (x,s,y)∈F0,由方程组(2)的牛顿方程计算迭代方向(Δx,Δs,Δy)如下:

xΔs+sΔx=τμe-(xs-w),

PΔx+QΔs+RΔy=0,{ (4)

其中,τ∈ (0,1),μ=eT(xs-w)/n.则新的迭代点为:
(x(α),s(α),y(α))∶=(x,s,y)+α(Δx,Δs,Δy),

其中,步长α∈ (0,1]满足(x(α),s(α),y(α))∈F0,且μ(α)∶=eT(x(α)s(α)-w)/n<μ.
注1 特别地,当w=0时,问题(1)为经典的单调线性互补问题,由(2)式定义的中心路径即为经典的

中心路径,此时,在严格可行域的定义中,条件xs>w 可由x >0和s>0得到,上面的迭代过程即为经典

的路径跟踪算法(参见文献[10-11]).
下面给出一个在算法的理论分析中起到重要作用的性质.
性质1 设 (x,s,y)∈F0 迭代方向(Δx,Δs,Δy)是下面方程组的解,

xΔs+sΔx=r,

PΔx+QΔs+RΔy=0,{ (5)

若ΔxTΔs⩾0,且r>-(xs-w),则对任意的α ∈ [0,1],有μ(α)>0;并且,若存在􀭵α∈ (0,1],使得

x(􀭵α)s(􀭵α)>w,则对任意α∈ [0,􀭵α],都有(x(α),s(α),y(α))∈F0.
证明 由μ(α)=eT[(x+αΔx)(s+αΔs)-w]/n=eT[xs-w+αr+α2ΔxΔs]/n可得μ(0)=μ>

0,且当0<α⩽1时,
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μ(α)=eT[(xs-w)+αr]/n+α2ΔxTΔs/n>eT[(xs-w)-
α(xs-w)]/n=(1-α)eT(xs-w)/n⩾0 (6)

其中,第一个不等号由ΔxTΔs⩾0,0<α⩽1及r>-(xs-w)得到.

由x(􀭵α)s(􀭵α)=xs+􀭵αr+􀭵α2ΔxΔs得ΔxΔs=
1
􀭵α2
(x(􀭵α)s(􀭵α)-xs-􀭵αr).当0<α⩽􀭵α时,有

x(α)s(α)-w=xs+αr+α2ΔxΔs-w=xs-w+αr+(α/􀭵α2)(x(􀭵α)s(􀭵α)-xs-􀭵αr)>
xs-w+(α-α2/􀭵α)r-(α/􀭵α)2(xs-w)=[1-(α/􀭵α)2](xs-w)+α(1-α/􀭵α)r⩾
(1-α/􀭵α)(xs-w)-α(1-α/􀭵α)(xs-w)=(1-α)(1-α/􀭵α)(xs-w)⩾0,

其中,第1个不等式由x(􀭵α)s(􀭵α)>w 得到,第2个不等式由(α/􀭵α)2⩽α/􀭵α及r>-(xs-w)得到.因此,对

∀α ∈[0,􀭵α],有x(α)s(α)>w.又由x(0)>0,s(0)>0及连续性可知对任意的α∈[0,􀭵α],都有x(α)>
0,s(α)>0.故(x(α),s(α),y(α))∈F0.

在本文的算法中,采用的邻域为N(τ,β)邻域,迭代步长由下面的一维搜索得到

min
0⩽α⩽1

{eT(x(α)s(α)-w):(x(α),s(α),y(α))∈N(τ,β)}. (7)

算法1(路径跟踪算法) 输入:精度ε>0.初始点(x0,s0,y0)∈N(τ,β).置k∶=0.
步骤1 若eT(xksk -w)⩽ε则停.
步骤2 由线性方程组(4)式计算迭代方向 (Δxk,Δsk,Δyk),由一维搜索(7)式计算步长αk ∈ (0,1].
步骤3 令 (xk+1,sk+1,yk+1)∶=(x(αk),s(αk),y(αk)),置k∶=k+1,转步骤1.
注2 在后面的理论分析中,可以证明,当取适当参数时,μ(α)上[0,1]严格单调递减,且存在􀭵α∈ (0,

1),使得对任意α∈ [0,􀭵α],都有(x(α),s(α),y(α))∈N(τ,β).则一维搜索(7)式可以等价的写成:

max{α∈ [0,1]∶(x(α),s(α),y(α))∈N(τ,β)}. (8)

3 算法的收敛性分析

引理1[12] 设u,v∈Pn,uTv⩾0,且u+v=r,则 ‖(uv)- ‖1 ⩽ ‖(uv)+ ‖1 ⩽
1
4‖r‖

2.

引理2 设 (x,s,y)∈N(τ,β),β⩽1/2,则 ‖(ΔxΔs)- ‖1 ⩽ ‖(ΔxΔs)+ ‖1 ⩽ (βτ+n)μ/4.
证明 在方程(4)式的第1个等式两边同乘以(xs)-1/2得

x-1/2s1/2Δx+x1/2s-1/2Δs=(xs)-1/2[τμe-(xs-w)].
记u=x-1/2s1/2Δx,v=x1/2s-1/2Δs,r=(xs)-1/2[τμe-(xs-w)],则u+v=r,且uTv⩾0.故由引理1得

‖(ΔxΔs)- ‖1 ⩽ ‖(ΔxΔs)+ ‖1 ⩽
1
4‖

(xs)-1/2[τμe-(xs-w)]‖2=(1/4)‖(xs)-1/2[τμe-

(xs-w)]++(xs)-1/2[τμe-(xs-w)]- ‖2=(1/4)[‖(xs)-1/2[τμe-(xs-w)]+ ‖2+

‖(xs)-1/2[τμe-(xs-w)]- ‖2]⩽ (1/4)[
‖[τμe-(xs-w)]+ ‖2

min(xisi-wi) +‖(xs-

w)-1/2[(xs-w)-τμe]+ ‖2]⩽ (1/4)[(βτμ)2/(1-β)τμ+‖(xs-
w)-1/2(xs-w)+ ‖2]=(1/4)((β2τμ)/(1-β)+nμ)⩽ (1/4)(βτμ+nμ), (9)

其中第2个不等式由 (x,s,y)∈N(τ,β)及关系式(3)式得到.
引理3 设 (x,s,y)∈N(τ,β),β⩽1/2,τ⩽1/3,则对任意的α∈ (0,1],有μ(α)<μ.
证明 由(6)式得

μ(α)=eT[(xs-w)+α(τμe-(xs-w))]/n+α2ΔxTΔs/n=μ+α(τμ-μ)+
α2

n ∑
n

i=1
ΔxiΔsi ⩽

μ+α(τ-1)μ+
α2

4n
(βτ+n)μ⩽μ-αμ[1-τ-(βτ+1)/4]=μ-αμ[3/4-τ-βτ/4]<μ,(10)

其中,第1个不等式由引理2得到,第2个不等式由α⩽1及n⩾1得到.
引理4 设 (x,s,y)∈N(τ,β),β⩽1/2,τ⩽1/3,则μ(α)在[0,1]上严格单调递减.
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证明 由(10)式得

μ'(α)=τμ-μ+
2α
n ∑

n

i=1
ΔxiΔsi ⩽-(1-τ)μ+

2α
n ×

1
4
(βτ+n)μ⩽

-μ[1-τ-(βτ+1)/2]=-μ[1/2-τ-βτ/2]<0, (11)
其中,第1个不等式由引理2得到,第2个不等式由α⩽1及n⩾1得到.

记h(α)=(xs-w)+α[τμe-(xs-w)],则

x(α)s(α)-w=h(α)+α2ΔxΔs, (12)
当 (x,s,y)∈F0 且α∈ [0,1]时,h(α)=(1-α)(xs-w)+ατμe>0.

引理5 设 (x,s,y)∈N(τ,β),若β⩽1/2及τ⩽1/3,则对任意的α∈ (0,1],有

‖(τμ(α)e-h(α))+ ‖ ⩽ (1-α)βτμ(α).
  证明 由性质1和引理3可知,0<μ(α)<μ ,因此

τμ(α)e-h(α)⩽τμ(α)e-μ(α)
μ

h(α)=μ(α)
μ
[τμe-h(α)]=(1-α)μ

(α)
μ
[τμe-(xs-w)],(13)

因此

‖(τμ(α)e-h(α))+ ‖ ⩽ (1-α)μ
(α)
μ
‖[τμe-(xs-w)]+ ‖ ⩽ (1-α)βτμ(α). (14)

  引理6[12] 对于u,v∈Pn,有三角不等式 ‖(u+v)+ ‖ ⩽ ‖u+ ‖+‖v+ ‖.
由引理6和(12)式可得

‖[τμ(α)e-(x(α)s(α)-w)]+ ‖=‖(τμ(α)e-h(α)-α2ΔxΔs)+ ‖ ⩽ ‖(τμ(α)e-h(α))+ ‖+
‖(-α2ΔxΔs)+ ‖=‖(τμ(α)e-h(α))+ ‖+α2‖(ΔxΔs)- ‖. (15)

  定理1 设 (x,s,y)∈N(τ,β),β⩽1/2,τ⩽1/3.则当α⩽4βτ/(n+5βτ)时,有
(x(α),s(α),y(α))∈N(τ,β).

  证明 由(15)式、引理2和引理5可得

‖[τμ(α)e-(x(α)s(α)-w)]+ ‖ ⩽ ‖(τμ(α)e-h(α))+ ‖+α2‖(ΔxΔs)- ‖ ⩽
(1-α)βτμ(α)+α2(βτ+n)μ/4=βτμ(α)-α[βτμ(α)-α(βτ+n)μ/4]. (16)

由(6)式得

βτμ(α)-α(βτ+n)μ/4⩾βτ(1-α)μ-α(βτ+n)μ/4=

βτμ-α(5βτ+n)μ/4⩾βτμ-
4βτμ
5βτ+n

·5βτ+n
4 =0, (17)

其中第2个不等式由α⩽4βτ/(n+5βτ)所得.因此 ‖[τμ(α)e-(x(α)s(α)-w)]+ ‖ ⩽βτμ(α).由关系

式(3)式可知x(α)s(α)-w ⩾ (1-β)τμ(α)>0,故由性质1可得(x(α),s(α),y(α))∈F0,进而得到

(x(α),s(α),y(α))∈N(τ,β).

定理2 设β⩽1/2,τ⩽1/3,则算法1至多迭代Onlne
T(x0s0-w)

ε
æ

è
ç

ö

ø
÷ 次后停止.

证明 记􀭵α=4βτ/(n+5βτ).由引理4,定理1及步长的计算公式(8)式得μ(α)⩽μ(􀭵α),故由(10)式可

得μ(α)⩽μ(􀭵α)⩽μ-􀭵αμ(3/4-τ-βτ/4)⩽ (1-3􀭵α/8)μ.因此迭代点满足

eT(xksk -w)⩽ (1-3􀭵α/8)eT(xk-1sk-1-w)⩽ (1-3􀭵α/8)keT(x0s0-w).
要使eT(xksk -w)⩽ε,只需要(1-e􀭵α/8)kgT(x0s0-w)⩽ε,即

klg(1-3􀭵α/8)+lg(eT(x0s0-w))⩽lgε.

由ln(1+t)⩽t,只需要-k3􀭵α8 ⩽lg
ε

eT(x0s0-w)
,从而得出

k⩾
8
3􀭵α
lg

eT(x0s0-w)
ε =

2n+10βτ
3βτ

lg
eT(x0s0-w)

ε .

由此即得算法的迭代界.
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4 结 论

本文研究了wCP的中心路径及其邻域,基于所定义的宽邻域提出了一个路径跟踪算法.不同于文献

[3-5]中采用的基于2-范数的窄邻域N2,本文算法使用更宽的邻域N(τ,β).给定邻域中一点为初始点,证
明了算法的O(nL)迭代复杂性.当wCP中的权向量w 为零向量时,该中心路径及其邻域和线性互补问题中

的定义相同,该算法即为求解线性互补问题的宽邻域路径跟踪算法.本文研究的算法属于可行内点算法,要
求初始点属于给定邻域,这对于一般的wCP问题并不容易.如何设计和分析wCP的不可行内点算法,将是

一个有意义的研究方向.

参 考 文 献

[1] 韩继业,修乃华,戚厚铎.非线性互补理论与算法 [M].上海:上海科学技术出版社,2006.
[2] CottleRW,PangJ-S,StoneRE.TheLinearComplementarityProblem[M].Boston:AcademicPress,1992.
[3] PotraFA.Weightedcomplementarityproblems-anewparadigmforcomputingequilibria[J].SIAMJournalonOptimization,2012,

22(4):1634-1654.
[4] PotraFA.Sufficientweightedcomplementarityproblems[J].ComputationalOptimizationandApplications,2016,64:467-488.
[5] YeY.ApathtotheArrow-Debreucompetitivemarketequilibrium[J].MathematicalProgramming,2008,111(1/2):315-348.
[6] AnstreicherK.Interior-pointalgorithmsforageneralizationoflinearprogrammingandweightedcentering[J].OptimizationMethodsand

Software,2012,27(4/5):605-612.
[7] ZhangJ.AsmoothingNewtonalgorithmforweightedlinearcomplementarityproblem[J].OptimizationLetters,2016,10:499-509.
[8] KojimaM,MizunoS,YoshiseA.Aprimal-dualinteriorpointalgorithmforlinearprogramming[C]//MegiddoN,ed.ProgressinMathe-

maticalProgramming:InteriorPointandRelatedMethods.NewYork:Springer,1989:29-47.
[9] KojimaM,MizunoS,YoshiseA.Apolynomial-timealgorithmforaclassoflinearcomplementaryproblems[J].MathematicalProgram-

ming,1989,44:1-26.
[10] WrightSJ.Primal-DualInterior-PointMethods[M].Philadelphia:SIAM,1997.
[11] 刘长河,尚有林,李锦睿.基于一类新方向的宽邻域路径跟踪内点算法 [J].运筹学学报,2016,20:43-53.

[12] AiW,ZhangS.AnO(nL)iterationprimal-dualpathfollowingmethod,basedonwideneighborhoodsandlargeupdates,formonotone

LCP[J].SIAMJournalonOptimization,2005,16:400-417.

Path-followingalgorithmsformonotoneweightedcomplementarityproblems

HanPing,LiuChanghe,ShangYoulin

(SchoolofMathematicsandStatistics,HenanUniversityofScienceandTechnology,Luoyang471023,China)

Abstract:Weightedcomplementaryproblemisageneralizationofthelinearcomplementaryproblems,andhasimportant
applicationbackground.Inthispaper,weanalyzethecenterpathanditsneighborhoodforweightedcomplementarityproblems,

andproposeapath-followingalgorithmforthemonotoneweightedcomplementarityproblemsbasedonthenewdefinedneigh-
borhood.Givenapointinthisneighborhoodasthestartingpoint,weprovethattheiterationcomplexityofthisalgorithmis
O(nL).Whentheweightvectorisequaltozerovector,thecenterpathanditsneighborhoodaresamewiththedefinitioninlin-
earcomplementarityproblems,andouralgorithmbecomesthepath-followingalgorithmbasedonwideneighborhoodforlinear
complementarityproblem.

Keywords:monotoneweightedcomplementarityproblems;path-followingalgorithm;centralpath;wideneighborhood;
polynomialcomplexity
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