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关于量子态的真多体非局域性的一些研究
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摘 要:基于真多体纠缠态的定义和性质,引入了量子态真多体非局域性的定义,讨论了真多体非局域量子态

与真多体纠缠态的关系,给出了三类不能用来检测量子态真多体非局域性的测量集合.

关键词:真多体非局域性;真多体纠缠;量子态

中图分类号:O413.1 文献标志码:A

量子非定域性是量子力学有别于经典力学的本质特征,它是量子信息和量子计算的基础,具有深远的物

理意义,并且在密码学[1-2]、随机提取[3]和降低通信复杂[4]度等方面具有广泛应用.
在过去的30年中,关于两体情况下的贝尔非局域性的研究取得了一系列成果.GISIN等人[5-6]证明了

所有两体纠缠纯态都是贝尔非局域的;CAO等人[7]给出了两体态的贝尔非局域性的数学定义和刻画,证明

了所有贝尔局域态所构成的集合的凸性和闭性.但是,对于多体系统的非定域性所知甚少.
在多体情况下,非局域性比两体情况下显示出更加丰富和复杂的结构,这使得对多体非局域性相关的研

究和刻画更富有挑战性.多体非局域性的研究是由SVETLICHNY引入了真正的多体纠缠[8-10]和真正的多

体非局域性的概念,首次给出了三体情况下的真多体非局域性的定义(后文中简记为SVETLICHNY定义).
在之后的进一步工作中,SEEVINCK 和SVETLICHNY[11]以及 COLLINS等[12]分别将三体情况下的

SVETLICHNY定义推广到了n 体.但在后续的实际应用中发现,SVETLICHNY定义会导致一些操作问

题.文献[13-14]指出SVETLICHNY定义中的信号术语从物理角度(导致祖父型悖论)和操作角度来看都

是不一致的,并在文献[14]中基于无信号条件和测量的时间顺序分别给出了三体情况下的两种不同的真多

体非局域性的定义,并证明了它们与SVETLICHNY定义之间的包含关系.CHEN等[15]给出了一个联合概

率分布P(r1|M1)在所有可能的非局域关联都是无信号的条件下是真多体非局域的定义,并证明了所有的

n-qubit(n⩾3)置换对称真多体纠缠纯态都是真多体非局域的.ZHANG等[16]成功制备出世界上保真度

最高的6光子 Greenberger-Horne-Zeilinger(GHZ)态,并利用 GHZ论据验证了6光子 GHZ非局域性.
CONTRERAS-TEJADA等[17]基于真多体纠缠态的定义,类似地给出了真多体非局域性的定义,与文献[15]
类似,同时假设概率分布是无信号的,即对所有的xj≠x'j 和j,都有

∑
aj

PM({ai}i∈M,i≠j
,aj|{xi}i∈M,i≠j

,xj)=∑
aj

PM({ai}i∈M,i≠j
,aj|{xi}i∈M,i≠j

,x'j),

对PM 也有类似的情况.其他相关概念可参考文献[18-21].
本文是在CONTRERAS-TEJADA等[17]提出的真多体非局域性的定义的基础上展开的.在第2节中,

针对CONTRERAS-TEJADA等[17]提出的定义中存在的问题,在遵循文献[15,17]中无信号条件约束的情

况下,给出了更精确的真多体非局域性的数学定义;证明了两可分态都是真多体局域态,进而说明了真多体

非局域态都是真多体纠缠态.在第3节中,利用算子理论的方法,给出了三类不能用来检测量子态真多体非

局域性的测量集合.
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1 预备知识

设H 是一个有限维的复Hilbert空间,令B(H)表示 H 上所有有界线性算子构成的集合.量子态ρ用

H 上的密度算子表示,即迹为1的半正定算子,H 上的所有密度算子构成的集合记为D(H),S(H)表示H
上的所有纯态(单位向量)构成的集合.设n∈N且n⩾0,用[n]表示集合{1,2,…,n}.在一个n体量子系统

⊗
n

i=1
Hi=H1 ⊗H2 ⊗ … ⊗Hn 中,用 Mi={Mxi}mHi

xi=1 表示第i个量子系统Hi 上的一组POVM测量,其中

每一个POVM测量Mxi ={Mai|xi
}OHi
ai=1

满足∑
OHi

ai=1
Mai|xi =IHi

.复合量子系统⊗
n

i=1
Hi 上的一个测量集合记作

M1 ⊗M2 ⊗ … ⊗Mn ={Mx1 ⊗Mx2 ⊗ … ⊗Mxn:xi=1,2,…,mHi
},

其中,

Mx1 ⊗Mx2 ⊗ … ⊗Mxn ={Ma1|x1 ⊗Ma2|x2 ⊗ … ⊗Man|xn
:ai=1,2,…,OHi

}.

2 真多体非局域性的定义

定义1 设A 为给定的非空集合,T= {T1,T2,…,Tk},其中Ti(i=1,2,…,k)为A的非空子集且∪
k

i=1
Ti=

A,则称T是集合A 的一个覆盖.若T={T1,T2,…,Tk}为集合A 的一个覆盖且对任意的Ti,Tj ⊆A 满足

Ti ∩Tj =⌀(i≠j),则称T为A 的一个划分.

定义2[22] 设|ψ>∈S(⊗
n

i=1
Hi).若存在|ψTi

>∈S(HTi
)(i=1,2,…,k),使得

|ψ>=|ψT1
>⊗|ψT2

>⊗ … ⊗|ψTk
>, (1)

其中Ti∈T,T= {Ti}ki=1
(k⩾2)是[n]的一个k划分,Ti= {ji

1,ji
2,…,ji

ms
}⫋[n],HTi = Hji1 ⊗Hji2 ⊗…⊗

Hjims
且ji

1 <ji
2 < … <ji

ms
,则称|ψ>关于划分T是k可分的,并且称|ψ>是k可分的量子纯态.

定义3[22] 设ρ∈D(⊗
n

i=1
Hi).若存在k可分纯态|ψi>∈S(⊗

n

i=1
Hi),使得

ρ=∑
i=1

qi|ψi><ψi|, (2)

其中|ψi>可以是不同划分下的k可分纯态且0⩽qi⩽1,∑
i
qi=1,则称ρ是k可分的.若ρ是n可分的(即

k=n),则称ρ 是完全可分的或全可分的,简称ρ 是可分态.
注1 1)若ρ 是可分态,则ρ 一定是两可分的;若ρ 是两可分的,则ρ 不一定是可分的.
2)两可分的混合态不需要相对于Hilbert空间的任何特定划分是可分的.

定义4[9-10] 设ρ∈D(⊗
n

i=1
Hi).若ρ 不是两可分的,则称态ρ是一个真多体纠缠的(GenuinelyMulti-

partiteEntangled,GME),简称GME态.

由上面的定义可知,|GHZ>=
1
2
(|000>+|111>)和|W>=

1
3
(|100>+|010>+|001>)都是GME态.

定义5 设ρ∈D(⊗
n

i=1
Hi),Mi={Mxi}(i=1,2,…,n)为第i个系统Hi 上的一组POVM测量,用

M1 ⊗M2 ⊗ … ⊗Mn ={Mx1 ⊗Mx2 ⊗ … ⊗Mxn:xi=1,2,…,mHi
}

表示复合系统 H1 ⊗H2 ⊗ … ⊗Hn 上的一个测量集合,其中

Mx1 ⊗Mx2 ⊗ … ⊗Mxn ={Ma1|x1 ⊗Ma2|x2 ⊗ … ⊗Man|xn
:ai=1,2,…,OHi

},

记P(a1a2…an|x1x2…xn)=Tr[(⊗
n

i=1
Mai|xi

)ρ].若

P(a1a2…an|x1x2…xn)=∑
T⫋[n]
∑
λ
qT(λ)PT({ai}i∈T|{xi}i∈T,λ)×PT({ai}i∈T |{xi}i∈T,λ),(3)
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其中T ≠ ⌀,T=[n]\T,T 与T 构成Hilbert空间⊗
n

i=1
Hi 的一个二划分,且对于任意的两个不同的二划分

T1 ⊂[n]和T2 ⊂ [n],有T1≠T2,T2≠T1,而且对于任意λ,0⩽qT(λ)⩽1,∑
T⫋[n]
∑
λ
qT(λ)=1,则称ρ

关于测量 M1⊗M2⊗…⊗Mn 是真多体局域的,并称ρ关于测量M1⊗M2⊗…⊗Mn 是一个GML(Genuine

MultipartiteLocal,GML)态.否则,称态ρ∈D(⊗
n

i=1
Hi)关于测量 M1⊗M2⊗ … ⊗Mn 是真多体非局域态,

简称是GMNL(GenuineMultipartiteNonlocal,GMNL)态.若对每一组测量M1⊗M2⊗…⊗Mn 都有式(3)

成立,则称ρ∈D(⊗
n

i=1
Hi)是一个GML态.若存在一组测量 M1 ⊗M2⊗ … ⊗Mn 使得ρ 关于这组测量不是

GML态,则称态ρ∈D(⊗
n

i=1
Hi)是一个GMNL态.

下面用 GML({Mi}ni=1
)表 示 关 于 测 量 M1 ⊗ M2 ⊗ … ⊗ Mn 是 GML 的 所 有 态 所 构 成 的 集 合,

GMNL({Mi}ni=1
)表示关于测量 M1 ⊗M2 ⊗ … ⊗Mn 是GMNL的所有态所构成的集合;GML(⊗

n

i=1
Hi)表示

n 体系 统⊗
n

i=1
Hi 中所有GML态所构成的集合,GMNL(⊗

n

i=1
Hi)表示n体系统⊗

n

i=1
Hi 中所有GMNL态所构成的

集合.由定义可知:

GML(⊗
n

i=1
Hi)= ∩

{Mi}
n
i=1

GML({Mi}ni=1
),GMNL(⊗

n

i=1
Hi)= ∪

{Mi}
n
i=1

GMNL({Mi}
n
i=1
).

  定理1 每一个两可分态都是GML态.

证明 设|ψ>∈S(⊗
n

i=1
Hi).若|ψ>是两可分的,则存在|ψT>∈S(HT),|ψT>∈S(HT)使得

|ψ>=|ψT>⊗|ψT>

其中T={T={j1,j2,…,jk},T={jk+1,jk+2,…,jn}}是一个确定的二划分.此时|ψ>所对应的密度矩阵为

ρ=|ψ><ψ|=|ψT>|ψT><ψT|<ψT |=ρT ⊗ρT,对每一组测量 M1 ⊗M2 ⊗ … ⊗Mn,有

P(a1a2…an|x1x2…xn)=Tr[(⊗
n

i=1
Mai|xi

)ρ]=Tr[(⊗
n

i=1
Mai|xi

)(ρT ⊗ρT)]=

Tr[(⊗
jk

i=j1
Mai|xi

)i∈TρT]Tr[(⊗
jn

i=jk+1
Mai|xi

)i∈TρT]=PT({ai}i∈T|{xi}i∈T)×PT({ai}i∈T |{xi}i∈T),

由定义5可知|ψ>是GML的.
下证两可分的混合态的情况.

设ρ=D(⊗
n

i=1
Hi).由定义3可知,若ρ是两可分的,则ρ=∑

i=1
qi|ψi><ψi|.因为|ψj>∈{|ψi>}可以是

相对于不同划分的两可分纯态,所以根据|ψj>所属的不同划分,对{|ψi>}中的元素重新标号,记作

{{|ψ(λ,T)>}
rT
λ=1
}T∈{Tt}mt=1

,其中{Tt}mt=1表示{|ψi>}中所有元素所属的二划分构成的集合,T={T={j1,j2,…,

jk},T={jk+1,jk+2,…,jn}},rT 表示取自划分T的|ψi>的个数,则上式可以改写为

ρ= ∑
T∈{Tt}

m
t=1
∑
rT

λ
qTt
(λ)|ψ(λ,T)><ψ(λ,T)|=∑

T⫋[n]
∑
rT

λ
qT(λ)|ψλ>T|ψλ>T<ψλ|T<ψλ|T =

∑
T⫋[n]
∑
rT

λ
qT(λ)|ψλ>T<ψλ|T ⊗|ψλ>T<ψλ|T =∑

T⫋[n]
∑
rT

λ
qT(λ)ρ(T,λ)⊗ρT,λ,

其中qT(λ)=qT(λ),rT=rT,则 ∑
T∈{Tt}

m
t=1
∑
rT

λ
qT(λ)= ∑

T⫋[n]
∑
rT

λ
qT(λ)=1.对每一组测量M1⊗M2⊗…⊗Mn 有

P(a1a2…an|x1x2…xn)=Tr[(⊗
n

i=1
Mai|xi

)ρ]=Tr[(⊗
n

i=1
Mai|xi

)∑
T⫋[n]
∑
rT

λ
qT(λ)ρ(T,λ)⊗ρ(T,λ)]= ∑

T⫋[n]
∑
rT

λ
qT(λ)

Tr[(⊗
n

i=1
Mai|xi

)(ρ(T,λ)⊗ρ(T,λ))]=∑
T⫋[n]
∑
rT

λ
qT(λ)Tr[(⊗

jk

i=j1
Mai|xi

)i∈Tρ(T,λ)]Tr[(⊗
jn

i=jk+1
Mai|xi

)i∈Tρ(T,λ)]=

∑
T⫋[n]
∑
rT

λ
qT(λ)PT({ai}i∈T|{xi}i∈T)×PT({ai}i∈T |{xi}i∈T),
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由定义5知,ρ=D(⊗
n

i=1
Hi)是GML态.这就证明了每一个两可分态都是GML态.证毕.

注2 因为每一个两可分态都是GML态,所以GMNL态一定是GME态.

3 三类不能用来检测真多体非局域性的测量集合

对于复合量子系统 HA ⊗HB ⊗HC 中的量子态ρ
ABC ∈D(HA ⊗HB ⊗HC),下面给出了三类不能用

来检测真多体非局域性的测量集合.
定理2 设 MA ={Ma}OA

a=1
、MB ={Mb}OB

b=1
、MC ={Mc}OC

c=1 分别是量子系统 HA、HB、HC 上的一个

POVM测量,则对任意的态ρ
ABC ∈D(HA ⊗HB ⊗HC)关于测量组合MA ⊗MB ⊗MC 都是GML态.

证明 对于任意的ρ
ABC ∈D(HA ⊗HB ⊗HC),有

Tr[(Ma ⊗Mb ⊗Mc)ρ
ABC]=Tr[((∑

OA

i=1
δi,aM

i
A)⊗ (∑

OB

j=1
δj,bM

j
B)⊗ (∑

OC

k=1
δk,cM

k
C))ρ

ABC]=

∑
OA

i=1
∑
OB

j=1
∑
OC

k=1
δi,aδj,bδk,cTr[(Mi

A ⊗Mj
B ⊗Mk

C)ρ
ABC].

定义双射f:[OA]×[OB]×[OC]→ [OAOBOC],且

qλ∶=Tr[(Mi
A ⊗Mj

B ⊗Mk
C)ρ

ABC],PA(a|MA,λ)∶=δi,a,PBC(bc|MBMC,λ)∶=δj,bδk,c,

其中λ=f(i,j,k),且 ∑
OAOBOC

λ
qλ=1,∑

OA

a=1
PA(a|MA,λ)=1,∑

OB

b=1
∑
OC

c=1
PBC(bc|MBMC,λ)=1.因此对所有的a、

b、c有Tr[(Ma ⊗Mb ⊗Mc)ρ
ABC]= ∑

OAOBOC

λ
qλPA(a|MA,λ)PBC(bc|MBMC,λ),从而由定义5知,ρ

ABC 关

于测量MA ⊗MB ⊗MC 是一个GML态.证毕.
定义6[23] 设 MH ={{Mh|x

}OH
h=1
:x∈[mH]}⊂B(H)为量子系统H 上的一组POVM测量.若存在概

率分布{PH(h|x,λ)}OH
h=1 以及系统 H 上的一个POVM测量{Gλ}

t
λ=1
,使得

Mh|x =∑
t

λ=1
PH(h|x,λ)Gλ,∀h∈ [OH],x∈ [mH], (4)

则称 MH 是相容的(Compatible).
定理3 设 MA ={Mx}mA

x=1
、MB ={My}mB

y=1
、MC ={Mz}mC

z=1 分别为量子系统HA、HB、HC 上的一个相容

的POVM测量组合,其中Mx ={Ma|x}
OA
a=1
、My ={Mb|y}

OB
b=1
、Mz ={Mc|z}

OC
c=1
,则对任意的态ρ

ABC ∈D(HA

⊗HB ⊗HC)关于测量组合 MA ⊗MB ⊗MC 都是GML态.
证明 由于测量组合 MA、MB、MC 都是相容的,因此一定存系统HA 上的一个POVM测量X={Xk}rA

k=1

使得Ma|x =∑
rA

k=1
fA(a|x,k)Xk,∀a∈[OA],x ∈[mA],其中{fA(a|x,k)}OA

a=1 是关于每一个k∈[rA]

和x∈[mA]的概率分布.类似的,分别存在系统HB、HC 上的一个POVM测量Y={Yq}
rB
q=1和Z={Zh}rC

h=1

使得

Mb|y =∑
rB

q=1
fB(b|y,q)Yq,∀b∈ [OB],y∈ [mB],

Mc|z =∑
rC

h=1
fC(c|z,h)Zh,∀c∈ [OC],z∈ [mC],

从而 ∀ρ
ABC ∈D(HA ⊗HB ⊗HC),有

P(abc|xyz)=Tr[(Ma|x ⊗Mb|y ⊗Mc|z)ρ
ABC]=Tr[(∑

rA

k=1
fA(a|x,k)Xk ⊗∑

rB

q=1
fB(b|y,q)Yq ⊗

∑
rC

h=1
fC(c|z,h)Zh)ρ

ABC]=∑
rA

k=1
∑
rB

q=1
∑
rC

h=1
fA(a|x,k)fB(b|y,q)fC(c|z,h)Tr[(Xk ⊗Yq ⊗Zh)ρ

ABC].
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  定义双射f:[rA]×[rB]×[rC]→ [rArBrC],且

πλ∶=Tr[(Xk ⊗Yq ⊗Zh)ρ
ABC],PA(a|x,λ)∶=fA(a|x,k),PBC(bc|yz,λ)∶=
fB(b|y,q)fC(c|z,h),

其中λ=f(k,q,h),并且∑
rArBrC

λ
πλ =1,∑

OA

a=1
PA(a|x,λ)=1,∑

OB

b=1
∑
OC

c=1
PBC(bc|yz,λ)=1.因此对所有的x、y、

z、a、b、c有P(abc|xyz)= ∑
rArBrC

λ=1
πλPA(a|x,λ)PBC(bc|yz,λ).从而由定义5知,ρ

ABC 关于测量组合

MA ⊗MB ⊗MC 是一个GML态.证毕.
定理4 可交换的测量组合一定是相容的.
证明 设MA ={Mx}mA

x=1是量子系统HA 上的一个可交换的测量组合,其中Mx ={Ma|x}
OA
a=1.那么MA 满

足[Ma|x,Ma'|x']=0,∀a,a'∈[OA],x,x'∈[mA],即存在HA 上的一组正规正交基{|ei>}dA
i=1使得测量组

合 MA 中的所有算子Ma|x(x ∈ [mA],a∈ [OA])在这组基下可同时对角化.所以,对 MA 中的每一个算子

Ma|x 有

Ma|x =∑
dA

i=1
ca|x

i |ei><ei|,∀x∈ [mA],a∈ [OA],

其中ca|x
i 是Ma|x 的特征值.因此ca|x

i ⩾0且∑
OA

a=1
ca|x

i =∑
OA

a=1

<ei|Ma|x|ei>=<ei|ei>=1,∀x ∈[mA],i∈

[dA].因为{|ei><ei|}
dA
i=1 是系统 HA 上的一个POVM测量(事实上是一个投影测量),所以由定义6可知,

MA 是系统HA 上的一个相容的测量组合.证毕.
结合定理3和定理4就有下面这个结论:
定理5 设 MA ={Mx}mA

x=1
、MB ={My}mB

y=1
、MC ={Mz}mC

z=1 分别为量子系统HA、HB、HC 上的一个可交

换的测量组合,其中 Mx ={Ma|x}
OA
a=1
、My ={Mb|y}

OB
b=1
、Mz ={Mc|z}

OC
c=1
,则对任意的态ρ

ABC ∈D(HA ⊗
HB ⊗HC)关于测量组合 MA ⊗MB ⊗MC 都是GML态.

定理2、定理3和定理4说明单个的POVM 测量所组成的测量组合、相容的测量所组成的测量组合和

可交换的测量所组成的测量组合不能用来检测量子态的GMNL性,在这样的测量下,所有的多体态都表现

出GML性.

4 结 论

本文主要基于真多体纠缠态的定义,给出了真多体非局域性的数学定义,证明了两可分态都是真多体局

域态,进而说明了真多体非局域态都是真多体纠缠态.还证明了单个的POVM测量所组成的测量集合、相容

的测量所组成的测量集合以及可交换的测量所组成的测量集合不能用来检测量子态的真多体非局域性质.
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Researchesongenuinemultipartitenonlocalityofquantumstates

ChenZhengli,ChengJinglin

(SchoolofMathematicsandStatistics,ShaanxiNormalUniversity,Xi'an710119,China)

Abstract:Basedonthedefinitionandpropertiesofgenuinemultipartiteentanglement,weintroducethedefinitionofgen-
uinemultipartitenonlocalityofquantumstates.Thenwediscusstherelationshipbetweenthegenuinemultipartitenonlocality
andthegenuinemultipartiteentanglementofquantumstates.Atthesametime,wegivethreekindsofmeasurementsetswhich
cannotbeusedtodetectthegenuinemultipartitenonlocalityofquantumstates.
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