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媒体报道下的一类SIS传染病模型的动力学行为研究

郭文娟、 张启敏1>2
(1.北方民族大学数学与信息科学学院，银 川 750021;2.宁夏大学数学统计学院，银 川 750021)

摘 要 ：讨论了一类基于媒体报道下的S IS传染病模型的动力学行为.该模型存在两个平衡点即一个无病平 

衡点和一个地方病平衡点.给出了控制疾病持久与灭绝的临界值i?。，当 吣 <  1 时，无病平衡点是全局渐近稳定的， 

意味着疾病是灭绝的；另一方面，当只。>  1 时，地方病平衡点是全局渐近稳定的，也即疾病是持久的.最后通过数值 

算例对本文的结论进行了验证.
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传染病和流行病给人们的生活，社会和经济发展带来了很大的危害.越来越引起了生物数学和疾病预防 

等工作者的重视，并取得了大量的研究成果.考虑如下古典的S IS传染病模型[1]:

rdS O )
At = A  一 f jS  一 j3SI +  y l ,

dJ⑴
At = ( S I — (" +  y)i"，

( 1 )

其中 A # ，/?，y 都是正的常数，S〇)，JO )分别表示 f 时刻易感者和感染者的数量，A 是易感者的补充率# 是人 

口的自然死亡率，是疾病的传染率系数，y 是感染者的恢复率.模型（1 )的动力学行为完全由基本再生数K。 

控制[2]，当 K 。< 1 时，无病平衡点是全局渐近稳定的；当 J?。> 1 时，无病平衡点仍然存在而且还存在唯一一 

个地方病平衡点是全局渐近稳定的.

当一个地区出现流行病时，媒体报道首先成为一个快速的并且是及时的控制流行病转移和传播的方法， 

也就是通过媒体报道告诉人们它的传播途径，从而减少人与人之间的接触率，达到有效控制疾病传播的目 

的.这一点在前几年的S A R S和 A ID S 中 已 得 到 证 实 .因 此 ，许多学者都在研究关于媒体报道对流行病 

传播过程的影响[6̂ 9].在模型（1)中，疾病的传染率系数是一个常数，而在现实意义下，疾病的传染率由于 

媒体报道的因素是会减小的[8].所以可将疾病的传染率表示为媒体报道的函数，即 / ? =译一择/(■0，那么

模型（1)表示为:

rdS O )
At

— A  — fj.S — (^i — j32f  ( I ) ) S I  y l  y

' d ie t ) 

dt = (/?i — f  (.1)) SI  — ( "  +  y ) J ，

( 2)

其中择是自然接触率，/?2/(7)是受疾病影响而减少的接触率.因为每个人不可避免与他人的接触，所以假设 

译 >/?2•函数/(■0 满足：（H 1) /(0) =  0，/(7) > 0  且}im /(J) =  1 •模型（2)的状态空间为X e R^ =  {(S ， 

I )-.S > 0 , I > 0 } .

模型（2)是在模型（1)的基础上考虑了媒体报道对疾病的影响，并且证明了 i ?。=  1 的情形，即当 i ?。=  1
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时，无病平衡点E。=  (4,0)仍然是全局渐近稳定的.本文的主要目的首先讨论模型（2)平衡点的存在条件，
I上

然后在平衡点存在的情况下讨论其全局渐近稳定性，从而得知疾病的灭绝与持久是由基本再生数控制的.最 

后又通过数值模拟对本文的结果进行了验证.本文是对模型（1)结论的拓展与完善.

1 平衡点的存在性和基本再生数

(S % r ) 的存在性，E * =  (S % r ) 由如下的方程组确定：

r A - ^ *  -  (/?!- p2f ( . r  ))s * r  + 7r  =  o , 

{(/?! -/?2/ a * ))s * r  -  (^ +  y)j * =  〇,

通过解方程组（3)可得

和

U +  7
P i — P z f  (.1* )

令

因为 F (7)是减函数，且

A — fJL M + 7

P i —/32/(J "
0.

F  ⑴ := A  —"呙一丈/(D —

F (0) =  A ju(ju +  y ) _  Aj3 i —  fAfj. +  y )

(3)

(4)

(5)

" ( " +  y)「 Aj3 i
j3 i fAfj. +  y )

1] =  " (" +  y)CR0 1 ) .

所以，当 沁 >  1 时，F (J) 二 0 有唯一的正解 r ，即模型（2 )有唯一的地方病平衡点p 二 （s % _ r ). 

计算出模型（幻的基本再生数[K1]为

R 0
+  y ) ?

沁是一个控制疾病持久与灭绝的临界值.

设 N ⑴ 二 S⑴ + J⑴ ，将模型⑵中的两个方程相加可得

dN
dt — A — fjN  •

两边同时积分得

N( t )  =  ^  +  ( N( 0 )  -  — ) e ^ 1.
I上 I上

显然有

limJVCO =  lim S ( t) + \ im l ( t) = — ,
<—*•〇〇 L— ao l ^ - o o

即

S  +  I < ^ .

所以，可以在有界集

r =  {(s ’ d  e  x :〇< s +  k  含丨d

( 6)

(7)

( 8 )

中讨论模型（2)的动力学行为.
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2 无病平衡点的全局渐近稳定性

下面讨论无病平衡点E。的全局渐近稳定性.

定理 1 若 i ?。<  1，则模型（2 )的无病平衡点E。=  ( 1 ，0)是全局渐近稳定的.
!上

证 明 定 义 一 个 L y a p u n o v函数

v ( s j ) =  ^ ( s - ^ y + d i . 
z "

其 中 ^二 一 ，那么
!上

—— (S — —) (A — fiS — (^ i — j32f ( D ) y l ) - \~d(.(.j3 i — f  (J ) ) S I — { fj. +  7) J ) —— (S —

— ) (a  — f iS) — ( s  — —) (^1 — ̂ 2/  ( D ) s i  +  ( s  — —) 7/ +  ̂ (^1 — &  f  (j y ) s i  — dip. +  7) 1 .
!丄 ！丄 !上

又因为

(译 一 铃 / ( J ) ) S J  二 （译 一 铃 / ( J ) ) ( S  — 1 ) J  +  A ( 译 — 铃 /(_ 〇 ) / .
!上 !上

" ( S  — —)2 — (S — — )2 (^ i —卢2/( J ) )J  — (S — —  ) d( ( j3 i — P i f i J ) ) !  +  (S — — ) / J  +
!丄 ！丄 !上 !上

d(.(.j3 i — j32f (.I ) ) S I — difj. y ) I  —  — " ( S  — —)2 — (S — —)2 (^1 — j32f (.I ) ) I  — Sd((.j3 i —
!上 !上

j32f (.I ) ) I  +  — Q(( j3 i — j32f (.I ) ) I  +  (S — — ) y l  - \~d(.(.j3 i — j32f (.I ) ) S I — d(_/j. y ) I  —
!上 !上

— ( " + ( 译 - j 3 2f ( r ) ' ) r ) ( S - ^ ' ) 2 + A ( ^  ~ ^ f ( i y )  ~ ^  +  7)dI +  ( S - ^ ' ) y L
!丄 ！丄 !上

接下来考虑 A (译一译/(_0)—" ( " +  y)，又因为/(J) 二 / ( 0 ) + / ( 0 )  J +  〇(J) ，可得

A ( j3 i — j32f ( I ) )  — fJLifj. y ) —  Aj3 i — Aj3 2 (/(〇)+ / r (0)! +  〇(D ) — =

A(]i —部 2/’(〇) I  — A(]2〇( D  — "(" +  }0 ^  A(]i — "(" +  }0 —邱 2 f ’ 二

"(" +  >0( < y) -  1 ) - 却2 /’ (〇) J，

因此

^  < -  (/, +  (A - /? 2/ a ) ) J ) ( S - A ) 2 +  (^ +  y)(-R〇 - l ) g ：- A/?2/ (〇)dI 2 + ( S - ^ ' ) r I .  (9)fj. fj. fj.

当 i ?。<  1 时，由于 S ，J 非负，则（9)式是非正的，即f  <  0 ,当且仅当 s =  1 ，J =  0 时 ，f  =  0 成立.因此，
cU jj. cU

{(S ，j ) : |  =  0 } 的最大不变集是一个单点集{E。} .

当 i ?。=  1 时，

盖  < — ("+(/?! —/?2/(J))J ) (S  —貪)2 —部 2二(0)ffJ2 <  0, (10)

即当且仅当S =  f ，J = 0 时，1  =  0 . 由 L aS a lle不变原理[11_12]可知，模型（2)的任意解都收敛到B ，其中 

B C {(S ，J h S  =  A ，J =  0 }是模型（2 )的最大不变子集，即 B =  {E。}是一个单点集.因此，当 i ?。<  1 时，在
!上

有界集 r 中，E。是全局渐近稳定的.

a y
At
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3 地方病平衡点的全局渐近稳定性

(S % J > ) 是全局渐近稳定的，且 E。是不

下面讨论地方病平衡点的全局渐近稳定性.

定理 2 当 i ?。>  1 时，模型（2)有唯一的地方病平衡点 

稳定的.

证 明 将 E * 代人模型（2)的 Jacobian矩阵有

/]zf ’（I * ') (/』 +  7 )  I * —  —  j]2f  ( I * ))

A — 择 / ( I  * )

块/ ( J *  ) ( "  +  y ) F
A — 庳 / ( I * )

J (E * )

- — (/?1 — /?2 /( I  * ) ) I  * 

(/?! -/?2/ a *)) j *

J (E * ) 的特征多项式为 A2+ 6 U  +  62 = 0 , 其中 ̂  /?2/(J *))J * + /?2/〇(^ )〇(̂ | 7 ? r  > 0 ^ 2  =
p i  一  P2 /  W  )

^ / ( r  ) ( ^  +  r ) r  + ( ^ - ^ f ( r  ) 2) i n  ^  n
A -/?z/( r ) ^  •

由于 h  >〇 且 &  >〇,则 J (E * ) 的两个特征值的实部都非正，由 R outh-H u rw itz准则可知，E * 是局部渐近 

稳定的.

令 JV* = S * + r ，由（3)式可以得到

A =  fjN * ( j3 i — j32f  ( I * )) (JV* — I * ). ( 11)
接下来证明模型（2)的地方病平衡点E * 是全局渐近稳定的.

考虑一个 L y a p u n o v函数V  = 备 (S — S * + J — r )2+々（J — J * — J* l g 7̂ ) ，其中&是一个正常数•对

V 求导

^  =  (S - S * +  J - J * ) 牟 +  是7 — 宰 = (S - S * + J — J ” (A —， ）+々 J — ((译

p2f ( I .).)I ( N  — I .) — (" +  }0■〇 =  (S — S * +  J — J*)("S * — /jS  /A  * — fj.1) k ( I — 

J * )[(/?! —/?2/( J))(N — J) — (译一/?2/(J * ))(N * — J * )] = — " ( S  — S * )2 — 

2" ( S  —S *)(J — J * )—"(7— J *)2 + K J —:*)[(/?! —/?2/( J))(N — J) — (译一 

/?2/(J * ))(N — J) +  (择一/?2/(J * ))(N — D  — (择一/?2/( J * ))(N * — J* )] = — " ( S  — 

S *)2 — 2" ( S  — S * )(J — J *) — "(7— J * )2 — ̂ S2(J — J * )(N —D (/(J) — 

f i r  ) ) + k((]1 -/?2/ a * )>a -  j * )(j v - jv* ) - ^ ( ^  -/?2/ a * )>a -  j * )z.

由于/(■〇是一个增函数，且 n  >  j ，那么

— kj32( i  — r ) ( N  — D (f (i ) — f (r ) ) < o，N — r r = s  — s n  — r _

则

专 "(S — S *)2 — "(7— J *)2 +  轉 —/?2/(J *)) — 2" ) ( S  —S *)(J — J*)_

选取々= - ^ r( T* \，则 ̂  (/^l — ĵ 2 f (. I  ) ) — 2" =  0 ，因此
jii —  j i i j y i  )

^  i， ( s  -  s ' y  -  i i d  -  r  r  <  〇.

利用 LaS a lle渐近稳定定理[11_12]，可以得到模型⑵的地方病平衡点是全局渐近稳定的. 

当 i ?。>  1 时，模型（2)的 Jacobian矩阵为

「一"一 （译一择/(*0) J p2 f  (J ) S 1  —  (^ i —  j32f  ( I ) )  S  y -

_ ( j3 i — j32f (.I ) ) I  — j32f / (.I ) S I +  (^ i — j32f (.I ) ) S  — (" +  }0_

将 点 代 人 ，有
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- A ^  +  7 ~

J ( E 〇 ) = ^  ，

〇 —  —  (ju +  y )
_ p- _

它的特征值分别为一" <〇 ，A 4  — k  +  y) =  AA — " (// +  y) =  (// +  7)( , - D  =  (/, +  7)(^〇-1) >ju ju 十  Y)

OCR。>  1).因此，当 凡 >  1 时，无病平衡点E。是不稳定的.

4 数值算例

通过以下例子对给出的结论进行验证.选取一个满足条件(H 1)的函数/( I ) ，即

/ ⑴
171 +  I

模型(2)可表示为

dSO)
= A —  JuS —  (/?!

m +  I ) S I  +  y U

d ip )
df ^ 1 — h ) S I  —  W +  y ) I ，

( 12)

则模型(12)有一个无病平衡点E。=  ( 1 ，0)，和一个地方病 

平衡点 p  =  ( v  )cr。> 1)，

S *  _  ( / /  十  y ) ( 奶 十  r  )

— l^ (m  +  r  ) — 氏 r  ’
(13)

p  =  bn +  I " ) (A/3i —  ju(ju +  y ) ) — A/̂21 " 

f i( 仇 (m +  I * ) —  g2I * ) •

分别选取 A =  0.2，" =  0.08，/ i = 0 . 1 5，/?2 = 0 . 1 ，y =0.05, 

777 =  10，使得只。=2. 884 6 〉 1，计算得 E。=  (2. 500 0，0)，

) =  (0. 951 7，1.548 3).此时，选取不同的初 

值，S 和 I 最后都将趋于地方病平衡点E M 图 1(a))，这说明 

疾病是持久的；再分别选取A =  0. 2，" =  0. l ，/?i =  0. 1，体 =  

0• l ，y =  0• 1，7?7 =  10,使得只。= 1 ，计算得 E。=  (2. 000 0, 

0)，此时， 是不存在的，通过选取不同的初值，S 最后都将

趋于！ =  2. 000 0,而 I 逐渐趋于0(图 1(b))，即疾病灭绝；再

分别选取 A =  0.2，" = 0 . 1 5 ，/ i =  0.1，/?2 = 0 . 1 ，y = 0 . 1 ， 

7?7 =  10，使得只。= 0• 533 3 〈 1，计算得 E。=  (1. 333 3，0)， 

此时， 也是不存在的，且选取不同的初值，S 最后都将趋于

A  =  1.333 3,而 I 逐渐趋于0(图 1(c))，即疾病灭绝.

通过上述例子说明，无 病 平 衡 点 =  (4,〇)是恒存在

的，当 沁 >  1时，存在一个地方病平衡点是全局渐近稳定 

的，而 当 沁 <  1 时，疾病灭绝.

5 结 论

流行病的爆发给人们带来了巨大的损失和伤害，所以在
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本文中，讨论了一类确定性S IS 传染病模型的动力学行为；当基本再生数 i ?。<  1 时，疾病是灭绝的；当 i ?。>  

1 时，疾病是持久的.然而在现实生活中，流行病不可避免地受到随机因素的影响，所以下一步将要讨论随机 

扰动对模型（2)的影响.
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Dynamic Behavior of a SIS Epidemic Model with Media Coverage
Guo W enjuan1 , Zhang Q im in1,2

(1. School of Mathematics and Computer Science, Beifang University of Nationalities, Yinchuan 750021»China；

2. School of Mathematics and Statistics, Ningxia University, Yinchuan 750021,China)

Abstract ： This paper aims to study the dynamic behavior of a SIS epidemic model with media coverage. The model exist 

two equilibria： a disease-free and a unique endemic equilibrium. We show 尺0 can govern the extinction and persistence of the 

disease. If 1 , the disease-free equilibrium is globally asymptotically stable which means the disease will die out. The oth

er hand, i iR 0 ^>l , the endemic equilibrium is globally asymptotically stable which implies the persistence of the disease. Final

ly , a numerical example is given for verifying the theoretical result of this paper.

Keywords： epidemic model； media coverage； basic reproduction number； global asymptotic stable
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