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白 噪 声 驱 动 的 高 阶 K d V 型 方 程 的 C a u c h y 问 题
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摘 要 ：主要研究受白噪声驱动的高阶KdV型方程的Cauchy问题.通过在某些Bourgain空间中建立双线性 

估计、三线性估计，并利用 It6公式、BDG不等式和停时技巧，建立相应的局部适定性和整体适定性.这些技巧可以 

用以研究其他具有哈密顿结构的方程的局部适定性和整体适定性.
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本文主要研究白噪声驱动的高阶K d V 型方程

du(t) =   ̂— dZ"+1U (t) —dxu k +  <PdW(t) ,m(0) =  M〇 , (1)

其中 w，々 >  2 是整数，™〇) =  是 L2(R) 中一个柱形Wiener过程，它由L2(R) 中 标 准 正 交 基 I
d X  广 1

€ N } 和一个固定概率空间中的一列相互独立的实B row n运动 {ft | _; e  N }构成.少是从L 2(R) 到 仔 （R) 

上的一个Hilbert-Schmidt算子 . （1)式可以写成以下方程：

如 」⑴ +9|™+1M(f) dx(u (t ) ) k =  (p d，⑴ ,m(0) =  m〇. (2)

(2)式可看成是下面高阶K d V 型 方 程 在 随 机 项 少 的 扰 动 .

气⑴ + a|™+1M(f) -\- d x(u (t ) ) k =  0,u (0) =  u〇. (3)At
当 U  =  2 时，（3)式是 K d V 方程 . K d V 方程已经被很多学者研究，参见文献[1 一 15].从文献[12 —

13]的结论可以看出“ = 一 j 是 K d V 方程 Cauchy问题在 Sobolev空间中的适定性临界正则指标.借助于

方法和双线性估计，文献[7，14]证明了 K d V 方 程 在 中 是 整 体 适 定 的 .

当 „ =  i ，々 = 2时，（2)式是随机K d V 方程.通过运用 It6公式，B D G不等式和K d V 方程的哈密顿结构， 

在加法噪声情况下，文献[16]研究了随机K d V 方程在 H V R ) 中解的存在性和唯一性，以及具有乘法噪声情 

况时在L 2 (R) 中鞅解的存在性.更进一步地，借 助 Strichartz估计和修正的Bourgain空间，文献[17]得到了 

随机 K d V 方程在L 2(R) 中解的存在性.最近，受文献[17]启发，文献[18]研究了随机 Camassa-H olm方程 

的 Cauchy问题.

当 „ =  i ，々 = 3 时，（3)式是 m K d V方程.许多学者研究了 m K d V的 Cauchy问题，参见文献[19一24]及 

其文后的参考文献•在文献[25]中，了akaoka和 Tsutsumi证明了 m K d V方程的Cauchy问 题 在 ( D  (县<

 ̂ |  )中是局部适定的.通过使用修正的傅里叶变换限制方法，文献[22]证明了，当 s >  + 时 m K d V方程
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的 Cauchy问题在H SCT) 中是局部适定的，而且，在初值的一定假设条件下，局部适定的正则性指标可以放

宽到 s >  |  .最近，文献[26]证明了 m K d V方程的解映射在H SCT) ̂  <  0 中是不连续的.

受文献[16 —17]启发，本文考虑（1)式中《 e  N 且 《>  2 ，々 = 2 或 3 的情形.通过运用Sobolev空间和

Bourgain空间，证明当々 = 2 w + 吾 ，或 々 = 3 ， s 音 + 吾 时 ，对于初值m。（：r ，to) e  L 2 (f3; H S(R))，

⑴式是局部适定的.特别地，当 是 = 2，̂ =  0 或 是 = 3 ，̂ = 1 时 ，初值问题在H S(R) 中是整体适定的.

在给出主要结论之前先给出一些符号.用X 〜 Y 表示A : | X K | Y  K A 2 | X |，这里 A 2 > A : > 0.

用 X 》 Y 表 示 |X | > C |Y |，这里 C 是大于2 的整数.对于任意的6 e  R ，〈"  =  (l + f )f .，M表示《关 

于所有变量的傅里叶变换，，、 表示 m 关于所有变量的傅里叶逆变换，瓦m 表示 m 关于空间变量的傅里叶变 

换， 表示 M 关于空间变量的傅里叶逆变换，H S(R) 是 通 常 的 Sobolev空间，其 范 数 ||/|U S(R)=  

II〈6〉％ / II 4 ⑶ • 对 于 任 意 的 R ，X S,6(R2) 是 具 有 相 函 数 =  (— l )"+1f "+1 的 Bourgam空间•即，函

数 M € U R 2) 当且仅当 || M || x 6(r2) =  ||〈6〉s〈r —必（6)〉6，M(6，r) || P (R)々 R)〈 ⑵.s,b  r  f

对于给定的区间 1 ，又^(只父 1 )是 又 ^(纪 ）中所有函数《在]^父 1 上的限制，其范数是

II U || XubCRX,L') —  inf{ II U  || XStbCR2 ') I U  I RXL u } .

当 L 二 [0，T]，U R X L ) 缩写成 H
全文假定 二 （一 i :r +1 产+1.设 c i r )满 足 当 r e  [〇，i ] 时 0 三 i ;su p p 0 c [—1 ，2]. 

对于 (51 >  0，办⑴二 0(̂ /(5〇.记 (7 r +  (— l ) ^ 1 2̂̂ 1 j 〇k Tk (一 —— 1 ?2),

二 j  e1(碎+渺 ) , (f )d f，|| /  || 饮 二 （ j  ( j | /(：r ，r) |M：r ) f dr) + ,  || /  || 饮 二  || /  ||

假定 B (：r ，r)，r > 0， ：r e  R ，是一个零均值高斯过程，其协方差函数由下述公式给出：

E ( B ( t ，x )  B ( s ，y ) ) 二 （ t /\ s) ( x  /\ y ) ，\f t ， s >  0 ，x ， y 6  K.

对于 / ， g 6 L 2(R)，（/ ，g〇 表示 L 2(R) 的内积，即（/ ，g〇 二 f /〇r)g (：r)d：r. (~ ) ;eN 是 L 2(R) 的一个标
J r

准正交基.Ca，，，P ) 是一个具有滤族(哭）,>。的概率空间. £ ( « 二 f /icLP是 的 期 望 . 序 列 （ft.h eN是(仏少，
J n

P ，（艺W 上相互独立的布朗运动，（W 〇));>。是 L 2(R)上 关 于 滤 族 （晃）; > 。 的 一 个 柱 形 的 Wiener过 程 ， 

W ⑴ = i f t e , •对于一个Hilbert空间 H ，L〗（L 2(R)，H ) 是由 L 2(R) 到 H 的 Hilbert-Schmidt算子少的全
厂0

体组成的空间，其 范 数 是 II少||^a 2®,m =  ( D  I %  1 ^ 1/2. 当 H = 仔 （R) 时，记 L 〗 ’s =  L〗（L 2(R)，
SeN

汗 (R) ) .

定理 i 设 2 <  e  n ，々 = 2 ^ > — w +  l ,少 e  i4 ，s，m〇 e  1 2( ^ ;仔 （11) ) 在 中 可 测 • 则 对 a. e. w e

仏存在一个 l  > 0,使 得 Cauchy问题（1) 在[0，1 ]上存在唯一解M e 匚([0,7；] ;仔 （幻 ） ） n

定理 2 设 N J  =  2，S = 0 , 少e L r ，M。e P C m i ^ CR) )在％ 中可测•则 Cauchy 问题（1 )的 

解 M是整体存在的，且对任何：r >  〇， M e  1 2〇3;«[〇 ,7]汰 2〇1)).

定理 3 设 2 < w e N J  =  3w > — j  +  e P C A ^ CR))在％ 中可测•则对 a.e.

仏存在一个 I  > 0 使 得 Cauchy问题（1) 在[0，1 ]上存在唯一解M e  « [ 0，1 ];仔 （幻 ） ） n

定理 4 设 e  N 4  =  =  1，少e 以 ，1 ， 〜 e  ■L2([Q;H 1(R) )在％中可测.则 Cauchy问题（1 )的

解 M是整体存在的，且对任何：r >  〇， M e  1 2〇3;«[〇 ,7];仔〇〇).

本文其余内容安排如下:在第 1 节做出准备工作，建立一些基本估计;在第2 节建立双线和三线性估计； 

在第 3 节证明上述定理1 至定理4;在第 4 节做出回顾与展望.

1 预备工作

在这一节，建立一些基本估计，为主要定理的证明做准备 .
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引理 1 假设 0 e  [〇，i ] ， p =  2八 1 一仍，̂ =  4/0， y e  c ，

u 7( t ) u 0 ( x )  =  f e'«(f)+̂  i f e e )  i ^ ^ M 〇(e)de.J r
则存在常数 c >  〇 , ii u 阶 o ) M 。 ii <  c  i u 。 ii g ，v M。 e  U ( r ). 

引理 1 的证明参见文献[10].

引理2 令 6 =  | +〇 那 么

IU II <  C II M II X〇,^(i+() , 

W D ^ u W ^  < C \ \ u \ \  x〇i|6.

证 明 （4)式的证明参见文献[27]中的（2. 2).现在证明（5)式.令0 由引理1 得到

e'«(f)+̂  | f ( S )  \TSflU〇( 〇 A^
4

<  c |U „ || .

这里 I K 6) 1 =  1 6 l: I f (6) I =  c U  I2"—1 •所以

2 n -  1

ei(，Kf)+"f) | 6 |^ ^；M〇(6)d6 <  c |U „ || l2 .

由于 II /  II <  C II D狀 / II 4 ， y =  12二 + \ )  •所以

U ( t ) u 〇 || = C (师 +功）̂〇 ( e)dell < C || DID ]  ei(师 +功）̂
〇(e)dell

(4)

(5)

c || Jr e'W(f)+̂  i e î ^ ；M〇(e)de II ^  <  c n M 〇 n L^.

由（6)式，通过一个标准的证明，可以得到

由（7)式和 Plancherel恒等式 

作内插，可以得出

引理 2 证毕.

D ^ u  || 4  <  C  || m  || x〇>6.

|| M || = C || M || x〇i〇

\\ l^ < C \ \ u || x〇>i6.

引理3 设 6 二 |  +〇 0 <  s 算子尸通过其 Fourier变换定义为

有

,w2) ( f  , r )  =  II | 2?1— I 62 1 | ( f i  ?ri ) ^ w 2 (62 ?r2) dfi d n  .
r — r l + r 2

II r { u \  JU2) || <  C || W i  || X q n-\-l~\-2ns  ̂ II 仪2 II X 〇 n-\-l~\-2ns  ̂•
’ 2 n + \  ’ 2 n + \

引理 3 的证明参见文献[28]中的引理2. 1.

引 理 4 设 ^ ：> 1 / 2 , 0 < 6 < 1 / 2 , 0 < 了 < 1 ，则存在常数々2, 〇 0 使 得

\\U(»')u〇 II x l c <  k2 || w〇 || IIs ? V w〇 G H SCR) ,

II j V ( r - 5)/(5)d5 II zL <  CT1- 2̂ II /  II ZT_& , V /  G x j；,.

引理 4 的证明参见文献[17]中引理3. 1.

引理 5 设 5 e  1/2,0 <  K  1，中 e  以，％令汉二 £ l/(r 一 5)中dW(5).有

E ^ snp^WuW ^ ) < 3 8 T ||̂ ||

E ( || ^|| ^ ) < C ||̂ || i-.

类似于文献[17]中命题2. 1 中的证明，可以得到引理5.

( 6 )

(7)

( 8 ) 

(9)

( 10 )

( 11)

( 12)

(13)

(14)
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2 双线性估计和三线性估计

在这一节中，将建立双线性和三线性估计.首先建立如下双线性估计.

定理 5 假设 n >  2,0〈 e〈 48(2^ +  i ) j ~  n - \ - i m  <  s < 0  jb ̂
II dx(u1u2) II <  C II Wi II II u2 II  ̂Vwi ?w2 G X s 

证 明 仅仅需要证明 s 二 1

2e.则存在C 二 C(n) >  0 使得

(15)

^ +  I  +  4伐的情形.定义

=  { ^ , ) s { a , ) b , r , ) ,
为了证明（15 )式 ，利用对偶性，只需证明

| 6 I <6>5 I F  I I Fx I I F 2 I

{ a ) b {a1 ) b { ^ ) s {a2 ) b]r2
_rl+r2

1 , 2 , F ( 6 , r )  =  ( 〇 - s( a ) b̂ u Q , r ) .

d^ dndedr^  C II F II 4  II F, II 4  II F2 II 4 , (16)

不失一般性，假设 F >  〇，F, >  〇(j =  1，2).由 |色 I 和 I 各 I 之间的对称性，不失一般性，还可假设 

I 色 l>  I 各 I. 因而只需考虑上述不等式左边在下述区域的积分.

0 ,(6l ，T1 ，6, T) e  R 4 ，6 =  6l +  62，r =  Ti +  r2 ，| 6l I >  I 62 I

显然，D 可以分解为下述6 个不同子区域 = U 6D,，其中
j—i

仏 = {(6i ，t i，6，t) e  if3 ， I 62 1^1 61 1 ^ 1 6 }，

O 2 — { ( ^ i  ^Ti (E Q j I fi | I > 1 6 ,  I | I > 4  I |}»

^3 ~  {(.$1 ^Ti (E 〇： I 6z | < | 1 6 < | |  | < | 4  I 2̂ |}»

a  =  {(6!，n ，6，r) e  仏 16 62 K l  6! K  4 1 色 I，6!62 <  0,2 I

a  =  {(6 i ,e,r) e  f3,i 6 <162 l < l 61 l<  41 ei 1,6162 < 0,21 

a  =  {(6i ,e,r) e  n ,8< U z  l < l 6i l<  41 e2 I >  〇}.

把（16)式左端相应于区域A 上的积分分别表示为J , (1 6).令

I 6 I <6>! 〇rr -  1 ±

1 < 1  I) 

1 > 1  |}

K (fi , n  , $ , t ) ( a , ) 1〇' =  1,2)
F

J a ^ '

C
{ a ) b {a i ) b i a 2 )

i a ) b { ^ ) s i a 2 ) b { ^ )
下面依次估计子区域A 上的积分夂（1 6).

(1)子区域 f t :{|各 K l  f  K 16 |}.在这个子区域中，

(n +  1) +  ()

不等式、Plancherel恒等式、（4)式以及—— ^—— <  +  — 2f，得到
Z w 十丄 Z

^ < C L  〈ff〉d ” d6ldrid6dr< c  11， i k  1 1 1 1 <
r _ r l + r 2

因此，由 H6lder

C II /  II Ll II /! X 0,- )(++■) II /z II i  湖 (++■) <  C || F || L| || F, || 4  || F2 II L| .

(2)子区域认：{ I I >  4 I I ， I 色 I >  1}.在此子区域中， I，由于 — n，

因 此 桃 山 C 〈乂 6〉!〈ff2>6 < C  因 ◦ <  f ，由 H祝 e r不等式和引

理 2,得到

/ 2 <  c J r2 Jf- fl+f2 1 ei\ ^ y V 1y (Z ^ lF2 <  c  II ^  II II /  II 4  <  c  II f  || 4  || f , || 4  || f 2 II 4 .

" r l + r 2

(3)子区域 D3:{| &  K K I 右 匕 4  I 色}.在这个子区域中，

类似于乃的估计，有 乃 s e l l  F II 4  II R  II 4  II F 2 II

c
{ a ) b i a r Y  {a2 ) b
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(4)子区域辽：{ 1 < | 色 K I 色 1 2 4  |色 1，6石 <〇 ,2 I 6 K I 色 I}.由文献[27]中的（2. 17)，有

3 max{ | a | , | ffi | , | ffz \ ) ~> \ a — ai — ai 1 =  1 S2n+1 ^  6i"+1 — 6z"+1 I >

(2n +  l ) | 6 I I 6i I" I I".
因为在此子区域中 ， 6162 <  〇， 2 | f | <  | ，以 及 I 62 I <  I 6i I <  4 | |，所以有

\ 11 >  c 1 e 11 I 6i I ，\ t - S T  11 >  c 1 I %  \ t - S T  11 >  c 1

分下面三种情况来考虑：

( i )  1 (7 1 二 m a x {  I (7 I ， I &  I ， I (72 I } ，

( i i )  I 心 I 二 m a x {  I (7 I ， I 心 I ， I 内 I } ，

( i i i )  I 内 I =  n i a x {  I (7 I ， I 心 I ， I 内 I } .
情况(1) M  二 ma^ k l ， U  I ， U  |}.利用（17)式，得到

(17)

< C -
| 1 - b—^-(1-32f)— (1—32f)( 爸y s | ^  | - 3 D  | ^  | - 2s- 2rb

c
I y C i - 3 2 f) I 色  | u - +)

〈心” 〈 。 2 〉 6
(1—32f) I ^.n   ^2n | -̂- (1—32f)

<

( f f l } b(a 2 >b 一  {a1 ) b{a2 )
因此，利用引理2 和 Cauhcy-Schwarz不等式、H6lder不等式，注意到

晶 (I n - 晶 ) ( 1 ” < 1 -

得到

J 4 <  C
R2

I f
—代 ------ w w ------ 柢 dnd处 +  C j R2
_ r l + r 2

-̂ 1+̂2 / ^ b1 '̂2Kb^i dri df dr <
_ r l + r 2

〈心〉6〈心 〉 6

C I I F n : II f>  II - 〇, a - ^ K l +,> + C  II F  II 4  I T , - ,  II f ，W ^ < C \ \ F  || L | I I , - ,  II f ， II - 〇, a - ^ K | +„ 

c  II F  II 4  I T ： - ,  II / .  II X〇,| g l ( i+ «) <  C  II F  II 4  II F ,  II 4  II F 2 II 4 .
情况(ii) I &  I =  max{ I (7 I ， I &  I ， I &  I } .由（17)式 ，得到

KCe^ r^ ^ z) < C -
| l~b--^-(1—32f)〈芒〉  ̂ I ^  I y ( l —32f)

彳 、a ) b <  C

^  I y ( l - 3 2 f) I 色  | («— +  )(

kG2)b k a ) b <  C 色n — ̂ 2n I T ( 1  
" " " k o ) h

令

S — Si — — 62 ? r r. • r . — r?r 2 .r2 ，

(— D f ) 2 心 +  ( - l ) 〇 2 1 ，2,

=  F ( _ ^ z ) , F f 2 ( ^ 2 ,T f 2) =  F 2 (e2 ,r2).

则 ^ +  f’2 ' +  T’2 ，f/ 〇i y<y 1 — — <yy<y 2 _(72. 因此，

/, <  c  f  2 印 A  I l i(1— +
J r J {a 2) {<y 1)

r  r l + r 2

C \ 2C  [ ^ - ^ 2 F T lF>  d ^ d A c ^ d /.
J r J  ̂ t t {a 2) {<y 1)

类似于情况⑴的证明，得到乃 <  c  II 圹 II II F ' II II F % II <  C  II F  II 4  II II 4  II F 2 II 
情况(m ) I &  I =  m a x { I f f I ， U  I ， I f f 2 I } .该情况类似于情况（n ).

(5)子区域认：{ 1 < |各 K l 色 K 4 I &  I，6名 <〇, I &  K 2 I 6 l }.在此子区域中，有 I色 K 5 I &  K

I 6i I &  K l  6 K  5 I &  I，因此得到 <  C 161 r—;
( a ) b( a 1 ) b( a 2 ) b

依然分成前面的3 种情况G)〜（m)来考虑.

情况（i) I ff I =  max{ | f f |，Iff! |，| ff2 1}•由于 — w +  4w ，有

<  C -
1 -广 （2«+l)6

f  I

〈J 〈内 〉 ^ <
c

( ^ h W

r

1
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由 Cauchy-Schwarz不等式、Plancherel恒等式、Holder不等式，注 意 到 ” (善 +  e) < 善 一2〇有
Z n 十丄 Z Z

/ 4< c Jr2 Je-e1+e2 J J ^ ^ d T . d S d r ^ C  II F  || 4  || /, || || f 2 || <
r — r l + r 2

C  II f  II 4  II y ;  II x。'蟲 知  II / z  II x。'蟲 知  <  c  II f  II 4  II II 4  II f 2 II 4  _

情况(ii) I &  | 二 max{ | (7 |，| &  |，| &  | }.在这种情况，有

CI ^  I 1—s—(2n+l)6
K ( “ 祕  财

如同仏的情形（ii)，令

S — Si — — $2 jT — Ti ?r r ， r  2 .r2 ，

T + c- i r c ^ r z ^  +  c- i r c / , ) 2 1 ,2 ,
F ' ( ^  , z ' )  =  F 1(e1 , z 1) , F / 1(e /1 , z /1) =  F ( e ，r ) , F ，z (e，z , r ， z) =  F z (ez , r z) ,

则 6 ’ = 6 ’ 1 + 6 ’ 2 ，/ = / ! + / 2 ，( / = — ( ^ ，( / 1 = — 0 ，( / 2 = — 仍. 因此，由〇&1111。7 -3 £；11评& ^ 不等式、？1&11£；116161

恒等式、H6lder不等式、引理 1，注 意 到 +  < 6
Z n 十丄 Z

J4 < c Jr2 J^ - ^ 2 ^ y ^ y d e ，1dr，1de，dr，<  C || F7 ||

r - r \+ r 2
C  II F '  II Lj, II ^ r1 ( F ，1 ( a \ ) - b)

■ — 2f ，有

-(F\ 〈(A 〉—” II Ii I I 1 (f " 2〈心 〉 —w

x〇. f ^ ( i+ ^
c  || F ' II 4  ̂ II F \ II  ̂ II F \ II L?̂  <  c  II F  II 4  II F , II 4  II F 2 II 4 .i t  f -(r j f 2r 2 含 扛 含

情况（m) I ff2 I =  max{ | ff |，U  |，| ff2 | } .该情况类似于情况（n).

(6)子区域O s r U S l &  K l 色 12 4 |各 l ^ & ^ O}.在此区域中，I 色 K l  6 1 2 5  | &  1 2  5 |色 I，因

此 有 抓 〈上 ; ; : ，

类似于夂的证明，有 人 s e l l  F II 4  II R  II 4  II F 2 II 

将/^ (1 <  ; <  6 )的估计合并在一起，最终得到

)r2
- ^ K C e ^ n ^ . ^ F F . F z d ^ d n d e d r ^ C H F l l  4  II F i II 4  H ^  H 4 * ( 2 0 )

" r l + r 2

定理 5 证明完毕.

类似于定理5 的证明，可以得到下述三线性估计.

定理 6 假设 w> 2 , 0 < f<
1

48(2n +  l ) 2 4
夺 4  —2f_ 则存在 C =  C(n)

II a^C w jM zM s) II XSi_b <  C  II Mj II XSib II U2 II XSib II U3 II XSib »

3 定 理 1 至定理 4 的证明

在本节，将证明定理1 至定理4.

首先，把（1)式化为下面的等价积分方程

u ( t )  — U ( t ) u 〇 +  f U ( t  — s ) d x ( u2)As-\- f U ( t  — s)<PdW.
Jo Jo

令之〇)二 l/(r)w。，沒二 I I/O — 5)中dW，幻⑴二 w(r) —之〇)—沒.则求解（22)式等价于求解幻：

v ( t )  — J U ( t  一 s)d x ( v  z ( t )  u )2 ds.

定义映射 r 卜 G(t0 :

( 21)

( 22)

(23)

G ( v ) U ( t  — s ) d x ( v  z ( t )  -\~uYAs. (24)

n
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由引理4 和定理5,可以得出

G ( v )  II x l b <  II \ U ( t  —  s ) d x (v  +  z ( t )  - \-u)2As II xJs\b <

C T 1—2U  || 幻 t ( t )

U 〇

ip( —  ) u  || \ ^ b )  <

而且，

|| G( ^ ) - G(^) II < C T

CT1-26 

令

幻1 — 幻2 I I《 （I卜 1 I I〈

<p( —  ) u

V2 II xL

2

心）II圮

幻1 一幻2 I I〈 （ I I幻1 I I《 幻2 I I〈 U〇 || If +  || X s,B

R , . ‘ ( II || XSib U 〇 || +  2) z

=  mf{T > 0  |

(25)

(p( —  ) u  || xub ) ^  

>, (26)

(27)

(28)

由引理5,对于任意的0 <  了 <  1，可 以 得 出 ||， ，_  || &  <  C || &|| ^  <  C U )，此外，由于 6 二 音 一 〇

II %[。，一  II、 关于了连续.由（27)式可知 L  >  0, || %[。，一  || \ & 是 ，r- 可测的，所 以 L 是一个停时.结合 

(25)〜 （28)式推知，G 将 的 闭 单 位 球 B 二 b  e  I I M I心 <  1 } 映射到其自身，并且

|| G iv O  —G (v2) || xJ!b <  y   ̂Vl ~  Vz II XL ?t；i ?t；2 G B . (29)

C T L~Zb( II t ；

因此，G 有唯一的不动点r e B .相应地，（1)式在[0，T J 上 有 唯 一 解 定 理 1 剩下部分的证明，请读者参考 

文献[17,29]中的定理1.1.

证明定理2 之前，先研究（1)式的逼近问题，即下述频率截断的随机P D E方程

dum(t) =  l—dln+1u m—dx(u i ) ^ d t +  (pmd W(t),um(x ,0) ^  uQm(x ') ^  Pmu〇{x ) , (30)

这里 P mM„(：r) (30)式可以写成下面的形式：m
um — U (t)uQm — f S(r — r)widr \ U(t — r)^mdW(r). (31)

Jo Jo
类似于文献[29]中命题3. 1的证明，有引理6.

引理 6 设 s w +  | ，m。（工，(〇) e  L 2 (f3; H S(R)，m。是另)-可测的•对于每一个 to >  0，7" >  0 和 a. e.

w €仏 （31)式在 [0，T] 上存在唯一解 .

类似于文献[29]中的命题3. 2 的证明，利用 It6 公式、B D G不等式，有引理7.

引 理 7 设 5 = 0 ，对任何了。> 0 ，（31)式有解《„1，且解《„1在 £ 2〇3，1/°(0,7；汰2〇1)))中一致有界.更 

确切地说，对任何 m >  1 ，有

E ( sup || um || l O <  C(E ( || M 〇 \\l〇 , T 0 ,\\<P || °L：° ) .  (32)
!e[〇,T〇] x 2

由引理7 可知，存在子序列（仍 记 为 ^ )在 L 2〇3;L~ ( 0，T„;L2(R) ) )中 弱 * 收敛于一个函数众，而且

E ( sup | m || |2 ) <  C. (33)
ie[〇,T0]

记 Zm0) =  U W m。™ ，反m =  j  — r)也 dr,令 =  wm — zm —反m ，定义映射 Gm :

G m( v m) =  J U ( t  — z ) d  x ( v m-\-z m-\-um )2 A z , (34)

那么频率截断方程（30)等价于映射Gm& 不动点.令B =  {心|| M  || < 6< 1 } . 重复定理1 的证明过程，很容易 

验证，对任意满足不等式



河南师范大学学报（自然科学版) 2017 年

2CT1̂ 2b (2 +  || w〇m || L2 +  || ^16[〇,T]Mm || x0i6) z <  1 (35)

的 7 > 0 . 6 „ 1在_6上是压缩映射，令 凡 = sup |U ||h •那么E ( s u p  U I I ^ X C ,因此，推导出凡 <«=•
0<1<T〇 x 0<1<T〇 x

考 虑 氕 >  〇满足

2C T j -2b(2 +  || M〇 || l2 + R：/2 +  || Zi6[〇,t]M„ II x0iiy  <  1. (36)

那么对于任意的？w,可 以 得 出 II II g  <  II M〇 II g  , II II <  II II •由此可见，对于任

意的 m >  1，（35)式成立，所以 f  = 兑.此外，还可以得出氕<  l ，这里 l 是在定理1 的证明中得到解W 的 

存在时间.因此，对于任意的m，尺 满 足 （36)式 ，。̂ 在 又 ^中 是 压 缩 的 ，并且 G 在 X & 中也是压缩的.Gm， G 

的不动点€ 分别是（23)式、（31)式的唯一解.此外，、 在 中 收 敛 于 幻 .

利用引理6和引理 7可知，在 £ 2〇3;1^(0,7；汰2(幻））中 〜 — 《，根据文献[30]中定理4.3.2可得，对 

于任意的^ e  [〇，H m〇)= 众⑴•因此，可以得出

II u ( T J  || ^  <  suR || u \ \ h  =  Rw. (37)x ，e[〇，T] x
[氕 ，2氕]上构造一个解.再从M(2f j 开始，重复这一证明，可以知道，（1)式在[0，T。] 上存在唯一解.定理 

2 证明完毕.

类似于定理1 和 2 的证明，可以证得定理3 和定理4.

4 总结与展望

事实上，通过本文所使用的技巧，可以研究更一般的K d V 型的色散方程

Au(t) — [ —d2xn+1u (t) dl^ u i t ) —dx(u (t ) ) k^dt (p d W(t) ̂ u (O) — w〇, (38)

其中 WJ > 2 ，W 〇) =  ^  =  是 L 2(R) 中的一个柱形Wiener过程，{e, | _; e  N} 是 L 2(R) 中的标准
d X 厂1

正交基 ， {ft I _； € N}是一个固定概率空间中的一列相互独立的实Brown运动，少是从L 2(R) 到 H S(R) 上的 

一 个 HUbert-Schmult算子.另外，能不能使用高低频技巧和停时技巧证明在低正则性空间中证明上述方程 

有整体解是一个非常有意思的问题.文献[31 — 32]的工作说明，初值随机化的作用是出乎意料的 . Flandoli 

等[33]的工作以及文献[34 — 35]的工作说明噪声对方程的影响也是出乎意料的.
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The Cauchy Problem for Higher-Order KdV Equations Forced by White Noise
Li Yongsheng1 , Yan Wei2

(1. School of M athem atics, South China U niversity of T echnology, Guangzhou 510640, China；
2. School of M athem atics and Inform ation Science, H enan Normal University»X inxiang 45 3007 ,China)

Abstract： Th e  present paper is devoted to the study on the Cauchy problem for the higher-order K d V  type equations 

forced by white noises. By establishing bilinear and trilinear estimates in some Bourgain spaces, w e  prove the local well-posedn

ess and global well-posedness of corresponding problems. Th e  key ingredients that w e  used are bilinear/trilinear estimates, Ito 

formula and the B D G  inequality as well as the stopping time technique. Furthermore, the techniques used in this paper can be 

applied to study the local well-posedness and global well-posedness of other dispersive equations with Hamiltonian structure.

Keywords：Cauchy problem； Higher-order K d V  type equation； white noise；Ito formula； B D G  inequality； Stopping time 

technique

[责任编辑陈留院]


