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带非抢占优先权和可变服务率的离散工作休假排队
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摘　要：主要研究带非抢占优先权和可变服务率的离散工作休假排队系统模型．建立关于两类顾客数及系统

和服务台状态的四维离散马尔科夫链，并得到了转移概率矩阵．利用拟生灭过程和高斯赛德尔迭代法，给出了系统

的平稳分布和一些重要的性能指标．通过数值例子分析系统参数对性能指标的影响．构造两类顾客的利益函数分析

顾客的均衡行为，根据对社会利益的算例分析，得到了在一定范围内的最优到达率．
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非抢占优先权排队是排队论中的一个新颖的模型．两类顾客之间有优先权级别之分，在服务方面却并

无抢占性．这一特征成为应用在信息网络方面的一个热点．王红蔚等
［１］研究了具非抢占优先权的Ｍ／Ｍ／１排

队模型，得到了系统的平稳指标．Ｄｒｅｋｉｃ等
［２］研究了带抢占优先权的两类顾客的排队模型，模型中假定低优

先权顾客具有止步策略，得到了系统稳态下联合队长分布．赵国喜
［３］研究了 Ｍ／Ｍ／１延迟工作休假系统的均

衡策略，通过顾客期望逗留时间，得到了顾客的均阈值策略，并分析了不同参数对均衡策略的影响．张挺

等［４］将排队模型分别应用到了无线 Ｍｅｓｈ网络和感知无线电领域，进行了服务质量的研究．

田乃硕等［５］介绍并研究了几种不同的离散时间排队模型，利用文献［６－７］中所介绍的拟生灭过程和矩

阵解析方法，对排队模型进行了详细的研究，得到系统的性能指标的解析表达式．Ｚｈａｏ等
［８］利用高斯－赛德

尔迭代法解决了带有多个未知数的线性方程组的求解问题．Ｍｉｌｌｅｒ
［９］利用一种奇偶计算法来确定正在接受

服务的顾客类型，为非抢占优先权排队稳态分布的解决提供了帮助．Ｓｕｎ等
［１０］通过构造个人利益和社会利

益函数，分析了顾客的均衡行为并给出了利益的最优解．本文将对带非抢占优先权和可变服务率的离散工

作休假排队进行详细的研究．

１　模型描述

根据入口协议，假定本文系统为晚到有延迟的排队模型．在该系统中，有两类具有不同优先权级别的顾

客，分别为Ｉ类顾客和ＩＩ类顾客，其中Ｉ类顾客比ＩＩ类顾客具有更高级别的优先权．系统中只有一个服务

台，且一次只能服务一个顾客．带非抢占优先权的离散时间工作休假排队模型具体描述如下．

（１）假设每个顾客在时间间隙的末端 （狀－，狀）到达系统，两类顾客的到达时间间隔相互独立且分别服从

参数为λ１和λ２的几何分布：犘（犜１＝犼）＝λ１珔λ犼
－１
１ ，犼＝１，２，…，　犘（犜２＝犼）＝λ２珔λ犼

－１
２ ，犼＝１，２，…，其中珔λ１＝

１－λ１，珔λ２＝１－λ２，０＜λ１，λ２ ＜１．

（２）假设每个顾客服务的开始和结束都发生在时间间隙的首端 （狀，狀＋）．当系统处于正规忙期时，两类

顾客的服务时间相互独立且分别服从参数为μ１和μ２的几何分布：犘（犛１＝犼）＝μ１珔μ
犼－１
１ ，犼＝１，２，…，犘（犛２＝
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犼）＝μ２珔μ
犼－１
２ ，犼＝１，２，…，其中珔μ１＝１－μ１，珔μ２＝１－μ２，０＜μ１，μ２＜１．（３）当系统中没有顾客时，正规忙期

结束，系统进入随机长度犞的工作休假期，且服从参数为θ的几何分布．当系统处于工作休假期时，两类顾客

的服务时间相互独立且分别服从参数为μ１ν 和μ２ν 的几何分布：

犘（犞＝犼）＝θ珋θ犼
－１，犼＝１，２，…，　犘（犛１ν＝犼）＝μ１ν珔μ

犼－１
１ν ，犼＝１，２，…，　犘（狊２ν＝犼）＝μ２ν珔μ

犼－１
２ν ，犼＝１，２，…，

其中珋θ＝１－θ，珔μ１ν＝１－μ１ν，珔μ２ν＝１－μ２ν，０＜θ＜１，０＜μ１ν，μ２ν ＜１．

（４）在该排队模型中，假设Ｉ类顾客只有一个等待空间，ＩＩ类顾客的等待空间为犓（犓１）．区别于抢占

优先权，非抢占优先权规则下的高优先权顾客不具有抢占性．当Ｉ类顾客到达系统时，若服务台为空，该顾客

直接接受服务；若服务台正在为Ｉ类顾客服务，且Ｉ类顾客队列中已有一个Ｉ类顾客，则该顾客退出系统，否

则该顾客在Ｉ类顾客等待队列中等待服务；若服务台正在为ＩＩ类顾客服务，且Ｉ类顾客队列中已有一个Ｉ类

顾客，则该顾客退出系统，否则该顾客会在ＩＩ类顾客服务结束后立即接受服务．当ＩＩ类顾客到达系统时，若

服务台为空，该顾客直接接受服务；若服务台正在进行服务，且ＩＩ类顾客队列中顾客数不少于犓，则该顾客

退出系统，否则该顾客在ＩＩ类顾客等待队列队尾等待服务．若两类顾客同时到达系统，且服务台为空时，Ｉ类

顾客先接受服务．

（５）假设到达间隔、服务时间、休假时间都是相互独立的，并且服务规则为先到先服务（ＦＩＦＯ）．

２　模型分析

２．１　状态转移概率矩阵

令犔（狀＋）和犎（狀＋）分别表示在时隙分点狀＋ 时系统中ＩＩ类顾客和Ｉ类顾客的顾客数，在（狀，狀＋）服务完

成离去的顾客不计入其中．令犑狀 表示系统的状态，犛狀 表示服务台的状态，具体如下：

犑狀＝
０，时刻狀＋ 系统处于工作休假期，

１，时刻狀＋ 系统处于正规忙期．｛ 　犛狀＝
０，时刻狀＋ＩＩ类顾客正在接受服务，

１，时刻狀＋Ｉ类顾客正在接受服务．｛
｛（犔（狀＋），犎（狀＋），犑狀，犛狀），狀０｝是以Ω为状态空间的四维马尔科夫链（ＭＣ）．状态空间Ω 如下：Ω＝｛（０，

０，０，０）｝∪Ω０ ∪Ω１，其中Ω０＝｛（犾，犺，犼，０），１犾犓＋１，０犺１，犼＝０，１｝，Ω１＝｛（犾，犺，犼，１），０

犾犓，１犺２，犼＝０，１｝

在状态空间Ω中，状态（０，０，０，０）表示时刻狀＋时系统处于空闲；Ω０表示时刻狀
＋ 时系统中有犾个ＩＩ类顾

客，犺个Ｉ类顾客，且ＩＩ类顾客正在接受服务；Ω１ 表示时刻狀
＋ 时系统中有犾个ＩＩ类顾客，犺个Ｉ类顾客，且Ｉ

类顾客正在接受服务．

按照字典序对状态排序，系统的状态转移概率矩阵有如下分块形式：

犘＝

犃００ 犆０１

犅１０ 犃０ 犆０

犅０ 犃０ 犆０

  

犅０ 犃０ 犆０

犅０ 犃１ 犆１

犅１ 犃２

熿

燀

燄

燅

，

为了更加简便的表达上述矩阵，给出如下定义：

δ１ν＝珔λ１珔λ２珔μ１ν＋λ１
珔λ２μ１ν，δ１＝珔λ１珔λ２珔μ１＋λ１珔λ２μ１；　β３ν＝珔λ１珔λ２珔μ２ν＋λ１珔λ２珔μ２ν，β３＝珔λ１珔λ２珔μ２＋λ１珔λ２珔μ２；

δ２ν＝珔λ１珔λ２μ１ν＋λ１
珔λ２μ１ν，δ２＝珔λ１珔λ２μ１＋λ１珔λ２μ１；　β４ν＝珔λ１λ２μ２ν＋λ１λ２μ２ν，β４＝珔λ１λ２μ２＋λ１λ２μ２；

δ３ν＝珔λ１珔λ２珔μ１ν＋λ１
珔λ２珔μ１ν，δ３＝珔λ１珔λ２珔μ１＋λ１珔λ２珔μ１；　β５ν＝珔λ１λ２珔μ２ν＋λ１λ２珔μ２ν，β５＝珔λ１λ２珔μ２＋λ１λ２珔μ２；

δ４ν＝珔λ１λ２珔μ１ν＋λ１λ２μ１ν，δ４＝珔λ１λ２珔μ１＋λ１λ２μ１；　β６ν＝λ１珔λ２珔μ２ν＋λ１λ２珔μ２ν，β６＝λ１珔λ２珔μ２＋λ１λ２珔μ２；

δ５ν＝珔λ１λ２μ１ν＋λ１λ２μ１ν，δ５＝珔λ１λ２μ１＋λ１λ２μ１；　β７ν＝珔λ１珔λ２μ２ν＋珔λ１λ２μ２ν，β７＝珔λ１珔λ２μ２＋珔λ１λ２μ２；

δ６ν＝珔λ１λ２珔μ１ν＋λ１λ２珔μ１ν，δ６＝珔λ１λ２珔μ１＋λ１λ２珔μ１；　β８ν＝λ１珔λ２μ２ν＋λ１λ２μ２ν，β８＝λ１珔λ２μ２＋λ１λ２μ２；
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δ７ν＝珔λ１珔λ２μ１ν＋
珔λ１λ２μ１ν，δ７＝珔λ１珔λ２μ１＋珔λ１λ２μ１；　β９ν＝珔λ１珔λ２珔μ２ν＋珔λ１珔λ２珔μ２ν，β９＝珔λ１珔λ２珔μ２＋珔λ１λ２珔μ２；

δ８ν＝λ１珔λ２珔μ１ν＋λ１λ２珔μ１ν，δ８＝λ１珔λ２珔μ１＋λ１λ２珔μ１；　γ１ν＝δ１ν＋δ４ν，γ１＝δ１＋δ４；

β１ν＝
珔λ１珔λ２μ２ν＋λ１

珔λ２μ２ν，β１＝珔λ１珔λ２μ２＋λ１珔λ２μ２；　γ２ν＝δ２ν＋δ５ν，γ２＝δ２＋δ５；

β２ν＝
珔λ１珔λ２珔μ２ν＋

珔λ１λ２μ２ν，β２＝珔λ１珔λ２珔μ２＋珔λ１λ２μ２；　γ３ν＝δ３ν＋δ６ν，γ３＝δ３＋δ６．

从而矩阵犘的子块矩阵具体表示如下：

犃００＝

珔λ１珔λ２ λ１珔λ２珋θ λ１珔λ２θ

珔λ１珔λ２μ１ν δ１ν珋θ δ１νθ λ１珔λ２珔μ１ν
珋θ λ１珔λ２珔μ１νθ

珔λ１珔λ２μ１ ０ δ１ ０ λ１珔λ２珔μ１

０ δ２ν珋θ δ２νθ δ３ν珋θ δ３νθ

０ ０ δ２ ０ δ３

熿

燀

燄

燅

，犅１０＝

珔λ１珔λ２μ２ν λ１
珔λ２μ２ν

珋θ λ１珔λ２μ２νθ

珔λ１珔λ２μ２ ０ λ１珔λ２μ２ ０

０ β１ν
珋θ β１νθ

０ ０ β１

０ ０












熿

燀

燄

燅８×５

，

犆０１＝

珔λ１λ２珋θ 珔λ１λ２θ ０ ０ λ１λ２珋θ λ１λ２θ ０ ０

珔λ１λ２μ１ν
珋θ 珔λ１λ２μ１νθ ０ ０ δ４ν珋θ δ４νθ λ１λ２珔μ１ν

珋θ λ１λ２珔μ１νθ

０ 珔λ１λ２μ１ ０ ０ ０ δ４ ０ λ１λ２珔μ１

０ ０ ０ ０ δ５ν珋θ δ５νθ δ６ν珋θ δ６νθ

０ ０ ０ ０ ０ δ５ ０ δ６

熿

燀

燄

燅

，

犃０＝

β２ν
珋θ β２νθ λ１珔λ２珔μ２ν

珋θ λ１珔λ珔μ２νθ λ１λ２μ２ν
珋θ λ１λ２μ２νθ ０ ０

０ β２ ０ λ１珔λ２珔μ２ ０ λ１λ２μ２ ０ ０

０ ０ β３ν
珋θ β３νθ β４ν

珋θ β４νθ ０ ０

０ ０ ０ β３ ０ β４ ０ ０

珔λ１珔λ２μ１ν
珋θ 珔λ１珔λ２μ１νθ ０ ０ δ１ν珋θ δ１νθ λ１珔λ２珔μ１ν

珋θ λ１珔λ２珔μ１νθ

０ 珔λ１珔λ２μ１ ０ ０ ０ δ１ ０ λ１珔λ２珔μ１

０ ０ ０ ０ δ２ν珋θ δ２νθ δ３ν珋θ δ３νθ

０ ０ ０ ０ ０ δ２ ０ δ３

熿

燀

燄

燅

，

犆０＝

珔λ１λ２珔μ２ν
珋θ 珔λ１λ２珔μ２νθ λ１λ２珔μ２ν

珋θ λ１λ２珔μ２νθ ０ ０ ０ ０

０ 珔λ１λ２珔μ２ ０ λ１λ２珔μ２ ０ ０ ０ ０

０ ０ β５ν
珋θ β５νθ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ β５ ０ ０ ０ ０

珔λ１λ２μ１ν
珋θ 珔λ１λ２μ１νθ ０ ０ δ４ν珋θ δ４νθ λ１λ２珔μ１ν

珋θ λ１λ２珔μ１νθ

０ 珔λ１λ２μ１ ０ ０ ０ δ４ ０ λ１λ２珔μ１

０ ０ ０ ０ δ５ν珋θ δ５νθ δ６ν珋θ δ６νθ

０ ０ ０ ０ ０ δ５ ０ δ６

熿

燀

燄

燅

，

犅０＝

珔λ１珔λ２μ２ν
珋θ 珔λ１珔λ２μ２νθ ０ ０ λ１珔λ２μ２ν

珋θ λ１珔λ２μ２νθ ０ ０

０ 珔λ１珔λ２μ２ ０ ０ ０ λ１珔λ２μ２ ０ ０

０ ０ ０ ０ β１ν
珋θ β１νθ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ β１ ０ ０

０ ０












熿

燀

燄

燅８×８

，犃２＝

β９犮
珋θ β９犮θ β６犮

珋θ β６犮θ

０ β９ ０ β６

０ ０ 珔μ２犮
珋θ 珔μ２犮θ

０ ０ ０ 珔μ２

熿

燀

燄

燅

，
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犃１＝

β２ν
珋θ β２νθ λ１珔λ２珔μ２ν

珋θ λ１珔λ２珔μ２νθ λ１λ２μ２ν
珋θ λ１λ２μ２νθ ０ ０

０ β２ ０ λ１珔λ２珔μ２ ０ λ１λ２μ２ ０ ０

０ ０ β３ν
珋θ β３νθ β４ν

珋θ β４νθ ０ ０

０ ０ ０ β３ ０ β４ ０ ０

δ７ν珋θ δ７νθ ０ ０ γ１ν珋θ γ１νθ β６ν
珋θ β６νθ

０ δ７ ０ ０ ０ γ１ ０ β６

０ ０ ０ ０ γ２ν珋θ γ２νθ γ３ν珋θ γ３νθ

０ ０ ０ ０ ０ γ２ ０ γ３

熿

燀

燄

燅

，

犆１＝

珔λ１λ２珔μ２ν
珋θ 珔λ１λ２珔μ２νθ λ１λ２珔μ２ν

珋θ λ１λ２珔μ２νθ

０ 珔λ１λ２珔μ２ ０ λ１λ２珔μ２

０ ０ β５ν
珋θ β５νθ

０ ０ ０ β５

　　 　０ 　 　　０












熿

燀

燄

燅８×４

，犅１＝

β７犮
珋θ β７犮θ ０ ０ β８犮

珋θ β８犮θ ０ ０

０ β７ ０ ０ ０ β８ ０ ０

０ ０ ０ ０ μ２ν
珋θ μ２νθ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ μ２ ０ ０

熿

燀

燄

燅

．

２．２　系统稳态分析

根据拟生灭过程，得到了状态转移概率矩阵 犘．根据转移概率矩阵 犘 的结构，可以知道四维

ＭＣ｛（犔（狀＋），犎（狀＋），犑狀，犛狀），狀０｝是不可约、非周期、正常返的．系统稳态分布有以下形式：Π＝（π０，

π１，π２，…，π犓，π犓＋１），其 中 π０ ＝ （π０，０，０，０，π０，１，０，１，π０，１，１，１，π０，２，０，１，π０，２，１，１），π犾 ＝ （π犾，０，０，０，π犾，０，１，０，π犾，１，０，０，

π犾，１，１，０，π犾，１，０，１，π犾，１，１，１，π犾，２，０，１，π犾，２，１，１），１犾犓，π犓＋１＝（π犓＋１，０，０，０，π犓＋１，０，１，０，π犓＋１，１，０，０，π犓＋１，１，１，０），π犾，犺，犼，狊＝

ｌｉｍ
狀→∞
犘｛犔（狀＋）＝犾，犎（狀＋）＝犺，犑狀＝犼，犛狀＝狊｝，（犾，犺，犼，狊）∈Ω．

根据平衡方程及正规化条件
ΠΡ＝Π，

Π犲＝１，｛ 其中，犲为适当维数的全１列向量．可以得到含８犓＋９个未知数的线

性方程组．当ＩＩ类顾客的缓存空间犓确定后，公式中的未知数的个数为有限的，利用高斯赛德尔迭代法求解，

可以得到π犾，犺，犼，狊 的数值结果．从而可得到系统的性能指标．

２．３　性能指标

根据系统稳态队长分布表达式，可以得到系统的一些重要性能指标．

（１）Ｉ类顾客的平均队长为犈（犎）＝∑
２

犺＝０

犺犘（犎＝犺）＝∑
犓

犾＝０
∑
１

犼＝０

π犾，１，犼，１＋∑
犓＋１

犾＝１
∑
１

犼＝０

π犾，１，犼，０＋２∑
犓

犾＝０
∑
１

犼＝０

π犾，２，犼，１．

　　（２）ＩＩ类顾客的平均队长为犈（犔）＝∑
犓＋１

犾＝０

犾犘（犔＝犾）＝∑
犓

犾＝１

犾∑
２

犺＝１
∑
１

犼＝０

π犾，犺，犼，１＋∑
犓＋１

犾＝１

犾∑
１

犺＝０
∑
１

犼＝０

π犾，犺，犼，０．

　　（３）系统处于正规忙期的概率为犘犅 ＝∑
犓＋１

犾＝１
∑
１

犺＝０

π犾，犺，１，０＋∑
犓

犾＝０
∑
２

犺＝１

π犾，犺，１，１．

　　（４）服务台被Ｉ类顾客占用的概率为犘犎 ＝∑
犓

犾＝０
∑
２

犺＝１
∑
１

犼＝０

π犾，犺，犼，１．

３　数值例子

依据上述分析得到的系统性能指标，利用 Ｍａｔｌａｂ编程制图，分析系统性能指标随参数的变化趋势．在

图１～４中，假设犓＝５，λ１＝０．４，λ２＝０．１，μ１ν＝０．２，μ２ν＝０．１．

图１描述了Ｉ类顾客平均队长犈（犎）随服务率μ２和休假率θ变化的关系图．当μ２一定时，犈（犎）随着

θ的增大而减小．当θ一定时，犈（犎）也随着μ２的增大而减小．图２描述了ＩＩ类顾客平均队长犈（犔）随服务

率μ１ 和休假率θ变化的关系图．当μ１ 一定时，犈（犔）随着θ的增大而减小．当θ一定时，犈（犔）也随着μ１ 的

增大而减小．

图３描述了系统处于正规忙期的概率犘犅 随服务率μ１、休假率θ和到达率λ１变化的关系图．当μ１和θ一
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定时，犘犅 随着λ１的增大而增大．当θ和λ１一定时，犘犅 也随着μ１的增大而减小．当λ１和μ１一定时，犘犅 也随

着θ的增大而减小．图４描述了服务台被Ｉ类顾客占用的概率犘犎 随服务率μ２、休假率θ和到达率λ１变化的

关系图．当μ２和θ一定时，犘犎 随着λ１的增大而减小．当θ和λ１一定时，犘犎 也随着μ２的增大而增大．当λ１和

μ２ 一定时，犘犎 也随着θ的增大而增大．

４　纳什均衡和社会最优策略

本节将通过构造个人利益和社会利益函数，来分析两类顾客的均衡行为并得到ＩＩ类顾客的最优到达率．

假设Ｉ类顾客和ＩＩ类顾客服务结束后分别获得收益为犚１ 和犚２，在排队过程中单位时间产生的等待费用分

别为犆１ 和犆２．根据假设，定义Ｉ类顾客和ＩＩ类顾客从进入系统，到结束服务所获得个人利益分别为犅１ 和

犅２．则有：

犅１＝犚１－犆１犈（犠１），犅２＝犚２－犆２犈（犠２），

其中犈（犠１）＝
１

λ１∑
２

犺＝１

（犺－１）犘（犎 ＝犺），犈（犠２）＝
１

λ２∑
犓＋１

犾＝１

（犾－１）犘（犔＝犾）．

图５描述了当犚１＝１２，犆１＝６时Ｉ类顾客的个人利益犅１随到达率λ２和休假率θ变化的关系图，图形显

示无论有多少个ＩＩ类顾客到达系统，Ｉ类顾客的个人利益都是正数．换句话说，Ｉ类顾客只要能够接受服务，

就能得到正的利益，并不会因ＩＩ类顾客的到达而变化．因此，对于ＩＩ类顾客而言，其进入系统的均衡到达率

为１．图６描述了当犚２＝８，犆２＝１时ＩＩ类顾客个人利益犅２随到达率λ２和休假率θ变化的关系图，图形显示

ＩＩ类顾客的不同到达率会使得其得到不同的个人利益，０和１都不是ＩＩ类顾客的均衡到达率．通过解方程

犅２（λ犲）＝０，得到均衡点λ犲 为均衡到达率．
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５　结　论

本文分析了带非抢占优先权和可变服务率的离散工作休假排队系统．通过建立四维 Ｍａｒｋｏｖ链，利用拟

生灭过程分析了系统的平稳分布，得到了系统性能指标表达式．利用数值算例分析了系统参数对性能指标

的影响．从两类顾客的个人利益函数和社会利益函数角度，分析了顾客的均衡行为，得到最优到达率．
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