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二阶Camassa-H olm方程解的爆破性质研究

丁丹平，孙叶兰

(江苏大学理学院，江苏镇江212000)

摘 要 ：主要研究在& =  2 的情况下高阶Camassa-Holm方程解的爆破性质.首先，通过一系列的先验估计建 

立了一个新的爆破准则，并且给出了精确的爆破速率；然后，利用Holder不等式、Sobolev不等式和闭集的相关性质 

给定在新爆破准则下的爆破点集.
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由于 Camassa-H o lm 方程具有带尖点的孤立波解进而使得它成为浅水波理论研究的重要对象之一，关 

于 Camassa-H o lm 方程的相关研究已经有许多重要的结果.很多人对于Camassa-H o lm 方程及其解的性质 

进行了深人的研究，如孤波解，双 H am U tom an结构，完全可积性等.文献[1 一4]研究了浅水波方程在初值条 

件下 C au chy问题整体解的存在性及解的爆破性质、解的适定性、弱解的存在性和在初值不变号的情况下全 

局解的存在性等.同时，证明了如下结果：若 （1) >  =  m。一 € ■W1(S)，；y。乒 0 且是奇函数；（2) ：r e

0，+ 时，：y。是非负的；;c e  + ，1 时，：y。是非正的，贝！J周期为1 的 Camassa-Holm方 程 的 m + 3 m^ m =

1 [ 5 ]

，r >  0 的 C au chy问题解的爆破点集为|〇，Y ，1 j ;文献[6]研究了 Camassa-H o lm 方程的初

边界值问题解的爆破性质;文献[7]证明了具有2 分支的 Camassa-H o lm 方程解的爆破，并给出了相应的爆 

破速率;文献[8]通过单调性原理，研究了 时的 Camassa-H o lm 方程队一 + 3 繼 ^ 二 2仏 ^  +

“ >  〇，̂ e  R 在有限时间内爆破解的问题;文献[9]研究了广义的具有2 分支的 Camassa-H o lm 方程系 

统的爆破解;文献[10]通过构造单调量同时利用反证法证明了具有2 分支的 tC am assa-H o lm 方程爆破解 

的存在性.

文献[11]证明了 Degapperis-Procesi方程当初值解M。e 仔〇1)，5 > | ^ 。乒 0且 M。是奇函数使得>  =

— w。，：̂在 R+ 上是非正的条件下仅在零点满足爆破准则，即在零点爆破的特性，并研究了 Degapperis-P r〇- 

ce s i方程解的爆破速率.另一方面，文献[12]讨论了高阶 Camassa-H o lm 方程的全局适定性；文献[13]讨论 

了二阶Camassa-H o lm 方程整体解的存在性、解的局部适定性和解的守恒定律；文献[14]利用奇异扰动的方 

法研究了高阶Camassa-H o lm 方程在初值叫 e  H H R ) 时整体弱解以及守恒解的存在性.

在本文中所关注的是高阶Camassa-Holm方程解的爆破性质，关于高阶 Camassa-Holm方程解的爆破 

性准则，爆破速率，爆破点集的性质公开发表的结论相对较少.本文将考虑如下的初值问题

(d LU +  u d xu +  d ^ ^ F k i u ) —  0 j ( t j x ) G [〇? ° ° )  X R ? Q )

\ u ( x j 0 ) —  u Q( x ) j X  G K.?

其中 M。是初始曲线，々 是非负整数.
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1 相关引理

考虑方程（1)在 & =  2 时的柯西问题：

\yL~\~ +  u y  x — 0 '^> 0 G K.?

"|3； ( 0  j t )  — (1  一  d 2x d 4x ) u 〇 ( x )  ^x  G K-?
其中，3；二 w — +  .对所有的/ e  L 2 (R )，有（1 —把 +  3t )-= / 二 ^/ ，注意到（2)式 中 有 办 二 w，其中

⑵

^ V3" +  3i =
p  =  ^ ^ e

z| i V3 — 3i 
12 e 关于 P 的更多细节讨论参见文献[15].故（2)式的等价表述为

\ U L t O i  , ' d  x p  ( u 2 — U 2X —  — U 2̂  —  3 3 ^  ( , d x u d 2x t l ) )  <,t 0  <,X G  K.?
(3)

[u(_x 90) — u〇(_x) G

下面给出一些重要引理.

引理1[1] 令 了 > 0 ，并 有 ^ 6 ^ ( [ 0 ，：〇 ;仔 （幻 ），那么对任意的^6[〇，1)都至少存在一个点扣）6 

R 使得 m (r) :二 m f[心〇，尤）]二心〇，f 〇))，并且函数m 在[0，了）上是几乎处处可导，即在（0，了）上几乎处处

有 智 二 心 ( “ 彡⑴ ).
引人 M ckea n在文献[16]中研究Cam assa-Holm方程时运用的经典质点轨迹方法：假 设 是 二 阶  

C am assa-Holm方程的解，g (：r ，r)满足下面的问题：

I■丨二 w〇，g)，0 < r < T ，：r 6  R ，

\ q ( x j 0 ) —  X jX  G K.?

T 是方程解的最大存在时间，则 g(r ，•）是流线的一个微分同胚.

对 <?0，0 )关于 ：r 进行微分，有

(4)

dqx
dt 如二  u x ( t ，q )q x ， t 6  ( 0 ，T )  ' (5)

因此 尤“）= exp(J 心 （9,5)(15)，仏（尤，0)二  1.

引理2[13]对于给定的M。 e 仔 〇 1 ) ^ > | . 存 在 依 赖 i u 。i u 的时间了>〇,及问题（2)的一个唯一解

« ，使得 m =  m (.，m〇) e  c ([〇，T);f f (R)) n  〇 ([〇，：〇 且映射M〇 e  h s— m e  c ([〇，d ;比 （r)) n  
C V W h H ^ CR) )是连续的.

2 爆破准则和爆破速率

这一部分，将给出有关问题(2)解的爆破性质的讨论，并给出主要结果.

引理 3 对所有的/ e L 2(R ) ，（i  —的 +  $ ) - ^ 二 ^ / ，则有 i i ^ i i r s f ，
d 2p
a z

Asp
cb^

证 明 设 九
V3~ +  3i _l V3"— 3i 厶 —4 +  3i a V3~~ 3i 工），所以

12 e 2 " + 12 e 2 ，p2 12 e 2 12
d2 — 3i 一 Vs" 

_  12 '
V3~ +  3i ^  p i =  3 — V ^ i = 

12 , d：r 3 — 12
+ 12

i—
e丁  z .

P2 =  3i — V3" ^  _ V3"+ 3i d 3p 2 =  — 3 ^  _  3 + V ^ i 令:
d：r 2 — 12 12 ’ d：r 3 — 12 12 *

进而有 I 和 K V3~H- 3i 
12 e 2 V3 - 3 i |e^ , V3 I

12 e 2 +  4 | e^

P2 \ <
V3 d2p!  ^ ^ ^ 3  d2p 2

d x 2 d x 2 <
V3 d3p ! V3

"d^  - 替 • 因 此

V3

P \\ iT  <

，同理可得

V3 d 2p
<

V3
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d：r 3 — 3 _
定理 1 设 w。e  >  I ，且了 >  0 是问题（2 ) 的解的最大存在时间，存在 工〇使得 ^^(尤。）<

/30V3
6(1 — 幻2

叫 ||w (R)，其 中 ( 去 ，1)，则（2 )的解w〇，：r ) 在有限的时间内爆破，并且〇 < k ：t ，其中:

仅Ox C工0 ) ，K 73〇73
6 叫 II W 使得 liniCm inCwzO，:̂ )))

t—T4 ( K  — u 〇 ,x ) \ / — K u 〇 ,x +  u l,x — 6K u q,x +  K 2

证 明 将 (2)式中的第一个等式关于:r 进行微分得到：i + z4 +愿 =二 一  3!(1 — 3!+3丨）1 (m2 

— y^c 一 3 dx (、dxu d 2xu ) ) ，令  DA 二 （、1 一 H- 3^ ) 1 (w2 ~^~u 2x 一 — u 2̂  一 ?)d x (d  xu d 2xu ) )  —  (1 一 H- 3^ ) 1 (w2 ■

-) 一（1 一 9 ! + ^ )  (9^9!^ ))，则 M  二 H~ M 2，其中 二 （1 一 d 2x -\- d \ ) 1 ( u 2 -\- — u 2x

3(1—3 ! + 3 t ) 故 M i =  > (:r —3；)(z/ ( r ，3；) + j z 4 (“：y)— j ?4z (“：y))d3；，

M 2 -3 > (:r — >〇 ( < + 心 ^ ^  )(!>>，进而有一 ^ ^ ( x  — y ) ( u 2 + y u I ：) d y y — d 2xM x

$ 4 ( ：r — ；y)(心 ^ )d；y. 因此根据H 6ld e r不等式和引理3 有

\\d l M A t , 〇|| L°°(R) <
d2p
dx20 ，•）

L °° (R ) J R (M2 +  +  j O  办  <  j  || || L2V3 ,

p l M A t , Oil L°°(R) <
d 3p

L °° (R ) J R

2
II II H2(R)

所以 —3^(1 — d 2x -|- 3|) 1 ( u 2 -\- — U2X — — U2̂  — 33^ (d  xu d 2xt l )) 5 V3

L°° (R)
W。 || _f/CR). 根据引理 1 ，存在

尤。e R  使得 =  infz^ Ĉ )，定义:m (r) 二心〇，(7〇，$。）），则根据(4)式有
êR

i ( t ) —  ( u ^  u ^ q t ) ( t yq ( ty X Q ') ') —  - \ -u u ^ ) ( t j q ( t j X Q ) )  ^  —  u 2x —  d 2x (1  —  d 2x d f ) 1 ( u 2

- u l  — —33^ ( dxu d 2xu ) ) — m 2 (i ) -|- 5 V3 UQ II J；2(R) l ( t ) + K 2 . ( 6)

若 存 在 「̂ ，1)使得肌（〇)<
K

a - s y
3〇 W  || 叫 ||"2 ⑶ 成 立 ，贝|J %  (〇) < —m (〇)2 +  K 、、? <

6(1—幻 (1一幻2

0,所以又有叫（0) < — m2(0) + K 2 <  0,进而可以得到 m (r) 在 [0，T ) 上是单调递减函数，令 6：二 1

K

' T̂-Ox (-̂ 0 )
6  (汐，1)，则 （e— I )4 K

( u 0x ( x 〇) ) 2
由于m (r) 是单调递减函数，故(wĉ Ĉ 。））2

K 2
(e - I T <

‘（r)，即 K 2 〈 （e — l )4m2(r)，进而基m (r) <  — m z ( t ) +  m z ( t ) (e — l )4 < — m2 (r)e4 “ e  [〇，了），因此一

m ( t ) m 2 ( t ) dr 

m ( t ) 、，因此，当
丄十e 如 0:cC：r 0)

O X  — e：4 ，r e  [〇，了），故在[〇“）上进行积分
1 1

⑴ u〇x (x 〇) -e4r ， r e [〇，了），所以

1
时，m (r) ：>.即当 K 一

1

S U qx (x〇 )
T * 〈+  °° 时：

s u〇工(_x 〇.)

lim C m inC w iO，:^)))二一 c〇.因此定理1 得到证明.i ^ T
下面讨论爆破解的爆破速率.

引理4 对于定理1 中的m (r)，任意的^ e  (〇，备），则存在时间4 e  [〇，了），使得?^(〖。）<  〇，m (r。）2 >

rrt

m
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成立.

K 2
证 明 根 据 引 理 i ，m e  w i r ，因此w 是局部 L ip SCh itz 的，由定理1可知，存在*  >〇使得 m2⑴ 〉

Si

 ̂G [i〇 +(5'i ).

下面用反证法证明：不妨设存在〇 <  了 一 i。，使 得 m20 。+ f t ) =  t ，进 而 有 — m2 + K 2 <
Si dz

—m2 + S!???2，根据局部 L ip sch itz，函数 m 是绝对连续的，并且在[r ，r。+ f t ] 上 有 + f t ) <  m (r。）<  0，则 

m2〇。+ f t ) 之 m2〇。） 与假设矛盾，所以引理4 成立.
Si

定 理 2 M〇 e H % 5 > ~ ^ ，T > 0 是（2)式相应解的最大有限存在时间.则 l im (T — r) m im ^ ( r ，：r ) 二一 1.Z l̂ t ^eR

证 明 根 据 （6)式，有

- k 2 <  4-m(〇 +  m2 (0  <  K 2. (7)— dr —

在 r e  (〇, 了）处处成立.由于?^是局部L ip s c h itz的在[0, T ) 并且 m2 (r) >  [ 成立，丄在 （r。，T ) 上也是局部
e  m

dm

L ip s c h itz的，对 m (r) • j 二 1 “ e  ( 4，T ] 左右两边进行微分得：̂■(丄）二 一 矣 ，在（r。，T ) 上处处成立且
m \ t )  a t  m  m

丄 在 0。，了）上绝对连续.因此，根据引理4 和（7)式得
m

1-£! <  -f (—) <  l + £ l , f e  (0,T ). (8)
dt m

对于 z e  (‘ T ) 将（8)式在o ，t ) 上进行积分可得7^ < —m 〇)c r — e  〇。，了），故 l im c r—
丄一h e i 丄—— Si t ^T

t ) m irm x ( t  ̂  x ) — — 1.
^eR

3 爆破点集

这 一 部 分 将 给 出 满 足 爆 破 准 则 的 点 组 成 的 集 合 的 相 关 性 质 .

定 理 3 设集合A  =  { :r e  R U u G ) < —1  II M。I U  }非空，其中 I  =  ，则 A 为有限测度

闭集.

证明 记集合A 的测度为 I A I ，因 为 l U . J l b  =  (" U 。。|2如 > ( " U 。。|2如 > ( " K H U  l l > d r  =
J r  J  a  J  a

松  h  || m。|| W 心 二 纪 | A  | || m。|| W ，故 有

II u 0 x̂ || L2 >  K i | A  | ( || w〇 || l2 +  II u 0 x̂ || L2 +  || u 〇 ^ || L2).

根据 Sobo lev嵌人定理：

I k  II p <  c\ I k  ||w ，其中 c\ 是常数.

根据(1〇)式得：|| u 〇 || L2 <  Ci || u 〇 || j；2 =  Ci \ /  || w〇 || L2 +  || u 0fX || L2 +  || u 〇 ^ || L2，所以有

(9)

( 10 )

U〇 || L2 U〇x + L〇 >
U〇 || L2
C?

根 据 杞 5 V3
6 ( 1 - 5 )

-联 立 （ 9 ) 式 和 （ 1 1 ) 式 可 得 ：| A  K 2 > / 3 Ci (1 ——8)4 I m〇,i
5 || Mo || ^

, ( I D

2

i ，所 以 ，A 的 测 度 有 限 .下 面

L

证 明 集 合 A 为 闭 集 .
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设点列 { ; } r  c  a ，并且； — > ，下面证明：y。e  a .

因为M。e  H 2,根据嵌人定理可得M。，：是连续函数.因此，可得： 二 Mĉ d ir r L r J . 由于{：〇 r c

A ，故

^1〇C〇 II
2(1 — 幻2 11 

命题 1

( x n ) < — — .--- || u 〇 || n z j 根 据 上 式 得 ：u 〇,x ( y 〇) 二 u 〇,x ( l im ^ )Z C 丄一 d ) ?2—CO

W。I I;:2 , 即有>  e A ，所以集合A 是闭集.由定理3 可获得命题1.

如果定理1 成立，则问题(2)存在一有限测度的闭的爆破点集.
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Blow-up Properties of Solutions to the Second-order Camassa-Holm Equation
Ding D anp ing, Sun Yelan

(Facu lty  of Science»Jiangsu U n iversity»Zhenjiang 212000 »China)

Abstract ： 丁he properties of solutions to the second-order Camassa-Holm equation in the case of 是= 2  are investigated. A 
new blow-up criteria and the precise blow-up rate are established. By employing the Sobolev embedding theory , Holder inequal
ity and closed set properties?a closed blow-up set with new blow-up criteria is obtained.

Keywords ： higher-order Camassa-Holm equation； blow -up； b low -upset
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