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多项时间分数阶扩散方程的二次三角形元超收敛分析

牛裕琪,王萍莉,王芬玲

(许昌学院 数学与统计学院,河南 许昌461000)

摘 要:基于二次三角形有限元和时间L1逼近格式,建立了具有Caputo导数的多项时间分数阶扩散方程的

全离散格式.首先,在均匀网格下利用积分恒等式技巧证明了关于二次三角形元的高精度结果.其次运用分数阶导数

的处理技巧和插值与投影之间的关系导出了空间方向的超逼近结果和时间方向的最优误差估计.进一步,借助插值

后处理技术,得到了超收敛估计.
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与整数阶微分方程相比,分数阶微分方程对一些复杂系统演化过程的描述和刻画与试验更加吻合,因而

在越来越多的学科领域中得到应用,如在黏弹性力学、动力学、混沌、地球物理、信号处理、医学检测、控制论、
统计、生物等领域,带来了工程应用与科学研究领域的变革.分数阶微分方程之所以能够在诸多领域中得到

广泛应用与深入研究,主要是因为分数阶微分算子可以比整数阶微分算子更准确地描述具有历史记忆性和

空间全域相关性的力学与物理过程,且分数阶导数建模简单、参数物理意义清楚.但是,对很多分数阶微分方

程来说,很难得到它们的解析解,即使能够求得解析解,大多数的解也含有无穷级数或者一些难以计算的特

殊函数,如 Mittag-Leffier函数,H函数等,故人们更多关注分数阶微分方程的数值解法,如有限差分方法、
有限元方法、无网格方法、Petrov-Galerkin方法、谱方法、DG和LDG方法等.

在本文中,考虑如下多项时间分数阶扩散方程

Pα,α1,α2,…,αm
(Dt)u(X,t)-Δu(X,t)=f(X,t), (X,t)∈Ω×(0,T],

u(X,t)=0, (X,t)∈∂Ω×(0,T],

u(X,0)=u0(X), X ∈Ω,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(1)

其中Ω∈R2 是有界凸多边形区域,∂Ω 是Ω 的边界,X=(x,y),u0(X)和f(X,t)是已知适当光滑的函数,

Pα,α1,α2,…,αm
(Dt)的定义为Pα,α1,α2,…,αm

(Dt)=Dα
t +∑

m

i=1
liDαi

t ,li>0,m ∈N+,0<α1<α2< … <αm <

α<1,Dβ
t是关于t的左β阶Caputo导数,其定义为Dβ

tu(X,s)=
1

Γ(1-β)∫
t

0

∂u(X,s)
∂s

ds
(t-s)β

,0<β<1,

这里Γ(·)是Gamma函数.
对此类方程的讨论也有很多,如文献[1]讨论了多项时间分数阶扩散方程的初边值问题的适定性和长时

间渐近行为,在文献[2]中研究了分数阶扩散方程初边值问题弱解的存在唯一性,文献[3]给出了某些分数阶

扩散方程的精确解的表达式,文献[4]给出了分数阶扩散方程的数值拟合方法,文献[5]讨论了其极大值原

理,文献[6]利用逆 MQ函数插值研究了变时间分数阶扩散方程的数值解,提出了径向基函数的最小二乘配
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置方法,并讨论了算法的稳定性和收敛性,文献[7]利用Galerkin有限元方法得到了多项时间分数阶扩散方

程的数值格式,并讨论了其稳定性和误差估计.目前关于多项分数阶微分方程高效有限元方法的讨论还不

多,例如文献[8-9]分别对问题(1)讨论了双线性元和线性三角形元时间的超逼近和超收敛性.
本文主要目的将二次三角形元应用到方程(1)进行了全离散有限元分析.首先基于空间方向采用二次三

角形有限元和时间方向运用L1逼近对问题(1)建立了全离散格式.其次在均匀直角三角剖分的基础上运用

积分恒等式技巧证明了二次三角形元的高精度结果.再者基于文献[10-11]中插值与投影相结合的思想导

出了插值与投影之间的超收敛估计,在此基础上导出了在 H1 模意义下有限元的插值与逼近解的超逼近性.
最后,运用插值后处理技巧得到超收敛结果.值得指出的是本文在均匀直角三角剖分的条件下导出了二次三

角形元积分恒等式高精度结果(见引理1),且与文献[12]中在等腰直角三角形剖分前提下得到同样的结果.

1 二次三角形元的构造和全离散格式

不妨令Ω⊂R2是有界矩形区域,其边界∂Ω 分别平行于x 轴和y轴.设Γh 为Ω 上一族直角三角形剖分,

∀K ∈Γh 的两条直角边分别平行于x轴和y轴,并且所有水平边和竖直边也分别相等(记为GATM三角网

格剖分[13]).
定义二次三角形有限元:(K,P,Σ),Σ={v1,v2,v3,v4,v5,v6},P ={1,x,y,xy,x2,y2},其中vi =

v(Zi),vi+3=
1

|li|∫li
vds,i=1,2,3,Zi,li(i=1,2,3)分别为单元的3个顶点和3条边.

二次三角形的有限元空间为Vh
0={v:v|K ∈P,∀K ∈Γh,v|∂Ω =0}.

问题(1)的变分形式为:求u(X,t):(0,T]→H1
0(Ω)满足

(Pα,α1,α2,…,αm
(Dt)u(X,t),v)+(∇u(X,t),∇v)=(f(X,t),v), ∀v∈H1

0(Ω),

u(X,0)=u0(X), X ∈Ω.{ (2)

  设0=t0<t1<t2< … <tN =T 是区间[0,T]的一个剖分,时间步长为τ=T/N,且tn =nτ,n=0,

1,2,…,N,Un 代表t=tn 时u(tn)在Vh
0 中的逼近.对[0,T]上的光滑函数φ,定义

φn =φ(tn),􀮃Dα
tφn =

τ1-α

Γ(2-α)∑
n-1

k=0

􀭹bα,k∂tφn-k =
τ-α

Γ(2-α)∑
n

k=0
bn,α

k φk,

􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)φn =􀮃Dα

tφn +∑
m

i=1
li
􀮃Dαi

tφn =
τ-α

Γ(2-α)∑
n-1

k=0

􀮃AK(φn-k -φn-k-1)=
τ-α

Γ(2-α)∑
n

k=0
An

kφk,(3)

其中

􀭹bα,k =(k+1)1-α -k(1-α)(0⩽k⩽N -1),∂tφk =φ
k -φ

k-1

τ
(0⩽k⩽N),

bn,α
k =

-􀭹bα,n-1=(n-1)1-α -n1-α,k=0,

􀭹bα,n-k -􀭹bα,n-k-1,1⩽k⩽n-1,

􀭹bα,0=1,k=n,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

􀮃Ak =􀭹bα,k +∑
m

i=1

Γ(2-α)
Γ(2-αi)

li􀭹bαi,kτ
α-αi,An

k =bn,α
k +∑

m

i=1

Γ(2-α)
Γ(2-αi)

libn,αi
k τα-αi.

根据􀮃Ak 和An
k 的定义可知

1+∑
m

i=1

Γ(2-α)
Γ(2-αi)

liτα-αi =􀮃A0 >􀮃A1 > … >􀮃AN-1 >0,An
k <0,当0⩽k⩽n-1时.

  问题(2)的全离散逼近格式为:对于给定的Un-1 ∈Vh
0,求Un ∈Vh

0 满足

(􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)Un,v)+(∇Un,∇v)=(fn,v), ∀v∈Vh

0,

U0=Rhu0(X), X ∈Ω,{ (4)

其中Rh:H1
0(Ω)→Vh

0 为Riesz投影(或椭圆投影),即对u∈H1
0(Ω),满足
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(∇(u-Rhu),∇v)=0,∀v∈Vh
0.

为了方便起见,令Rn
α,α1,α2,…,αm =Pα,α1,α2,…,αm

(Dt)un -􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)un.

2 一些引理

在本节中,给出一些误差估计中要用的一些引理.
设e,e1 ∈Γh 的两个相邻单元,顶点分别为Z1(0,0),Z2(2hx,0),

Z3(0,2hy)和Z1(0,0),Z2(2hx,0),Z*
3 (2hx -2hy),相应地,边长分别为

l1=Z2Z3
→,l2=Z3Z1

→,l3=Z1Z2
→,l4=Z1Z*

3
→ 以及l5=Z*

3Z2
→(见图1).

引理1 设u∈w4,∞,Ihu∈Vh
0 是u 的分片二次插值函数,则

∫Ω
∇(u-Ihu)∇v=O(h3)‖u‖4,∞|v|1,v∈Vh

0,

其中h=max{hx,hy}.
证明 记ω=u-Ihu,I1v为v∈Vh

0 的分片线性插值函数,则

v=I1v+v-I1v=I1v-
1
2∑

3

i=1
h2

ivliliφi+3, (5)

其中2hi 为单元的边li 的长,vlili 为沿li 逆时针方向的二阶导数,φi+3 为对应于li 中点的基函数.

φ4=
1

hxhy
xy,φ5=

1
hxh

2
y

(2hxhy -xhy -yhx),φ6=
1

h2
xhy

(2hxhy -xhy -yhx).

  下面记h3=hx,h4=hy.由(5)式得:

∫e
∇ω∇v=∫e

∇ω∇(I1v)-
1
2∫e∑

3

i=1
h2

ivlili∇ω∇φi+3, (6)

对于∫e
∇ω∇(I1v),由分部积分∫e

∇ω∇(I1v)=∫∂e
ω
∂I1v
∂nds-∫e

ωΔ(I1v),由于I1v 是分片线性插值函

数,则Δ(I1v)=0,
∂I1v
∂n

为常数,根据插值条件,有∫∂e
ω
∂I1v
∂nds=

∂I1v
∂n∫∂e

ωds=0,综上可知,

∫e
∇ω∇(I1v)=0. (7)

  对于(6)式中的第2部分,考虑

-
1
2∫e∑

3

i=1
h2

ivlili∇ω∇φi+3. (8)

  设φ6,φ'6 分别为图1中e,e1 对应于l3 中点的基函数,则在l1,l2 上有φ6=0,在l4,l5 上有φ'6=0.
先考察(8)式中当i=3时.由分部积分得:

h2
3vl3l3∫e

∇ω∇φ6+h2
3vl3l3∫e1

∇ω∇φ'6=h2
xvxx(∫∂e

∂ω
∂nφ6ds-∫e

Δωφ6+∫∂e1

∂ω
∂nφ'6ds-∫e1

Δωφ'6),

由于在l1,l2 上φ6=0,则∫∂e

∂ω
∂nφ6ds=∑

3

i=1∫li

∂ω
∂nφ6ds=∫l3

∂ω
∂nφ6ds=-∫l3

ωy(x,0)φ6(x,0)dx;同理在l4,

l5 上φ'6=0,则∫∂e1

∂ω
∂nφ'6ds=∑

5

i=3∫li

∂ω
∂nφ'6ds=∫l3

∂ω
∂nφ'6ds=∫l3

ωy(x,0)φ'6(x,0)dx.

  又由于φ'6=
1

h2
xhy

(2hx -x)(xhy +yhx),有φ6(x,0)=
x

h2
xhy

(2hxhy -xhy)=φ'6(x,0),从而

h2
3vl3l3∫e

∇ωφ6+h2
3υl3l3∫e1

∇ωφ'6=-h2
xvxx(∫e

Δωφ6+∫e1
Δωφ'6). (9)

先讨论∫e
ωxxφ6+∫e1

ωxxφ'6.
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∫e
ωxxφ6+∫e1

ωxxφ'6=∫e
ωxx

x
h2

xhy

(2hxhy -xhy -yhx)+∫e1
ωxx

1
h2

xhy

(2hx -x)(xhy +yhx)=

-∫e
ωxx

x
2h3

xhy

(2hxhy -xhy -yhx)2y +∫e1
ωxx

1
2h3

xhy

(2hx -x)(xhy +yhx)2y =

∫e
ωxx

x
2h3

xhy

(2hxhy -xhy -yhx)2-∫∂e
ωxx

x
2h3

xhy

(2hxhy -xhy -yhx)2nyds-

∫e1
ωxxy

1
2h3

xhy

(2hx -x)(xhy +yhx)2+∫∂e1
ωxx

1
2h3

xhy

(2hx -x)(xhy +yhx)2nyds. (10)

由于在l1 上,yhx +xhy -2hxhy =0,在l4 上,yhx +xhy =0,故(10)式等价于

∫e
ωxxφ6+∫e1

ωxxφ'6=
1

2h3
xhy
∫e

uxxyx(2hxhy -xhy -yhx)2+
hy

2h3
x
∫l3

ωxxx(2hx -x)2dx-

1
2h3

xhy
∫e1

uxxy(2hx -x)(xhy +yhx)2+
hy

2h3
x
∫l3

ωxx(2hx -x)x2dx=
hy

h2
x
∫l3

ωxxx(2hx -

x)dx+
1

2h3
xhy
∫e

yxxyx(2hxhy -xhy -yhx)2-
1

2h3
xhy
∫e1

uxxy(2hx -x)(xhy +yhx)2=

hy

h2
x
∫l3

ωxxx(2hx -x)dx+
1

6h4
xhy
∫e

uxxyyx(2hxhy -xhy -yhx)3+
h2

y

6h4
x
∫l3

uxxyx(2hx -x)3dx+

1
6h4

xhy
∫e1

uxxyy(2hx -x)(xhy +yhx)3-
h2

y

6h4
x
∫l3

uxxy(2hx -x)x3dx. (11)

由于在l3 的端点处有x(2hx -x)=0,ω=0,且∫l3
ωdx=0,所以

∫l3
ωxxx(2hx -x)dx=-2∫l3

ωx(2hx -x)dx=-∫l3
ωdx=0, (12)

h2
y

6h4
x

(∫l3
uxxy(2hx -x)x3dx-∫l3

uxxyx(2hx -x)3dx)=
h2

y

6h4
x
∫l3

uxxy·4xhx(2hx -x)(x-

hx)dx=-
h2

y

6h3
x
∫l3

uxxy[x2(2hx -x)2]'xdx=
h2

y

6h3
x
∫l3

uxxxy[x2(2hx -x)2]dx, (13)

综合利用(6)~(13)式得

-h2
xvxx(∫e

ωxxφ6+∫e1
ωxxφ'6)=-

1
6h2

xhy
∫e

uxxyyx(2hxhy -xhy -yhx)3vxx -
1

6h2
xhy
∫e1

uxxyy(2hx -

x)(xhy +yhx)3vxx -
h2

y

6hx∫l3
uxxyy[x2(2hx -x)2]vxxdx=O(h4)‖u‖4,∞,e∪e1‖v‖2,1,e∪e1.

同理-h2
xvxx(∫e

ωyyφ6+∫e1
ωyyφ'6)=O(h4)‖u‖4,∞,e∪e1‖v‖2,1,e∪e1.

因为在平行于x 轴的∂Ωx 上vxx =0,由逆不等式,得

∑
K
h2
3vl3l3∫K

∇ω∇φ6=O(h3)‖u‖4,∞‖v‖1.

类似可证明(6)式中的其他项.综上,引理1得证.
引理2 设u∈H1

0(Ω)∩H3(Ω),则 ‖Rhu-Ihu‖1 ⩽Ch3‖u‖4,∞.
  证明 由Riesz投影的定义和引理1有

|Rhu-Ihu|21=(∇(Rhu-Ihu),∇(Rhu-Ihu))=(∇(Rhu-u),∇(Rhu-Ihu))+
(∇(u-Ihu),∇(Rhu-Ihu)⩽Ch3‖u‖4,∞|Rhu-Ihu|1,

利用 H1
0(Ω)空间中半模和全模的等价性,引理2得证.

注1 引理2的结果比传统的估计方法正好高一阶.
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引理3[14] 若utt(X,t)∈L2(Ω),对∀t∈(0,T],则有 Rn
α,α1,α2,…,αm 0⩽Cmax

0⩽t⩽T
‖utt(X,t)‖0τ2-α.

  引理4[8] 设 {ξn}Nn=0 为Ω 上的一函数列,则有

(∇ξn,∑
n

k=0
An

k∇ξk)=
1
2
(􀮃A0‖∇ξn‖20+∑

n-1

k-0
An

k‖∇ξk‖20-∑
n-1

k=0
An

k‖∇ξn -∇ξk‖20).

3 超逼近和超收敛分析

基于第2节中的引理将给出本文中重要的两个定理.
定理1 设un,Un 分别为(2)式和(4)式的解.若u(X,t)∈W4,∞(Ω),ut(X,t)∈H3(Ω),utt(X,t)∈

L2(Ω),以及任意的正整数1⩽n⩽N,则有 ‖Ihun -Un‖1=O(h3+τ2-α).
  证明 定义ρn =un -Rhun,θn =Rhun -Un,联立(2)式和(4)式,可得如下误差方程

(􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)θn,v)+(∇θn,∇v)=-(􀭾Pα,α1,α2,…,αm

(􀮃Dt)ρn,v)-
(∇ρn,∇v)-(Rn

α,α1,α2,…,αm
,v),∀v∈Vh

0. (14)

  为了估计 ‖θn‖1,在(14)式中令v=􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)θn,则有

‖􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)θn‖20+(∇θn,∇􀭾Pα,α1,α2,…,αm

(􀮃Dt)θn)=-(􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)ρn,􀭾Pα,α1,α2,…,αm

(􀮃Dt)θn)-

(∇ρn,∇􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)θn)-(Rn

α,α1,α2,…,αm
,􀭾Pα,α1,α2,…,αm

(􀮃Dt)θn)=F1+F2+F3. (15)
根据(3)式和引理2,得到如下等式

(∇θn,∇􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)θn)=

τ-α

2Γ(2-α)
(􀮃A0‖θn‖20+∑

n-1

k=0
An

k‖θk‖20-∑
n-1

k=0
An

k‖θn -θk‖20).(16)

  现在估计(15)式右边的3项.注意到 ∑
n-1

k=0

􀮃Ak =n1-α +∑
m

i=1
li

τα-αiΓ(2-α)
Γ(2-αi)

n1-αi 和 ‖∂tρn-k‖0 =

‖ 1τ∫
tn-k

tn-k-1
ρtdt‖0 ⩽Ch3‖ut‖L∞(H3(Ω)).得F1 的估计

|F1|= -
τ-α

Γ(2-α)∑
n

k=0
An

kρk,􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀭾Dt)θnæ

è
ç

ö

ø
÷ = -

τ1-α

Γ(2-α)∑
n-1

k=0

􀭾Ak∂tρn-k,􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀭾Dt)θnæ

è
ç

ö

ø
÷ ⩽

τ1-α

Γ(2-α)∑
n-1

k=0

􀮃Ak‖∂tρn-k‖0‖􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)θn‖0 ⩽Ch3‖ut‖L∞(H3(Ω))(n

1-ατ1-α +

∑
m

i=1
li

τα-αiΓ(2-α)
Γ(2-αi)

n1-αiτ1-α)‖􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)θn‖0 ⩽Ch3‖ut‖L∞(H3(Ω))(T

1-α +

∑
m

i=1
li
Γ(2-α)
Γ(2-αi)

T1-αi‖􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀭾Dt)θn‖0⩽Ch6‖ut‖2L∞(H3(Ω))+

1
2‖
􀭾Pα,α1,α2,…,αm

(􀭾Dt)θ2‖20.(17)

利用定理1,则有

|F2|=0, (18)
利用引理1,可得

|F3|⩽C max
0⩽t⩽T

‖utt(X,t)‖
2
0τ
4-2α +

1
2‖
􀭾Pα,α1,α2,…,αm

(􀮃Dt)θn‖20, (19)

联立(16)~(19)式,得􀮃A0‖θn‖21⩽-∑
n-1

k=0
An

k‖θk‖20+σ,其中σ=Ch6τα‖ut‖2L∞(H3(Ω))+Cmax
0⩽t⩽T

‖utt(X,

t)‖20τ
4-α.

为了得到超逼近估计,先用数学归纳法证明下式成立

‖θn‖21 ⩽􀮃A
-1
n-1σ. (20)

在(20)式中令n=1,并注意到θ0=0得􀮃A0‖θ1‖21⩽-∑
n-1

k=0
A1
0‖θ0‖20+σ=σ,从而得当n=1时(20)式成立.
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假设当n=1,2,…,q时(20)式成立,则当n=q+1(0⩽q⩽N -1)时有

‖θq+1‖21 ⩽-􀮃A-1
0 ∑

q

j=0
Aq+1

j ‖θj‖20+􀮃A-1
0σ=􀮃A-1

0 ∑
q

j=1

(􀮃Aj-1-􀮃Aj)‖θq+1-j‖20+􀮃A-1
0σ⩽

􀮃A-1
0 ∑

q

j=1

(􀮃Aj-1-􀮃Aj)􀮃A-1
q-jσ+􀮃A-1

0σ⩽􀮃A-1
0 ∑

q

j=1

(􀮃Aj-1-􀮃Aj)􀮃A-1
qσ+􀮃A-1

0σ=􀮃A-1
qσ,

因此,n=q+1(0⩽q⩽N -1)时成立.
由第二数学归纳法可知(20)式对所有的n 都成立.

根据文献[8]有下式成立􀮃A-1
N-1 ⩽Cτ-α,利用上式

和(20)式得 ‖θn‖21⩽􀮃A-1
n-1σ⩽􀮃A-1

N-1σ⩽Cτ-ασ,进而

可导出 ‖θn‖1=O(h3+τ2-α).
再利用三角不等式和引理2可知 ‖Ihu-Un‖1 ⩽

‖Ihu-Rhu‖1+‖Rhu-Un‖1=O(h3+τ2-α).
定理1证毕.
接下来研究二次三角形元的整体超收敛性.如图2,

把4个小单元K ∈Γh 合成一个大单元E,类似于文献

[12]中的插值后处理算子∏
3

2h
:C(E)→S3

2h ={v|E ∈P3(E),v|∂Ω =0},

∏
3

2hu(Zi)=u(Zi),i=1,2,…,6,∫li
∏

3

2hudl=∫li
udl,i=1,2,3,4,

其中P3(E)为E 上完全三次多项式集合,C(E)为E 上连续函数空间.

易证,对 ∀u∈H4(Ω),上述插值算子∏
3

2h
满足

∏
3

2hIhu=∏
3

2hu,‖∏
3

2hu-u‖1 ⩽Ch3‖u‖4,‖∏
3

2hv‖1 ⩽C‖v‖1,∀v∈S3
2h. (21)

利用定理1和(21)式,不难得到如下结论.

定理2 在与定理1同样的假设条件下,有 ‖∏
3

2hU
n -un‖1=O(h3+τ2-α).

注2 文中的定理1和定理2是单独利用插值和投影无法得到的.因为在超逼近的估计过程中,若直接

用插值,定理1证明中F2 将变成(∇(un -Ihun),∇􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)(Ihun -Un)),此项的估计如下

(∇(un -Ihun),∇􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)(Ihun -Un))⩽Ch2‖u‖4,∞ 􀭾Pα,α1,α2,…,αm

(􀮃Dt)(Ihun -Un)1,

右端中出现 􀭾Pα,α1,α2,…,αm
(􀮃Dt)(Ihun -Un)1 这样的项使得超逼近估计无法顺利进行,所以不易导出本文

的定理1;另一方面,若仅限于用投影,有关投影的插值后处理算子还无法构造,因此到目前为止很难得到定

理2.综上所述该文采用二次三角形元插值的积分恒等式高精度结果与投影的优良特性完美结合的举措,实
现超逼近和超收敛估计.

注3 本文的估计方法对文献[15]中的二次Hermite型有限元同样也是适用的.
注4 对于文献[16]中的类Carey元,应用该文的思想还无法导出超逼近和超收敛结果.
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Superconvergenceanalysisofquadratictriangularelementfor
multi-termtime-fractionaldiffusionequations

NiuYuqi,WangPingli,WangFenling

(SchoolofMathematicsandStatistics,XuchangUniversity,Xuchang461000,China)

Abstract:BasedonthequadratictriangularfiniteelementandtimeL1approximatescheme,afully-discreteschemeises-
tablishedformulti-termtime-fractionaldiffusionequationwithCaputoderivative.Firstly,thehighaccuracyprecisionresultof
thequadratictriangularelementisprovedbyusingtheintegralidentitytechniqueundertheuniformgrid.Then,thespatialsu-

percloseresultandtemporaloptimalerrorestimateareobtainedbyusingthefractionalderivativetechniqueandtherelationship
betweeninterpolationandprojection.Furthermore,thesuperconvergenceanalysisisgiventhroughtheinterpolatedpostprocess-
ingtechnique.

Keywords:multi-termtimefractionaldiffusionequation;quadratictriangularelement;fully-discretescheme;superclose
andsuperconvergence
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