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摘 要 ：采用 T hom as-Fem ii的半经典近似，研究了广义不确定性原理下广义外势中n 维理想费米气体的热力 

学性质.解析计算出平均粒子数、内能和热容等热力学量，给出了低温条件下上述热力学量及化学势、费米能和基态 

能的解析表达式以及考虑广义不确定性原理的修正项；在低温条件下，数值分析了外势与广义不确定性原理对铜电 

子气体及电子密度更高的电子系统热力学性质的影响，发现：1)考虑广义不确定性原理时，外势对电子系统的影响 

很大，使广义不确定性原理的修正项增加了 6〜1 1个数量级.2)粒子数密度越大、粒子质量越小，广义不确定性原理 

的影响越大.3)广义不确定性原理导致内能随温度的增加先增大，当温度升到某一数值时（对三维谐振势中的铜电 

子气体，T/Tpo〜0.22)时，增值为0,温度再增加内能减少；热容随温度的增加减少；化学势、费米能和基态能随温度 

的升高而增大.
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在经典力学中，粒子的运动学变量服从泊松代数，九} 二 & ，粒子的广义坐标和广义动量是相互对易 

的，能够同时精确测量.而在量子力学中，广义坐标和广义动量成为对应的广义坐标算符和广义动量算符，它 

们遵循海森堡代数[尤，沁 ]= 读心，粒子的坐标和动量不能被同时精确测量，遵循通常的量子力学中的不确

定 性 原 理 >  |.通常在量子力学中不考虑引力，忽略引力的影响，但引力无处不在.在引力的量子理论

中，量子力学中的海森堡代数被变形的海森堡代数所代替[A ，A ] =  ife[l + A^ 2]馬，存在一个最小长度的限 

制，使通常量子力学中的不确定性原理被修正为广义不确定性原理[1] (Generalized Uncertainty Principle,简 

记为 GUP).有很多证据（弦理论[2]、圈量子引力[3]和黑洞物理[4])已经证实了广义不确定性原理.统计热力 

学中，因引力的影响很小，通常也不考虑引力，但引力的量子

理论得到的广义不确定性原理会使统计物理中的量子态密度被修正[5]，会对物质的性质产生影响.考虑 

广义不确定性原理的影响时，统计物理中已研究过的一些问题的热力学性质都有不同程度的修正[6_12]，如 

黑体辐射[5]、任意维空间的谐振子[6]、理想气体[13](经典理想气体、极端相对论理想气体、理想费米子和玻色 

子气体).通常认为广义不确定性原理只是高温、高能物理中使用的方法，事实上也可用于低温性质的 

研究[14]_

外势场是束缚、研究量子气体的一个重要方法[15_17]，通过改变外势的形状和强度，可实现对量子系统各 

种行为的调控，进而实现操控量子系统的低温相变，外势约束会对量子系统的性质产生重要的影响.有很多 

文献[18̂ 19]对弱外磁场、强外磁场等费米气体的热力学性质做了研究.

本文主要研究广义不确定性原理下广义外势中费米气体的热力学性质，解析计算了平均粒子数、总能、 

化学势和热容等热力学量，探讨了外势、广义不确定性原理对费米系统热力学性质的影响，数值分析低温条
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件下外势、电子数密度对热力学性质的影响程度.文中给出的定量结果，对相关实验与理论研究有指导意义.

1 广义不确定性原理下广义外势中费米气体的热力学函数

外势中单粒子能量

e(p ,x ) = t L
2m +

x t

u
( 1 )

其中，P = (九，九 ，…，九）和 x =  (iC l，心 ，…，;c j 分别为w维空间粒子的动量和坐标，TO为粒子的静止质量， 

和 L ,均为描述外势场形状和强度的常数.

当系统的粒子数较大，并且粒子在外势中的势能小于粒子的动能时，可 用 T hom as-F enm半经典近似的 

方法[2°].这样系统的巨配分函数的对数可由如下的积分计算

In In [1 +  e^ (̂ ^ dnp  dnx  , ( 2)

其中，A 是普朗克常数^是自旋简并度， T )是统计温度#是化学势，& 是玻尔兹曼常数，T 是绝对 

温度，d " f =  …d九 ，d":r =  cb^cLrz …cLr„_

由文献[1]知坐标的不确定性A：r 和动量的不确定性A p 满足广义不确定性原理，最简单的广义不确定 

性关系为

>  ̂ ( 1  +  A (A^)z) , (3)

其中，最小长度A：r mm =  fe # ，约化普朗克常数 fe =  由（3 )式可得位置存在一个非零的最小长度限

制.考虑到广义不确定性原理时，态密度要有一修正因子k 6] :(1+ A ，）i 按动量 f 展开

a  +  A p 2 ) =  i - n A p 2 + w(w + 1} (A p ^ y  - n ( n  +  l l l n +  2) (A p ^ y  - -  ⑷Z ! 6 1
巨配分函数的对数修正为

利用球面坐标 c;
nj 2

( n / 2) !

h n J ( 1 + A p 2) n F

，d W 二 nC^ d d i ^，积分得系统的巨配分函数

(5)

In H  =  fr^ r i ( z r ) ~  n 2 f ( z r ) m A k BT  +  n ( n +  工)( n +  2),计3 ( Z ry ( mA k BT ) z ----)， (6)
A 乙

其中，V : 二 JX 2Ll ± r ( ^  +  l )，:7= 尤 +爷 ，:r 二 D  + ，热波长;l
I

(仏 K  ^ 2 n m k ^ T

米积分
[21]

f l ( z )
1山 ;< 1

r (z) J〇 z—1 e，+  1 S ( - D r

,系 统 的 逸 度 ■ ^ 二 费

(7)

由巨配分函数（6)式 ，可得巨热力学势

0  k BT \n  S  — ^ k BT ( f r&1 ( z r ) —  n 2 f r&2 ( z r ) m A k BT  +  
A

; (n +  l ) ( n  +  2) 
2

/ 计 3 (2；r ) (m A ^ B T )2 ( 8 )

利用量子统计中的热力学基本公式，得系统的平均粒子数为

N
3 0  _  g V ；

~  —  n 2 ( z r ) m A k BT  +

利用（6)式和（9)式 ，可得系统的内能

! (n +  l ) ( n  +  2)
2

f ^ 2 ( z r ) ( m A k BT ')2 —— ）. ( 9 )

U d l n E

~ W ~
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^ / 一 （，r)— h T + (  々+  2 ) ” 2(^ 1 ) ( n +  2)" 3(,r)〇n A h T T — ..、 

l f v(.z r ) —  n2/ ^ i  ( z r ) m A k BT  +  n ( n +  1) ( n +  2) ( m j\ k BT ) 2 —  \ ^

X

v 2 y 
yjML T  / 计1 ( A )  ,  1 I /„2 f  -qY\ ( ) _ n  (jy +  1) f  r̂ 2 ( ) \ A L /  ̂ 1 ( ) _
v N k B i f vU ) d  v U A .z r ) ) m A k B l +  ( n f v ( z r )

,w2(w+ 1 9)(w+ 2 ) + w4(;?+1)) % ^ + w2(w+ 1 ) ( w9+ 2 ) ( ; ? + 2 ) 4 ^ 4 v ^ bT ) 2v  (i 〇)
、' 乙  V ) f ^ Zr) 2rj I I

(10)式对温度求导可得热容

静 (,+  2 ) + «、 + 1 ) 辕 nS /;(■〇

-̂1 ( zr )

(;?+ 1 ， + 2 ) ^ ^ ) + ( TOA “ T )2((— (々  +  ̂  +  V ( W +  l ) ( W +  2 ) + ra4( ? ' 2) —

4( ；? +  2) + ' (w +  1) (w +  2) n ( zr ) /  ( z r ) +  3 2 (n +  1} (w +  2) (? +  2) ^ (z -} - ŵ ? ^ (Zr)
/ f  rj- 1 、之 r ) 乙 J  rj\ ^ r ) J  yj-\ \ Zr )2

… +i )德 + r 2(w+ r +2)?_
:(r j+ l )(r j+ 2 ) f r ^ 2 (.Zr ) f r& 1 ( z r )

' f l ( z r )

V (3^ 2 ) - l w2(W +  1)(W +  2)^ +  w4
( 11)

2 低温极限下的热力学函数

根据 Som m erfe ld引理[21]，费米函数在低温情况下可以表示成

(In z ) 1 -|- Z(Z — 1) (Z — 2) (Z — 3) 7兀4 1
360 (In z ) ! +  •••)_

了4〇 时,

f i ( z ' )  ^ (In z ) 1r(z +  i).
将（13)式带人（9)式 ，得粒子数

g V  n(27tm)n/2 f /1 — n2 fjmA +  n2(n +  l ) ( n  +  2) ( f jm A ) 2) n / 2 f_

| +  1 2 ( J ? + l ) ( J ? + 2 )

由（14)式得费米能

E y ^  E y〇 i 1 H"
n 2m A E F〇 /72(/7 +  1)(/7 +  2) ( m A E F〇) 2
rj(r j+ l ) 2rj(r j+ l ) ( r j +  2)

若取 A 二 0，则 二 。，为不考虑G U P 时广义外势中费米气体的费米能，

E  — / JV/t"r ( ? + 1 ) \ 1/， y  -  TT 
Lf〇  ~  [ g V „ ( 2 n m r /2 ，K  — et r ( t  +  1)-

( 12)

(13)

(14)

(15)

(16)

在 m A F F。为小量时，将（12)式代人(9)式可得考虑G U P 时低温条件下广义外势中费米气体的化学势

+  ^ mAEF、。 +  啟 (mAn2EF0 — ( 々一1 ) ) ( ^ ) 2 +  ...)，
心 + 1 )  1 — 一 … 、丨1 … 、… 1 丨， (17)

其中，T F。二E FQ/々 B. 将(12)式代人(10)式并由（17)式 ，得到低温条件下广义外势中费米气体的内能（只取到 

m A F F。和 T /T F。的平方项）

U
丨+  1

n e ¥ +
r j i r j +  2)

m A K v
n2 (n +  1) (n +  2)

\ r f  ( r j + ) 2 7j (.7j 1 )  ( r j 2 )  ( r j 3 )

’t? + 1  n2((??—1)2t? +  2(t? +  2)) , ̂  , /— n4 (r j(n +  4) +  1)

、 6  —  3 J ? ( J ? + l ) ( J? +  2 )  F 〇 ^  { 6 V2( V+ i y ( V +  2)
n 2 ( r j — 1) ( 2 n 2 — (3n +  2)(??+ l ) \ /  ̂̂  、2\ / 了 、2、

% ( v + i r ( v + 2 ) ( v + l ) ) ( 義 。 ) ) ( 。 ） ） •

U m A E F〇y

(18)

42
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(18)式对温度 T 求导，得热容

C 丨+  3
N k BK2

,7?+1
6V + 1

((v - l )(2n4 ~  (V+ l )(3n3 + 2 n2)) 
{ 2v(v + l ) 2( v +  2) ( v +  3)

当了二0 K 时，由（18)式得基态能

( n m T 2 ) )邊
n4( v(n +  i ) + l ) 

6V2 ( V + l ) 2( V +  2 )
( m A E F0) 2

)A .
(19)

^ , f i N E - 11 + +  +  ?(；+ ^ ^ + (2)t ? + 3 ) ) ( m A E - y }  (20)

从上述表达式发现：G U P 的修正主要由m A E F。的级数来体现，只有在m A E F。较小时，本文的级数展开方法 

才有意义，因而 rnA E F。的数量级起到至关重要的作用。以下通过具体电子费米气体m A E F。的数值来分析讨 

论 .在 G U P 中A 是一个修正量，在本文的计算中将A 作为小量处理，有文献[23 — 24]给出的最小长度A：r mm

为范围10—17〜10—16 m ，取 A：r mm =  10—16 m 。由 A：r mm = 兵 在 ，知 A 可取到1036 m2 . (J . s)—2•以铜电子气 

体为例，电子的质量叫=9. 1X 10_31 k g ，铜 电 子 数 密 度 5 X 1028 m _3.在同样的 s, =  1 和 L ,的 

条件下，表 1 中列出了三维空间中不同外势中的铜电子的费米能以及G U P 的修正项m A E F。的数量级.表1 

显亦：随着尤的增大，费米能E f〇和 G U P 的修正项toA E F0都增大，在 :r =  2 时，E fo = 3. 781 8 X 10一8 J ，toA E F0 

〜10—2< 1 ，此时 G U P 的修正与其他外势相比大很多，但当 ：r =  3 时，m A E K =2. 356 4 X 10-6 J ，m A E ro〜 2> 

1，toA E f。已不是小量，此时应尝试其他方法研究.本文中G U P 的影响只以^ = 〖3 =  2 ，：r =  3/2这种常

见的三维谐振势为例具体讨论.

当 :r =  3 / 2时，卩= 3.将 7 =  3 代人（17)〜（20)式得到考虑G U P 时三维谐振势中费米气体低温极限下 

化学势、内能和热容的表达式

" k  E F0 (1 +  寻 toA E F0 - 丌2 (了  -  ^ toA E f。) ( ^  —) 2 +  … ) ， (21)

1/ 二吾  iV£FQ( l + 音 。—占 —^ m A £ F。—||(m A£ FQ)2) ( ^ ) 2) ， (22)

C 二专 N k B7t(~̂ ~ — Y ^ m A E F0 — ^ ^ ( m A E F0) z , (23)

l/。二 吾 iV£FQ( l  + 音 。—占 (mA£F。 ) 2) .  (24)

表 1 不同外势中费米气体的费米能

=  1 ，2 ,3 )

= IX 2I-r ( +  + 1)

(V = X I2L >̂

N / iT d  + ：c + l )

2 V n (.2tx.tti) t 费 米 能 E fo/J

铜电子气体

修正项mAEp

的数量级

= h = h  ~ 0 V / ?>Nhs ^ 、T 1. 13 X 1 0 -18 10 -12
V 8 V  (  2 n m )  Y  >

,i = h = h = 4 3/4 r ( 5 / 4 ) 3V
r N " 3r (手 ）

1 4T
1. 65 X 10—12 10 -6

2 r ( ^ ) 3V ( 2 n m ) 2

,i = h = h 3/2
_3_

8
z M N h 3 \ ^ 1. 983 X 10—9 10 -3
\ - K Y V ( 2 - K m ) Y )

,i = h  = 1 “ 3 _ 2 V , 105NA3 \ T 3. 781 8 X 10—8 10 -2
V 32y(27rm )l

= l2 = h = 1 3 V , 945NA3 、T 2. 356 4 X l〇- 6 1
v 64V {2ix.ni) T ,

若取 A 二0，则（21)〜(23)式回到不考虑G U P 时三维谐振势中费米气体低温极限下化学势、内能和热 

容的表达式

y- = 1
丌2 T

)
2 (25)
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u  =  i N E - ( 1 +  2Y ( ^ ) 2 ) ^  (26)

C =  N k BKZ (27)
上F0

U 〇 —  -^-N E p 〇. (28)

将(21)〜（24)式分别与（25)〜（28)式中的对应项相减，得 到 G U P 对三维谐振势中费米气体低温极限时化 

学势、内能、热容和基态能的修正

=  i?F0 (^  H ^ ) z ̂ jm A E F〇 , (29)

AU =  -̂JVEpo ^ m A E F0 -  ^ (m A E F〇r  +  n2 ^m A E FQ -  ||(m A E F〇) z j  ( ^ ) z j  , (30)

A C = 音 M B5t 2(—替 m A E F。—||(m A E F。)2) 士 ， (31)

AU。= 吾N E F。(音m A E F。—占 (mAER))2)_ (32)

3 结果与讨论

3 . 1 数值分析与比较

注意到表1 中当外势h =  k  0 0时，就为自由系统，自由铜电子的费米能E F。=  1. 13 X 1CT18 J ，

m A E F。〜 1(T 12.此数值极小，因而G U P对自由铜电子气体的影响可以忽略不计.当外势^ =  =  2 时，

为三维谐振势系统，三维谐振势中铜电子的费米能E F。=  1.983 X 1(T 9J ，它比自由铜电子的费米能大了 9个 

数量级，虽然此时m A E F。〜 1(T 3,仍然很小，但显然 G U P 对三维谐振势中的铜电子气体的影响要比自由费 

米气体大.当外势^ k  =  1 ̂ 3 — 0 0时为锥形势系统，锥形势中铜电子的费米能£ p。=  3. 781 8 X l c r 8 J ，

toA E f。〜 1CT2，此时 G U P对锥形势中的铜电子气体的影响要比谐振势还要大，可见G U P 的影响与外势密切 

相关.

对于自由铜电子费米气体，费 米 能 正 比 于 粒 子 数 密 度 ，当 〜 = 8. 5 X 1028 n T 3 时， 〜 

10 -12;当 A  =  1046 时， 〜 1.对于三维谐振势中的铜电子费米气体，费米能^^。正比于粒子数密度 

，当 we =  8 . 5 X 1028 m—3时，toA E F0〜 10—12; 当 we =  1037 m—3时，toA E F0〜 1•由此可见，当粒子数密度增 

大时，广义不确定性原理对自由铜电子和三维谐振势中的铜电子费米气体也会有很大的修正.再注意到：电 

子费米气体并不限于铜电子气体，电子密度可以很大.文献[25]认为：裸电子的限度约为1(T 22 m ，则一个电 

子的空间体积约为1(T 66 m3,电子的最大粒子数密度可为1066 设一个电子占有109 个电子的空间体 

积，即电子平均间距为1〇3个电子的限度（这正是通常的由分子、原子构成的理想气体的粒子间距），电子气 

为“稀薄”气体，其电子密度约为1〇57 ，因而电子密度只要小于1057 ，可看成理想费米气体.

图 1 显示了在低温条件下，考 虑 G U P 与不考虑 G U P 两种情形下三维谐振势中铜电子费米气体（&  =  

8 . 5 X 1028 m ^ ) 化学势、内能和热容随温度的变化关系曲线.由图1 看出：在低温条件下，对于三维谐振势中 

的铜电子气体，G U P 对化学势、内能和热容的相对修正在1(T 3(自由铜电子气体相对修正〜1(T 12)，可见三 

维谐振外势的影响很大(差9 个数量级左右).化学势的修正随温度的增加按温度的二次方规律增加；内能随 

温度的增加先增大，温度升到4 =  7 7 T F。〜0. 2 2时，增值为0,温度再增加内能按温度的二次方规律减少；热 

容减少，热容修正值的绝对值随温度的升高而按温度的一次方规律增加.（G U P 对其他外势情况下的修正与 

图 1 类似，只是相对修正的数量级有所不同，故省略）

3 . 2 结果分析

理想费米气体是实际费米系统的抽象，实际费米粒子之间是存在弱相互作用的.但考虑弱相互作用时的 

理论结果(如：赝势法）只是将系统化学势和能量整体“平移”[14’18]，与温度无关，热容不变，也即忽略相互作 

用时与考虑弱相互作用时的费米气体的理论结果无本质变化.而外势具有调控粒子之间的相互作用的功能，
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外势改变了粒子间相互关联，从而影响了费米气体性质.

外势的约束使粒子几乎都集中分布于外势中心附近， 

不仅使粒子间的相互作用加强，也使粒子数密度增大，这 

都使得费米能£ F。增大(增大了 6〜1 0个数量级）.G U P 的 

修 正 主 要 由 。的级数来体现，外势使费米能显著增 

大.故考虑G U P 的修正时，具有外势时影响巨大.

费米子遵守泡利不相容原理，当考虑G U P 时还有“最 

小长度”的限制，增加的限制使每个能级中的量子态数减 

小，粒子填充完低能态之后，驱使粒子向髙能态分布，致使 

基态能、费米能和内能增加.而随着温度的升高，粒子能量 

增加，填充高能态的粒子也增多，将要填充的高能态的态 

密度远比低能态减少得快，且能量越高量子态数减少的越 

多，则高能态粒子可填充的量子态数越来越少.在温差相 

同的条件下，考虑 G U P 比不考虑G U P 时的高能态粒子可 

占据的量子态数少得多，使得跃迁到高能态的粒子减少， 

内能增加减缓直到减小，导致热容也减少.

4 结 论

本文显示：常用在高温、高能量的广义不确定性原理 

(G U P)对传统费米子系统热力学性质的修正，即便在低温 

条件下，对于高密度、小质量的系统也是应该考虑的.但对 

于通常金属中的电子气体，如：自由铜电子气体，在低温条 

件下(T /T F。在 0〜0. 5)，不必考虑 G U P 的影响.G U P 对 

化学势、内能和热容的修正随费米子数密度的增大而增 

大，随费米子质量减小而增大，外势的影响非常巨大(对铜 

电子气体，谐振外势的加入使此修正增加了 9 个数量级）. 

这都源于修正项随费米能的增大而增大.前述几个增大修 

正项的因素都使费米能增大.G U P 特别对电子费米子系 

统影响巨大，因电子限度小(密度可很大）、质量小，导致费 

米能可很大.对于三维谐振外势，当电子密度接近1〇37 m 3 

时(自由电子是1〇46 m 3)G U P 的影响将会占据主导地 

位，此时应寻求其他的解决方法.
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Thermodynamic Properties of an Ideal Fermi Gas in 
Generalized External Potential in w-dimensional Space 

under Generalized Uncertainty Principle
Li Heling，Wang Wenwei，Ren Jinxiu

( School of Physics and Electronic-Electrical Engineering； Key Lab on Information Sensing and Intelligent Desert,

Ningxia University, Yinchuan 750021, China)

A bstrac t： With the semi-classical (Thomas-Fermi) approximation, the thermodynamic properties of a Fermi gas in gen

eralized external potential are studied under the generalized uncertainty principle (GUP). The total particle number, internal 

energy and heat capacity of the Fermi system are calculated. Then, analytical expressions of the total particle number, internal 

energy, heat capacity, chemical potential, Fermi energy, ground state energy and amendments resulted by GUP are obtained at 

low temperatures. The influences of both the generalized uncertainty principle and external potential on the thermodynamic 

properties of copper electron gas and other electronic systems with higher electron density are studied numerically at low tem

perature. We find ： 1) External potential has a significant impact on electronic system when the generalized uncertainty principle 

be considered. The amendments of the generalized uncertainty principle have increased by 6 —11 orders of magnitude. 2) When 

the number density of particle is bigger and the quality of particle is smaller, the influence of generalized uncertainty principle is 

bigger. 3) When the generalized uncertainty principle is taken into account, the chemical potential, Fermi energy and the 

ground state energy increase with the increase of temperature, while the heat capacity decreases. When the temperature was 

low than 0. 22 times TF〇 ? the internal energy increased with the increase of temperature, but which became to reduce when tem

perature was high than 0. 22 times TF0 for copper electron gas.

Keywords： generalized uncertainty principle； Fermi gas； thermodynamic property

[责任编辑杨浦]


