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一类风险模型的破产概率
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摘 要 ：考虑了一类多险种多索赔情形的风险模型.首先，证明了调节系数的存在唯一性，进而利用鞅的相关 

不等式及性质，得到了破产概率的 Lundberg不 等 式 及 一 般 表 达 式 ；然 后 ，通 过 模 型 转 换 ，考虑充分小时段内的索赔  

情 况 ，利用全概率公式得到了生存概率满足的积分-微分方程；最 后 ，考虑两险种且索赔额服从指数分布这一特定情  

况 ，结合前面得到的积分-微分方程和经典风险理论的结果，给出了该特定情况下破产概率的显式表达式.
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对于经典风险模型[1]，有众多模型上的推广研究：对索赔到达过程进行推广，例如文献[2 — 3]把索赔到 

达过程由Poisson过程推广为复合Pmsson-Geometnc过程；对险种数进行推广，例如文献[4]研究了保费收 

取过程与索赔到达过程均为复合Pm sson过程的一类多险种的风险模型；对过程之间的相依性进行研究，例 

如文献[4]对保费收取过程和索赔到达过程相依的多险种风险模型进行了研究，文献[5 — 6]对索赔到达过程 

相依的两险种风险模型进行了研究 .

在实际的保险业务中，除了保险公司会开展多险种业务外，对于每一个险种的索赔也不是只有一种，存 

在单一险种的多索赔的情形，例如保险公司推出了两个大病保险产品—— 重大疾病保险和一般大病保险，其 

中重大疾病保险包含30种索赔情形，一般大病保险包含5 0种索赔情形；又例如，互联网支付平台上推出的 

手机资金安全险，该险种也包含了比较明确的造成资金损失的多种情况.因此本文建立了一个多险种多索赔 

的风险模型，并对该模型的破产概率问题进行相应的研究.

1 模型建立

建立如下的风险模型：

n  ' 〜⑴

U ( t )  = u  +  a - Y j  T j t > 0  ̂ ⑴
i - 1  厂 1 k ~ l

n  ^

s i t )  ^  ct — y ]  y ]  y ]  , r >  〇,
i ~ l  ; — 1 k ~ l

其中：U 〇)，SO ) 分别表示保险公司在时刻 f 的盈余和盈利;M是初始资金，即 M =  U (0) 是保费率，即单位 

时间收取的保费额^表示该风险模型包含的险种数;％ 表示险种z 包含的索赔情形数； 〇)，〖> 0 } 表示 

险种 z在索赔情形_；时的索赔到达过程，即保险公司在时段[0,幻内发生的该索赔情况下的索赔次数 ;表  

示险种 z在索赔情形_；时的第々次的索赔额.

对建立的风险模型做出如下假设：

(1 ) {N y 〇)“> 0 } 是参数为 Ay 的 Poisson 过程；

(2) 各个险种的索赔到达相互独立，且同一险种的各种索赔情形的索赔到达也相互独立；
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(3) {X ;y) 是独立同分布的随机变量序列，共 同 的 分 布 函 数 为 (：r )，且 

记 二 忤 ；

(4) {N y 0 ) ， r >  0}，{X 严 ，々 >  1 }相互独立；

n  ，

(5) 为保证保险公司运营稳定，则有 E [S (r)] > 0 , 可得 c 一 > 0 , 于是定义相对安全负载系
Z — 1 ; — 1

n  ，

数 足 (1+^0) 'ŷ 'j Ay " y ，即 jO 二 ~ — 1 .

^  j_l S  S A W
i ~ l  ;—1

定义 1 保险公司的破产时刻了= m fU > 0  :U 〇) < 0 } ; 保险公司在初始资金为《时的最终破产概率 

0(M) =  P C T < ⑵| 1/(0) =  M)，相应的生存概率为必(M) =  1 — 0(M).

2 相关引理

引理1 盈利过程{SO )，f > 0 } 是平稳独立增量过程.

证 明 由 于 复 合 Poisson过程是平稳独立增量过程，且各险种各索赔情形之间是相互独立的，易证盈利 

过程{SO ) >  0 }是平稳独立增量过程.

引理2 对于盈利过程{S ⑴ “ > 0 } ，存在函数 g (r) 使得 £[£；-■ ] =  ，其中

g (r) =  Ay (Mx«) (r) — 1) — rc，
i ~ l  厂 1

Mx(« (r) =  E [exp(r X (!I)) ]为险种 z在索赔情形时的索赔额的矩母函数.

证 明 由 于
Ntl(〇 〇〇 Nv (0 〇〇

E r e x p ( r  J ] X i y ) ) l  = X E r exP ( r  T , X ^ ) \ N t)( 0  =  n l -  P ( N t)( t )  = n) = ^  ^ e x p C r C X ^  +

X 严 +  … +  X y)))] • ⑴ 二  n) 二 交 {E [exp(r X ⑷ ） ] p  • exp(— Â )  二
n i

exp{Ay-r[E (exp(r X (y) )) — 1]} =  exp{Ay-r[Mz(y) (r) — 1]},

因此

n  ^  Ny  a )  n  ^  Ny  a )

E [exp(— r S (r))] =  E /exp f— ret +  r ^  5̂ 1 X iy) 1 \ =  E [exp(— rcr)] • ETexp^r 5̂ 1 处 ））
l L z-i ；-i /fe-i 」J L v i - i  j - i  k - i  •

n  %  n  %

exp(— ret) • exp[ I ] ^ Ay-r (Mxw 〇) — 1)]二 exp {r[工 ]^ Ay- (M x(!f) (r) — 1) — rc  ̂J ,

n  A

令 g (r) =  ^  ^ Ay- (Mx~) (r) — 1) — rc ，即有 E [e—rS⑴]二 e (̂r).
i- i 厂i

引理3 方程 g (r) =  0 存在唯一正解，并称此解为调节系数.

n  ^

证明 由于 g (r) 二 I ] Ay- (r) — 1) — r c ，于是
i ~ l  ;—1

n  A

g ， ( r  ̂ =  2  T j ^ E ^X('，> exp (rX(y)) ] - c ,
i - 1  厂 1

n  '
/ ( r )  = E  X > yE [ ( X ⑷ ） 2 exp (rX⑷ ）] > 0 ,

i - 1  厂 1

所以函数 g (r) 在区间[0,⑵）上是凸的.

当 r = 0 时，g ( 0 ) = 0 ，又由假设(5)知

/ ( 0 + )  =  lim X  T j ^ E ^ X ( v )  exp(r X (y))] - c  =  ^  2  ̂  ij p- ij C 〇•
r 0̂+ i - l  , - l  i - l  , - l
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所以方程 g (r) =  0 存在唯一正解，记此解为 i?，即 i? 为调节系数. 

定义 2 对于盈利过程{S 〇)，i > 0 } ，定义事件流 

引理4[1] 破产时刻：T 是 ，?- 停时.

引理 5 令 M ⑴ = exp[- rU (t) ] ； {M(t) ̂ s .t > 〇 }是鞅.
expL这（r)」

证明 ，由弓丨理1 — 2 得,

E l M ( t )  | E 1 exp[ — r ( u  +  S ( r ) ) ]  
exp[ 壤 （r ) ] E 1 exp[一  r ( u  S ( v )  +  S (r )  一  S ( t ; ) ) ]  

exp[ t；g-(r) +  t g ( r )  ~  v g ( r ) ^
e x p [ - r U ( ^ ) ]  , E i e Xp l - r S ( t - v ) - ] M ( v ) _

expLt^  ( 厂 ) 」 ) expLCz 一  厂) 」

而且

E[| M ( t )  |] = E) exp[— r ( u  +  S ( r ) ) ]  
exp[ 壤 （r ) ] £ [ e x p ( — m ) ] 〈

所 以 {M 〇)，，f ;r > 0 } 是鞅.

3 0(M)的 Lundberg不等式及一般表达式

定理 1 对于建立的风险模型（1)，其最终破产概率0(m)满足 Lundberg不等式0(M) <  ，其中 i? 为

调节系数.

证 明 根 据 Doob’s 鞅不等式[7]及引理2〜5 可得

n  ， N M(. s) n  '  N M(. s)

P { ^ g [ - cs +  ^  g  g ^ y)] ^ M} = P { - P  +  §  g  g X ^ ) ] > e- } <

e_i?M • E /e x p r ^  (— ̂  +  X ) 2  2  ) 1} =  e~ ^  * Ele~RSC0 ] =  e~
i l v z-i ,- i  k-i 乂 」]

令 ，可得

n， (
(biu) =  P{infl/(f) <  0} = P{sup[— S ( f ) ]  > m} = P I  supf  — ct +  ^  ^  ^  X[',> 1 >  m\< e

1>0 1>0 \ 1>0 L JT\ J i

定理2 对于建立的风险模型（1)，其最终破产概率为0(M)
T < ，其中 i?为调节系数.

证明 对任意的固定时刻 i ，则 T A z 为事件流，？的有界停时，由引理5 及鞅的有界停时定理可得

E[M XT 八 〇  E [M (0)] =  e- ™，

对上式左端由全期望公式可得

e—™ = £[MXT A 0  I 0  + E [M X T  A 0  I 了 >  z ] P ( T >  0  =
E [M ( D  | (了< d + E [M 〇) | (了> z).

在上式中，令 r =  i?，并记此时的M O ) 为 他 0 ) ，则有

e- 1  =  E [M K(T )  | T < z ] P ( T < 〇 + E [ M K〇) | T > z ] P ( T > 〇. (2 )

设 J (A ) 表示 A 的示性函数，则有

0 <  E [MR(t) I 了 >  t]PC T >  t) =  E [e—RU(0 I 了 >  t]PC T >  t) =

E [e-RU(!) K T  >  〇] <  E le -RU(0 7(17(0 >  0)],

由于0 < ei u(1)K U 〇) > 0 )  < 1 ，又由强大数定律可得 limU⑴ = + ⑵ a. s. 所以由 Lebesgue控制收敛定理 

可得

\im E^M R (t) | T ^ > r]P (T ^ > r) =  0 a. s.

令 Z — ⑵ ，（2)式即为

E [M K(T )  | 了 <  ⑵ ] ⑵ ） .

即得破产概率

e
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〇~Ru e~Ru
0 (M) =  E [Mk (T ) I T <  «=] =  E l e - Rum | T <  «=] _

4 g (M)的积分-微分方程

下面建立风险模型（1)的生存概率彡U ) 的积分-微分方程. 

对风险模型（1)进行等价转换.对任一固定险种Z ，作如下变换

N 2 ( 0  m z N 2J ( 0

:=  S  T , X ^ , t > 0 ,
k - 1  J - l  k - 1

其 中 {A^O )， r > 0 } 是参数为;u 二 2^Ay. 的 Poisson过程；{11°，々>  1 ， K  f <  n }是独立同分布的随机变量

序列，共同的分布函数为F Y« ( ：r ) 二乏 ] _ F ；̂ ( ：r )，期望为 ^二乏 ]
, _ i  乂2 , - 1

于是风险模型a )等价于如下的风险模型：
NX0

U ('〇 二 u  ct — ^ Y i z) 0.
i - i  k - i

定理3 对于风险模型（3)，生存概率彡U ) 满足如下的积分-微分方程：

n n p,
c<y (U) 二 ( — x )dFy^ (x ).

i ~ l  i ~ l  ®

证明考虑充分小的时间段（〇，A) 内的险种索赔情况：

(3)

(4)

( 1 )  所有险种都不发生索赔，概率为 1 1 ( 1  一A,A +  c (A ) ) ;i~l
(2) 险种 z发生一次索赔且没有破产，其他险种均无索赔，概率为(A上 +  〇( A) ) XX (1 — A, A +  〇( A)) ;

J矣i
( 3 )  其他所有情况，概率为〇(A ).

于是可以得到生存概率《«)满足

71 二  C u + c A
^(u) — J J  (1 —A1A +  o(A))^(w +  cA) +  ((A2 A +  o(A)) J J  (1— A +  〇(A)) ^(u +  cA —i - i  i - i  j=̂i 」 0

x ) dFY(0 ( x ) )  + o (A ) =  (1 — ( y ^ A,) A ) ^ ( ^  +  c A ) +  ^ ]  (A,A ^(u +  cA — x ) dFY(0 ( x ) )  +  o (A ) ?i~l i~l ®
移项得

X%  X%  f w+c 厶
♦  ('u cA) — ̂ ( u ) —  2 _j A ^ ( w +  c A ) — 2 _j ( 1  厶 +  cA — x ) dFY(!'J ( x ) ) +  〇( A ) ?

i ~ l  i ~ l  ®

上式两边除以A ，然后令 A — 0,即得（4 )式.

推论 1 对于任一险种 z，设每种情形的索赔均为期望为 f t 的指数分布，则（4)式变为
n  n

W ’ ( w ) 二 （ y ^ J X t ) i i ( u )  —  V ]  < K u -  X )  e 飞  d x ，

1- i  「 i & Jo

对积分作变量变换可得
n  n

ĉ ’Cw) 二 （y ĴXt)ii(u) — V ] ^(x ) e~^~ dx. (5)
Z - 1  Z - 1  J〇

5 0(M)的显式表达式

本节考虑在一定条件下的0(M) 的显式表达式.

定理 4 对于风险模型（3)，令 《 =  2,并假设{%〇 )“> 0 } 是参数为A,的 Poisson过程，F y« ( ：r ) 是期 

望为 f t 的指数分布 ， z =  1，2.那么模型的破产概率为

<p ( u )  — — C i — c2 ， ( 6)
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其中

^ — di〇2 (Ai +  A2) —— c(_di + ^ 2) zb V [c ( f t —— d2 ) 〇i 〇2 (Ai —— A2) ] 2 +  ̂ XiXzdldl
?1，2 — 206,62 ，

(X1O1 +  A2fe)[ —  62 ) did2 (,Xi ~  A2)]2 +  4：Xi X26^M ~  c{di 62 ) —  did2 (,Xi +  A2)] +  (Ai +  A2)

2c — ̂ 2) +  (Ai — A2)]2 +  4Ai A2^i 2̂

Aift + A 2 沒2
，c

c 二— (Xi〇i X2〇2 ) LVLc(d1 —  62 ) 6162( 1̂ ~  A2)]2 +  iXiX2d]M ~  c(6i 62 ) ~  〇i 62( 1̂ +  A2)] +  2 cdid2 (Ai +  A2)

2c — ̂ 2) +  (Ai — A2)]2 +  4Ai A2^i 2̂

证 明 当 n 二 2 时 ，由 推 论 1 的 （5 )式 可 得

— c^f ( u) +  (Ai +  A2)^ (w) =  ^  e_^T dx +  ^  \ ^ ( x ) e~ ^  d x <> (7)
Ul J 0 t/2 J 0

对(7)式求导，整理得

c^"(w) — (Ai + A2)’ (w) +  ^ 、《(w) 二 会 [ 多(尤)e - Y c L r  +  鲁 [ 多(尤)e-Y d ：r ， (8)
\ 〇i 62 J Q\ J 〇 Q\ J 〇

1 )当 A  # 艮时.

由(7)，（8)两式可得

— cdldz^ ( u ) +  Q\ (62 (Ai +  A2) — c) ^  ( u ) +  d\Xi (di — ̂ 2 )^ (w) , ,

A! ( f t  - d 2)  ，

— cdid\^f ( u ) +  Q\ (di (Ai +  A2) — c) ^  ( u ) +  ̂ A2 (62 — 〇i )^ (w) n、

x2 (a - 〇i )  ， c )

对(8)式求导，可得

— +  (Ai +  A2)《"(m) - (》 + +  (复 +  鲁)《(w) 二

^  \UK x )  e~ ?fd^  +  ^  \UK x )  e ~ ^ d x ,  ( 1 1 )
d\ J 〇 dl J 〇

把上面的（9)，（10)两式代人（11)式并整理，可得

cd ( u ) +  (x(di d2 ) — 6162 (Ai ( u) +  (c — (Aift + A2^2) ) ^ /(w) —— 0.

相 应 的 特 征 方 程 为

出1沒2 f 3 +  (c (沒X +  沒2 ) — dl 〇2 (Al +  A2 ) ) f 2 +  (c 一 (Ai ft +  A2 ̂ 2 ) ) ? — 〇 ?

解 方 程 得 特 征 根 为

^ ( x )  e_V  d :̂
)

乂<K x .) e- 冗  dx

d\〇2 (Al +  A2) —— c ( f t - \ -d2 ) VLc (〇l —— O2) 〇l 〇2 (Al —— A 2 ) ] 2 +  4Ai A2^1^2

1 c Q x Q 2

^ ^  _  Q\Qi (Ai +  A2) —— c ( 6i d2 ) —— ^ / Lc(〇i —— O2) O1O2 (Ai —— A2) ] 2 +  iXiX2dldl 
?2 — 2cdid2

?3 =  〇.

由相对安全负载假设，此时^〇二" 丄 u  —1，易 知 < 〇 ，？2 <〇,又由经典风险理论可得八°°)二
A iui ~r A2U2

有

所以破产概率为

K u ) =  cx +  c2 +  1, 

<p { u ) —— Ci eciu— c2 e'C z U .

下面求解各个参数，对（12)式求导得

^ ( u )

在（7)式中令 w二0，

= e^M+ c 2?2 e^%

，于是

( 12)

(13)
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由经典风险理论

^ 7(0) =  (Ai + A2)̂ (〇)-

多（〇）二 1 一 0 ( 0 ) 二 1 一 -~ .— 二 1
丄十

Ai Q\ X2 〇2

在 （1 2 )式 中 令 w二 0 得

^(0)  =  Ci +  c2 +  1 .

由 （1 3 )〜 （1 6 )式 可 得 参 数 C l，c2 满 足 如 下 的 方 程 组

Ai Q\ X2 〇2

f  1 f 2〔 2
(Ai +  A2) (c — (Xidi +  X2d2))

把特征根？i ，？2 的表达式代人上面的方程组，即可求得定理中参数Q ，c2 的表达式. 

2 ) 当 f t 二艮时.

由(7)式可得

由（8)式可得

( u) +  (Ai +  A2)^(w) =  乂1 古乂2 f (̂̂ :) e_~  dxj

c ^ u ( u )  —  ( A i  + X 2 ) i } /  ( u )  +  义 1 t  义 2 多 （w )  =  乂 1 士  乂 2 f  H . x )  e ~ ~  d x ^
d2

由上面两式作相应的代换，整理得到

cd^ iu ) +  (c — (Ai + A2)^)^/(w) —— 0，

相应的特征方程为 

解方程得特征根为

c6<̂ 2 +  (c 一 (Ai +  A2 )^) f — 〇 ；

—* 一 （ Ai + A2)6 — c —* 一 A
?1 =  Td ，。 = 〇.

所以生存概率

H u )  =  c* ê i w +  Q

1

二 c :  +  1.

(Ai +  X2)0
又 《(〇) =  c f + 1 ，且 多 ( 0 )二  1 一 0 ( 0 ) 二 1 一 — —

丄 十 c

于 是 破 产 概 率

<p( u) =  1 — i>( u)  —  ci e 1̂ w.
下 面 验 证 当 A 二 艮 二 6 时 ，（6)式 能 否 导 出 （1 7 )式.

此 时 参 数 ^ ，c2 满 足 如 下 的 方 程 组

(Ai +  乂2 )沒

得到“
(Ai +  X2)0

Cl  +  C2

(Ai +  A2) (c 一 （ Ai +  A2)沒）

其中

?2

(Ai +  A2)汐2 — 2 cd +  v  (Ai ~\~ Xz) 2〇4 _  (Ai ~\~ Xz^〇 一 c
2c62 cd

(Ai +  A2 )d2 — 2cd — \/ (Ai +  A2)2̂ 4 

2^d2

解方程组（18)可得

_ _  (Ai +  X2) d  _  n
Cl — — ----------------， 〔 2 _  〇,c

c

c
<

c

c
<

<

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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于 是 二 二 “ ，验证成立.于是定理得证.

6 结 语

本文研究了一类多险种多索赔情形的风险模型的破产概率，首先得到了破产概率的 Lundberg不等式 

及一般表达式，然后得到了生存概率满足的积分一微分方程，最后给出了特定条件下的破产概率的显式表达 

式.该推广模型在现实生活中有较好的实例，对保险公司的风险管理以及险种的研发都有一定的指导作用. 

另外，本文研究的风险模型还可以进一步推广，即考虑多险种多索赔情形的索赔到达过程之间存在相依性的 

风险模型，这将是本文的后续研究方向.
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Ruin Probability for a Class of Risk Model
Liu Limin, Niu Haifeng

(College of Mathematics and Information Science, Henan Normal University, Xinxiang 453007，China)

Abstract ： In this paper, we consider a risk model with multiple insurance business, and each of which involves multiple 

claim cases. First, the existence and uniqueness of the adjustment coefficient are proved, and Lundberg inequality and the gen­
eralized expression of ruin probability are obtained by using inequality and properties of martingale； Second, claim cases in 

small enough interval are analyzed? then the integro-differential equation for survival probability is obtained by transforming 

model and using total probability formula； Finally, based on the preceding integro-differential equation and the results in classi­
cal risk theory, the explicit expression of ruin probability is given under a certain conditions that the risk model has two insur­

ance business and claims follow the exponential distributions.

Keywords ： Poisson process ； martingale； ruin probability； survival probability

[责任编辑陈留院]


