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  摘 要:在过去的50年,复合材料的发展无疑是现代技术中的一个重要且成功的领域.复合材料通常由基体

材料和夹杂材料复合而成.高对比度复合材料在使用过程中,当夹杂彼此靠得很近时,往往会产生电场、磁场或应

力场等物理场的集中现象,这是数学物理领域中的一个重要课题.将着重介绍在过去的二十多年弹性复合材料应

力集中问题在偏微分方程理论方面取得的一些重要进展和一些待解决的关键问题.
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现代科技的飞速发展离不开材料科学的发展,如新型纳米结构材料以及器件的设计与研制、周期纳米结

构与等效模量等材料声学参数的构效关系等复合材料问题的研究,这些在航空航天、深海探测等高端科技领

域有着极为迫切的需求.先进复合材料的研制与应用已成为21世纪科技发展的主要方向之一,其核心技术

的突破遇到了大量的数学挑战,涉及偏微分方程、变分法、几何测度论、随机分析、非线性分析等领域,因此材

料科学的持续长远发展需要大量基础数学研究人才的加入.
复合材料通常是由两种或两种以上的金属、陶瓷或高分子等材料经过复合工艺而制备成的一种多相材

料,其中基体材料与夹杂材料在某一特性方面的对比度往往比较高.在高对比度复合材料中,当夹杂靠得很

近时会产生物理场的集中现象,如电场、电磁场、应力场等.随着新型复合材料数目的不断增加和新的材料不

断被开发,美国科学院院士FRIEDMANA在《对数学未来的思考》中认为:人类迄今在材料科学的数学研究

方面所取得的成就,可以说仅仅是一个开始,还远远不能满足实际应用的需求,甚至对已经研究了很多年的

标准材料也仍然面临着大量的数学挑战.例如,当一个均匀的弹性体在承受高压时会破裂.那么,破裂从何时

开始,怎么开始? 它们又将如何扩展,何时会分裂成许多裂片,以至于材料最终彻底失效.
自20世纪60年代以来,工业上的巨大发展促进了复合材料背后数学理论的发展,新的数学工具出现也

带动其他领域的发展.如均匀化、变分法、有限元方法、夹杂形状优化、补偿紧方法、拟共形映照等.这些理论

的发展与完善既需要数学家、物理学家、力学家以及工程师们之间的相互交流与互动,也需要理论数学家与

计算数学家之间更深层次的通力合作.由于玻璃纤维和轻质碳纤维复合材料在航空航天工业和体育器材等

领域都有广泛的应用,1999年,自适应有限元创始人BABUŠKAIVO(美国工程院院士)与瑞典航空研究所

的两名工程师合作研究纤维增强复合材料中裂纹与破坏的计算分析[1].在复合材料中往往会有大量的纤维

相互接触或几乎接触,而纤维之间的相互位置会严重影响复合材料能承受的最大应力.由于在碳纤维增强复
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合材料中,小形变就会产生大应力,甚至产生裂纹,所以研究线性弹力方程组———拉梅(Lamé)方程组

μΔu+(λ+μ)∇(∇·u)=0 (1)
能够精确地达到目的,其中(λ,μ)在基体材料与纤维材料中取不同的值.为了理解这个问题,研究对应的标量

方程

∇·(a∇u)=0 (2)
也颇有价值,其中a 在基体与纤维中也取不同常数.关于相互接触纤维之间应力的有界性,以及如何刻画纤

维靠近时应力的集中行为,都是数值仿真过程中需要解决的关键问题[1].该问题也被称为Babuška问题.
在过去的二十多年间,Babuška问题得到了众多数学家与应用数学家的关注,如 阿贝尔奖得主NIREN-

BERGL(美国科学院院士),国际数学家大会报告人LIY(李岩岩),KANGH,MILTONG,以及 AM-
MARIH(欧洲科学院院士),VOGELIUSM等,取得了一系列重要进展.由应力-应变关系,应力的集中问

题对应着偏微分方程解的梯度估计问题,本文将从以下3个方面介绍这方面的进展:(1)对比度有限情形梯

度的一致有界估计;(2)高对比度的极限情形梯度的最佳爆破估计与渐近展示;(3)双参数情形梯度的统一估

计,并介绍在此过程中发展的多种偏微分方程方法,如层位势方法、Neumann-Poincaré算子的谱方法、能量

方法和Green函数方法等.

1 对比度有限的情形

由于方程组(1)结构的复杂性,在数学上,人们首先考虑其简化模型(2).由于二维简化的平面弹力模型

与电传导(或热传导)模型是一致的,所以标量方程的Babuška问题也通常被称为传导问题,此时方程(2)的
解u 表示电势(或温度).具体地,考虑如下Dirichlet边值问题

∇·(a∇u)=0, x∈D,

u=φ,x∈∂D,{ (3)

其中D 是Rd(d⩾2)中的有界开集,D1,D2 是D 中的有界凸子集,φ ∈C2(∂D),

a=χD\(D1∪D2)+kχD1∪D2
, (4)

k∈ (0,1)∪ (1,∞).这里有两类关键的参数:D1 与D2 之间的距离ε和传导系数对比度k.
第一个利用分析方法来研究该类问题传导性质的应用数学家可以追溯到KELLER[2].关于Babuška提

出的梯度有界性问题,当k 有限时,BONNETIER和VOGELIUS[3]首先证明了内含物是两个相切圆盘时,
问题(3)解是W1,∞的,这推进了DeGiorgi-Nash-Moser关于L∞系数椭圆方程解是Cα 的著名结果.随后,LI
Y和VOGELIUS[4]研究了带有分片 Hölder连续系数的散度型椭圆方程

Dα(AαβDβu)=divf, (5)

建立解的分片C1,α正则性与解的梯度的一致有界性.文献[5]将上述结果推广到带有分片 Hölder连续系数

的椭圆方程组的情形.文献[5]中的弱椭圆性包含了线性弹性方程组———拉梅方程组,回答了Babuška弹力

问题一致有界性的问题.但是,文献[4-5]中的梯度估计的上界不能反映对纤维距离以及对比度大小的具体

依赖关系.因此,为了实际问题的需要,仍然需要做进一步的研究.

2 高对比度的极限情形

2.1 超传导模型

当问题(3)中的k趋于无穷大时,称这类问题为超传导问题.将通过研究这类极限问题来刻画高对比度

的复合材料中的电场(或应力场)随着内含物之间的距离ε趋于0产生的集中现象.
文献[6]利用层位势方法研究了R2 中两个相距ε的圆盘的情形,得到方程解的梯度|∇u|的下界估计

是ε-1/2阶的.文献[7]进一步给出了电场强度的上下界估计,进而得到|∇u|在R2中的爆破速度是ε-1/2阶

的.文献[8-9]将此结果推广到了R2 中两个相邻的一般凸区域情形,得到了同样的爆破率.
对于更高维数,文献[10]利用极值原理研究了内含物是两个任意有界凸区域的超导问题:
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Δu=0, x∈Ω∶=D\(D1 ∪D2),

u=Ci, x∈Di,i=1,2,

∫∂Di

∂u
∂ν +

=0,i=1,2,

u=φ, x∈∂D

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(6)

的梯度估计,其中Ci(i=1,2)是待定常数,∂u
∂ν +

∶=limτ→0
u(x+ντ)-u(x)

τ
,ν表示区域的单位外法向量,

他们得到了梯度的上下界估计:

ρd(ε)
Cε ⩽ ‖∇u‖L∞(Ω)⩽

Cρd(ε)
ε

,

其中

ρd(ε)=
ε, d=2,

|logε|-1, d=3,

1, d⩾4.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(7)

由此得到d=2时|∇u|的爆破率是ε-1/2 阶的,d=3时是(ε|logε|)-1 阶的,d⩾4时是ε-1 阶的.文献

[11]将上述结论推广到内含物是有限个凸区域的情形.需要指出的是,在以上结果中,他们均假设内含物不

能靠近边界,所以文献[10-11]中的估计可看作是内部估计.对应的边界估计可参考文献[7,12].当内含物

是非严格凸的或C1,α 时,文献[13]证明了当内含物是相对凸的但不严格凸时,即带有部分“平坦”边界时,问
题(6)解的梯度|∇u|是一致有界的,即爆破不会发生,揭示了“双黄蛋”型内含物不产生集中的现象;当内

含物相对凸的阶数m ∈ [2,∞)时,建立了|∇u|的逐点上下界估计,进而得到|∇u|的爆破速率与d 和

m 的依赖关系:当m >d-1时,爆破速率为ε
1-d
m ;当m=d-1时为(ε|logε|)-1;当m <d-1时为ε-1,

该结论表明,当m → ∞ 时,|∇u|趋于有界;当1<m <2时,内含物的光滑性条件由之前的C2,α 弱化到

C1,α 时,利用DeGiorgi-Nash估计和Campanato方法证明得到|∇u|的爆破速率当d=2时为ε-1/m,当

d⩾3时为ε-1.这些结论揭示了空间维数与内含物的相对凸性对超导问题解的梯度爆破速率的根本影响.当

k=0时,对应的绝缘模型最近也取得重要进展,见文献[14-17].关于对∇u 性质的更多研究,可参考文献

[18-28]等.关于非线性偏微分方程解的梯度的爆破分析,可参考文献[29-31]中关于p-Laplace方程的研究.
文献[32]建立了R2 中梯度的定量描述,即证明得到了梯度关于ε的渐近表达式.他们考虑超导体问题

Δu=0, x∈R2\(D1 ∪D2),

u=λi, x∈∂Di,i=1,2,

u(x)-H(x)=O(|x|-1), |x|→ ∞,

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中常数λi 由∫∂Di

∂u
∂ν +

=0确定,H(x)是R2 中给定的调和函数.当D1 和D2 是R2 中半径分别为r1 和r2

的圆盘时,他们利用奇异函数q,

Δq=0, x∈R2\(D1 ∪D2),

q=ci, x∈∂Di,i=1,2,

∫∂Di

∂q
∂ν +

=(-1)i, i=1,2,

q(x)=O(|x|-1), |x|→ ∞,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(8)

其中ci 是两个常数,建立了 ∇u与r1,r2,ε,和H 之间的具体依赖关系.当D1 和D2 是R2 中两个C2,γ(γ∈
(0,1))的有界区域时,文献[33]通过一个与定义在内含物边界上的Neumann-Poincaré算子对应的特征函

数的单层位势构造了奇异函数.他们将该奇异函数与文献[32]中内含物是两个圆盘时的奇异函数进行比较,
定量地描述了梯度的爆破速率.相关结果也可参考文献[34].R3 中的类似结果见文献[35],他们考虑了内含

物是两个半径相等的球的情形.对于半径不相等的情形,可参考文献[36].对于任意维数空间中梯度的爆破
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速率的定量表示,文献[37]研究了内含物是有界凸区域的情形,证明得到了|∇u|关于内含物间距ε 的渐

近等式.该结果对超导问题(6)解的梯度的奇异行为给出了完备的回答.更多结果见文献[38].对应的边界估

计,即内含物与外部基体边界充分靠近时,可参考文献[39].
2.2 硬纤维模型

在高对比度的弹性复合材料中,当内含物靠得很近时,往往会发生应力集中现象.与极限问题(6)类似,
当纤维的Lamé常数min{μ1,dλ1+2μ1}→ ∞ 时,u 满足如下方程

Lλ,μu∶=μΔu+(λ+μ)∇(∇·u)=0, x∈Ω,

u|+=u|-, x∈∂Di,i=1,2,

e(u)=
1
2
(∇u+(∇u)T)=0, x∈Di,i=1,2,

∫∂Di

∂u
∂ν +

·ψα =0, i=1,2,α=1,2,…,d(d+1)/2,

u=φ, x∈∂D,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(9)

其中φ ∈C2(∂D;Rd)给定,∂u
∂ν +

∶=(C0e(u))n=λ(∇·u)n+μ(∇u+(∇u)T)n,ψα 是刚性位移空间

Ψ∶={ψ∈C1(Rd;Rd)|∇ψ+(∇ψ)T=0} (10)
的一组基.关于问题(9)解的存在性、唯一性和正则性,见文献[40].特别地,(9)的 H1 弱解是C1(Ω;Rd)∩
C1(D1 ∪D2;Rd)的.

文献[40-41]通过改进文献[26]中的迭代技术并利用精细的能量估计方法得到Lamé方程组(9)解的

梯度的逐点上界估计:

|∇u(x)|⩽C‖φ‖C2(∂D;Rd)

1
ε+dist(x,P1P2)

, d=2,

1
|logε|(ε+dist2(x,P1P2))

+
dist(x,P1P2)

ε+dist2(x,P1P2)
, d=3,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(11)

其中P1 ∈∂D1 和P2 ∈∂D2 使得dist(P1,P2)=dist(∂D1,∂D2)=ε,P1P2 表示连接P1 和P2 的线段.他
们构造了标量辅助函数u∈C2(Rd),结合(10)中定义的ψ,引入向量值辅助函数uψ,基于能量估计的迭代

技术,确定了|∇u|的主项,由此得到(11)式.
文献[42]引入一组线性泛函矩阵 Bk0

d [φ],其中k0=1,2,…,d 是一个整数,证明得到了对应的下界

估计:

|∇u(x)|⩾
ρd(ε)
Cε Bk0

d [φ],x∈P1P2, (12)

其中ρd(ε)定义如(7)所示.结合(11)和(12)的结果可知,|∇u|在R2中的爆破速率是ε-1/2阶的,在R3中

是(ε|logε|)-1 阶的.当内含物的光滑性由C2,α 减弱为C1,α 时,文献[43]证明得到此时|∇u|在R2 中的

爆破速率是ε-
1
1+α 阶的,在Rd(d⩾3)中是ε-1 阶的.揭示了内含物光滑性对爆破速率的影响.对应的边界估

计见文献[44-45].
从工程实际应用的角度来看,更重要的是通过建立梯度的渐近表达式来捕捉梯度的奇异行为.文献[46]

利用层位势方法和奇异函数q和(8)式,结合Lamé常数 (λ,μ),构造了向量值的奇异函数Qi,i=1,2,满足

Lλ,μQi=0,x∈R2\{δ1,δ2},
其中δ1 和δ2 分别是反演变换R1R2 和R2R1 的唯一不动点.他们发现方程的解可以表示如下:

u=C1Q1+C2Q2+b,
其中C1 和C2 是两个与ε有关的常数,∇b有界.从这个解的表示中他们证明得到|∇u|在R2 中的爆破率

是ε-1/2 阶的.对于一般的凸区域D1 和D2,文献[47]得到任意维数的 ∇u 的渐近展式.
上述建立的 ∇u 在窄区域上的渐近展示,局部的应力集中对复合材料的整体效能会有直接影响.假设复
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合材料是周期排列的,文献[48]得到了有效剪切模量和拉伸模量关于内含物间距ε的渐近展示.文献[49]基
于对偶变分原理,给出了Flaherty-Keller公式的严格数学证明,得到的渐近展示带有O(ε-1/4)阶的低阶项.
最近,文献[50]利用完全不同的方法将余项改进到了O(1)阶.他们借助文献[40-41]中发展完善的迭代技

术,修正其中的辅助函数,改进了凸内含物周期材料的有效剪切模量和拉伸模量的Flaherty-Keller公式,实
现了从局部梯度估计理论到整体有效性能理论的统一.

3 双参数问题的统一估计

在偏微分方程的理论研究与数值计算研究中,双参数问题往往较单参数问题困难许多,所以如何建立解

的梯度与参数k以及内含物间距ε之间的具体关系也是弹性复合材料领域的核心问题.当内含物是R2 中的

圆盘时,文献[51]考虑了下面的非齐次问题:

∇·(a∇u)=f, x∈D,

u=φ, x∈∂D,{
其中a 的定义如(4)所示.他们利用Green函数方法,证明得到了梯度和高阶导数关于k 与ε的具体依赖表

达式

‖∇u‖L∞ ⩽
C

ε+
1
k

,k≫1.

该结果统一了传导问题中方程系数有限情形与部分退化情形的梯度估计.取a=χD\(D1∪D2)+k1χD1 +
k2χD2

,当(k1-1)(k2-1)<0时,文献[52]考虑了R2 中的齐次问题

∇·(a∇u)=0, x∈R2,

u(x)-H(x)=O(|x|-1), |x|→ ∞,{
其中 H(x)是R2 中给定的调和函数.假设D1 和D2 是两个圆盘,利用Neumann-Poincaré算子的谱的性质,
建立了解的梯度和高阶导数估计,发现此时|∇u|是有界的,且与k1,k2和ε无关.特别地,取k1=0,k2=∞
或k1=∞,k2=0时,|∇u|仍然有界,但是|∇2u|的爆破速率是ε-1/2阶的.更多相关结果可参考文献[53]
最近的工作.

如何将上述关于二维圆盘内含物的结果推广到一般的凸内含物和任意有限维数仍然是一个公开的问

题.如何将标量的结果推广到对应的拉梅方程组

∇·((χΩC0+χD1∪D2C
1)e(u))=0, x∈D,

u=φ, x∈∂D,{
更是一个极具挑战且非常重要的问题.
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Onstudyforthetheoryofpartialdifferentialequationsincompositematerials

LiHaigang1,XuLongjuan2

(1.SchoolofMathematicalSciences;KeyLaboratoryofMathematicsandComplexSystems,MinistryofEducation,BeijingNormalUniversity,

Beijing100875,China;2.AcademyforMultidisciplinaryStudies,CapitalNormalUniversity,Beijing100048,China)

  Abstract:Inthepast50years,theimprovementofcompositematerialsisundoubtedlyanimportantandsuccessfulfield
inmoderntechnology.Itiscomposedofthematrixandinclusions.Inhighcontrastcompositematerials,ahighconcentrationof

physicalfieldssuchaselectricfield,magneticfieldorstressfieldwilloccurwhentheinclusionsareclosetoeachother,which
isanimportantsubjectinthefieldofmathematicalphysics.Inthispaper,wewillfocusontheimportantadvancesinthetheory
ofpartialdifferentialequationsandsomekeyopenproblemsforthestressconcentrationofelasticcompositematerialsinthe

past20years.

Keywords:compositematerials;Lamésystems;gradientestimates;blow-uprates;asymptotics
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