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摘 要：主要研究了初值间断的一维可压缩 Navier—Stokes方程的柯西问题．当初始密度间断任意大时r证明 

了黏性系数依赖密度的一维可压缩 Navier-Stokes方程柯西问题整体弱解的存在性、分段正则性．并证明了密度的跳 

跃间断以指数速率衰减到零 ，同时弱解也趋于平衡态等． 
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Navier—Stokes方程是重要的流体动力学模型，反映了黏性流体流动的基本力学规律，在流体力学中具 

有十分重要的意义．本文研究了黏性系数依赖密度的一维可压缩 Navier—Stokes方程，其具体形式如下 

+ — o’ 

(1) 1( ) +(pu。) + ～( (P) ) =0
， 

⋯  

其中lD三三=0和 分别表示流体的密度和速度．户(ID)：lDy(y> 1)是压力函数， (P)一 (a>O)是黏性系数． 

特别地，当y：2且 a一 1时，(1)就是流体动力学中的经典模型——saint—Venant模型． 

有关初值间断的可压缩 Navier—Stokes方程整体弱解的适定性研究已经有了许多重要进展，例如，当黏 

性系数是常数时，Hoff在文献[1—3]中证明了一维Navier—Stokes方程的间断解的整体存在性．对于初值间 

断的等温流体，Hoff在文献[4]中构造出了可压缩 Navier—Stokes方程的球对称弱解，并证明了整体弱解的 

存在性．在文献[5—6]中，Hoff还研究了高维等温可压流整体弱解的存在性．对于初值间断情形，文献E7]证 

明了一维可压缩热传导流的整体弱解的存在性．当初值在超曲面上间断时，Hoff在文献[8]中研究了二维和 

三维可压缩热传导流体的整体弱解的存在性．Hoff还在文献[9]中得到了二维正压 Navier—Stokes方程的整 

体弱解的存在性． 

当黏性系数依赖密度，即 (1D)一l0口且 0< < 1时，对于初始密度间断任意大的初值，文献Do]研究了 
一 维可压缩 Navier—Stokes方程自由边界问题的整体弱解的存在性，并得到了整体弱解的分段正则性．当初 

值满足一定条件时，文献En]证明了自由边界问题整体强解的存在唯一性．而当0<a 1时，对于初始密度 

间断有界的初值，文献[12]证明了一维可压缩 Navier—Stokes方程固定边界问题整体弱解的存在性，分段正 

则性以及弱解的大时间行为等．当 0< a≤ 1时，对于初始密度间断有界的初值，文献[13]研究了一维可压 

缩 Navier-Stokes方程的柯西问题，并得到了整体弱解的存在性，分段正则性以及弱解的大时间行为等． 

本文的主要 目的是研究初值间断的黏性系数依赖密度的一维可压缩Navier-Stokes方程(1)的柯西问题 

整体弱解的存在性．当0< a≤ 1，且初始密度间断任意大时，证明了整体弱解的存在性，分段正则性以及弱 

解的大时间行为等． 
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1 主要结果 

本文研究方程(1)具有如下初边值条件的柯西问题 

+ ( ) — O， 

R ㈤ l(ID
， )( ，o)= (p。， o)( )， ∈ ， ⋯  

。 

【lim(ID，“)=( ，o)，￡>o， 
其中 是一个正常数． 

下面，给出柯西问题(2)整体弱解的定义． 

定义 1 对于任意时间 T>0，如果(|D， )满足如下正则性 

P∈L_ ， 江1( ( )， ∈L。。(O'T；L2(R))， (3) I( 
一 “ )∈ L。(o，T；H (R))， 

并且方程(2)中第 1、2式在分布意义下成立，即对任意的 ∈Co(R×[0，T))，(4)式成立 

f’ ⋯ rT r j (P0一 ) ( ，0)dz+Ji JR(ID一 ) d + jR dzd￡=o， (4) 
对任意的 ∈C (R×[O，T))，(5)式成立 

r ⋯ rT r j ID。 。 (z，0)d +Jl J +(√ ) )d d +J。j (J0 一 “ ) d 出一o， (5) 
则称(ID， )是柯西问题(2)的一个整体弱解． 

对于柯西问题(2)，不妨假设初始密度的间断点即为零点，且初值满足如下条件 

④_O >ID0 o ’ 嬲』D。 P_>o’ (6) 
～O 

lID0一lD∈H (R／{o))， o∈H。(R／{o))， 
(6)式中的p一是一个正常数．同时定义如下函数 

E。：一专』RP。 。。d +上ID。‘ ( 一 )+ ( 一 ))dz， (7) 
以及 

E ：=丢点P。( + (1D5) )。dz+￡P。( (ID 一 )+ ( 一 一 ))dz， (8) 

在上式中正：= + 
然后给出弱解的整体存在性结论以及大时间行为． 

定理1 假设y三三=1+ ，当0< 告，并且初值满足(6)时，或者当a>百1，并且初值满足(6)，以及 

E 1(E
。
+E )专 ， (9) 

(9)式中的u是一个正常数，则柯西问题(2)存在唯一的整体弱解，并且存在一条满足如下定义的间断线 

．z— (￡) 

一  ( )， (o)一 > o， (1o) 

沿着间断线 z一 3，(￡)，弱解(ID，“)满足如下间断跳跃条件 

[ ( (￡)， )]：0，[p ( (￡)， )]==：[Fu ( (￡)，￡)]， (11) 

在(11)式中[厂( (￡)，￡)]：一，( (￡)+0， )一，( (￡)一0，￡)．并且对任意的时间 T> 0，弱解(p， )满足如下 

的分段正则性 

rlD一 ∈L。。([0，T]；H (R／{o)))， 

∈L。。(Eo，T]；H (R／{0)))F1 L ([o，T]；H。(R／{0)))， (12) 
’ 

【P 一 ∈Lo。(Eo，T]；H (R／{0}))． 
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此外，沿着间断线，可以得到密度的跳跃间断以指数速率衰减到零 

l[IDg(0)]1 e-C。t l[ ( (￡)，￡)]l=三三I[I口s(O)]1 ‘， (13) 

在(13)式中的C。，C 都是不依赖于时间的正常数，并且可以证明当时间趋于无穷时，整体弱解也衰减到零， 

Il(1D— ，“)(·，r)lI 。。(R／{0))一 0． (14) 

注 1 定理 1对于黏性 Saint—Venant模型也是成立的，即y=2，a一1时的情形． 

2 先验估计 

根据文献E14]中对间断线的分析，可以得到一条满足如下定义的间断线z— ( ) 

一  ( ( (o)= o，z> o， 

并且沿着间断线 z— ( )，弱解(10，“)满足间断跳跃条件 

[“( ( )， )]一0，[p ( ( )，￡)]一 Ep：( ( )，￡)]． 

为了证明先验估计，利用 Lagrange变换 

一 l p(Y， )dy，r— t， 

则间断线 — ( )变换为直线 一 0，并且间断跳跃条件变换为 

[M(O，r)]=0，Ep (O，r)]一 Ep “{(0，r)]． 

则柯西问题(2)变换为 

fP + P }一 0， 

1 +(P )e：(1D “e){， 

1(10，“)I 一0一(1D。，U。)( )， ∈R／{0)， l ( )
= ( ，C=)，r>0， 

并且初值满足 

fpo(0—0)>P。(o+o)'刚in fpo三三=P_>o， 

lpo—P∈ H (R／{0))，‰ ∈ H。(R／{0))． 

下面，将给出固定边界问题 (19)的一些先验估计． 

引理 1 假设定理 1的条件成立，则有 

p(O一0，r)> p(O+ o，r)，r∈ [O，+∞)． 

证明 由(18)式和(19)中第 1式可得下式成立 

[ ] +[1D ]： 0， 

进而可得 

EF]一 exp(一胜习ds)<。． 
引理 2 假设定理 1的条件成立，则柯西问题(19)的弱解满足 

正(÷抖 (1Dr1一 + (p-1一lD---1 +mIDl+au s一 

上(专 + 兰 ( 一 )+ ( 一 ))d 一Eo，r∈[o，+。。)． 
证明 在(19)中第 2式两端乘 ，再关于 在R上积分并利用(16)，可以得到 

￡(专“ + (ID 1一 r )+ ( 一 一 ))d~-FIRpl+au； 一0， 
再对上式关于 r积分可得引理 3． 

引理 3 假设定理 1的条件成立，则柯西问题(19)的弱解满足 

丢互( +( ) ／a)。d 十五‘ (P l一 )+ (ID -b )) + 正P 。尸善d钮s+ 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 
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(一[ ]) (r)+玎：(一 ) ( ) =丢正(‰+( )e／口) + 

上‘ ( 一 )+ ( 一 ))畦=E ，r∈[o，+o。)· 
证明 在方程(19)中第 1式的两端同乘 则可得到 

( ) + 《D e一 0， 

再对(26)式关于 求导可得 

( )《／口+ (1D 。“ ) {一 0． 

将(27)式和(19)中第 2式相加可得 

( +( )}／口) + (fD )}= 0． 

在方程(28)两端同时乘以( +( )e／口)，并在R×[O，r]上积分可得 

1 rl r 1 专』。(“+(10口)e／口) +上‘ (1D 一 )+ (10_ 一 )) + 

7舭 。lD； s一 一专 (时( ／J iE／] d ／ 蚪 7J。』。 。lD；d 一 I 。s一专j。( 。+( )}a)。d{+ 

上 ( 一 )+ ( 一 )) ， 
同时可以得到下式 

一  [ ] l 。ds一一fr Ep ] (s)d =-Ep ] (r)+ ：ID (o+o，s) (o+o，s) (s) 一 

。P (0一l0，s) (o—o，s) (s)ds 一[ ]3I(r)一yj。[1D什 ]"}(0，s) (s)ds， 
再利用 

o，r)一 > O， 

以及由(21)式得到的结论 

(r) 0， 

可以证明(25)式． 

引理 4 假设定理 1的条件成立，则柯西问题(19)的弱解满足 

0< c 』D( ，r) C，( ，r)∈R／{0}×E0，+。。)， 

(29)式中的C和C都是不依赖于时间的正常数． 

证明 定义如下函数 

(ID)：一 (1D 1一 )+ (10_ 一 )， (ID)：=j ( )吉 咖． 
容易验证 (ID)三三=0， (JD) 0，并且当ID一+Cx。时，可以得到 

lim (1D)一 (y一1)一号 1 d 一 

lim 2 

+。。(y+ 2a一 1) — 1 
(iD 一 )一 + 。。， 

锄  ．~1 -1 一 

f—oo,0<a ， 

1一 l。_ ，a>专。 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 
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I (P)I I j’_ a} (P)曲I+l J e a} (ID)以I 1 j— (1D)专P 1+l J e (1D)专l。『 I r{ r+。。 r{ 1 r+。。 1 

2 I正 (P)d吐( ( ) I专 告E (E0+E ){， 
其中u是一个不依赖于时间的正g-数． 

综上，当o< a 1时
，
或者当a> 1

，下 成立时 

E (E。+ E )专 ， 

可以找到两个不依赖于时间的正常数 C和C，使得(3O)式成立． 

引理 5 假设定理 1的条件成立，则柯西问题(19)的弱解满足 

C C t r et C 上 ； +上“； +上 ~$dSds+j o d s+j。 ID “；d C，f∈[o，+∞)， (31) 
其中C是一个不依赖于时间的正常数． 

证明 在方程(19)中第 2式两端乘以p-“ 乱 ，并关于 拿积分可得 

正( 1乱；一 1 )d~q-IRp一(1 乱； 一(7--(1+a))正lD “； 一(1+a)正JDr(2+0 lD d$-4- 

(1+a)正lD～ “ }d~-4-I-p-(1 ](( 一Pl+au)乱 )I ， 
再对上式关于r积分，并经过计算可得 

上 ；d +j。上 ,2 dSds c+c』Rr(1D H H ) +CJ。上 ；d +CJ。』R』D；d s+ r rt f rt r r f 

Cj。上P； ；d钮s+J。I[1。_n ]((ID 一lD e) )I}一o+I ds三三三c+ 

CJ。 ID； ；。d -4-j。[P_“ ](( 一P + e) )I 一0 1 ds· 
再 由(24)式 、(25)式和(29)式可得 

s 胁 ̈ 百1』。v + 州s+C．『。r ， 
以及 

I[p-(1 ]((fD 一PH。甜 ) )J I ：J[10鑫]I e-凸lI fD 一fDH。 II 。。JI lJ 。。ds 
e P 咄 + + ⋯

o +lflIu~d,dcJl cJi~ VJ ot dSds+G肚 ， e一。1I 【l￡∞ +Cj。上ID；d + 甜；d + s+GJ。上 ；d ， 
其中 C是一个不依赖于时间的正常数，e是一个待定的充分小的正常数．综上所述，可以得到 

￡ ； ds+j’： ；d ds c+ 』：正 ；d ds． 
再对方程(19)中第 2式关于 r求导，然后在所得结果两端乘以 ，并关于 积分可得 

+￡lDl+au === 蚪『R(pl+o)ru~／,／8Z" (32) 
再对(32)式关于 r积分，可以得到 

s u

。

p
，明 JRf d +』：正lD + §d c+C 。r正 ；d s+CJ．。r正 ；d G c+c s u。p．T1 II甜；II 。。 

一 c+ c s
_oI
up
刀
(
JfR ；d )号(正 e 。 )专G C+G』： p §d s+ 1 s̈0Iup刀JR甜： ， (33) 

(33)式中的C是一个不依赖于时间的／E常数，并且令 e是一个充分小的正常数，再利用(33)式即可证明 

(31)式． 

引理 6 假设定理 1的条件成立，则柯西问题(】9)的弱解满 屉 
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(34)式中的 

证明 

引理 7 

I[1D鑫( )]I co l[ ( ，r)]l l[』0鑫(岛)]I e- - ，r∈[0，+o。)， 

C。和 C 都是不依赖于时间的正常数． 

由(23)式和(30)式可以证明(34)式． 

假设定理 1的条件成立，当时间趋于无穷时，柯西问题(21)的弱解满足 

II(1D一 ，“)(·，r)II Lo。(R／{o))一 0，r一+∞． 

可以得到 

肌0((ID一 + ； r c， 
以及 

； Idr—fo I上(一4 一2咖2 +2jI UyUyT(i ldr 
圳r+ 正 z+ 2 州r≤c， 

由(36)、(37)式可得 

ll(10一 ， )}II 1．z(R／{o})∈ W ，I(R )． 

再由 Gagliardo—Nirenberg—Sobolev不等式 

II(ID一 ，z‘)lIL(R／{o)) ll(JD一 ，“) 

以及 (24)式，(29)式和(38)式可得 (35)式． 

3 定理证明 

㈨  
II(p-P一， II ㈨ ， 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

证明 采用对空间变量进行差分离散的方法(参考文献 [3，5，73)，构造一个柯西问题(19)的整体逼近 

解序列，并且该逼近解序列满足引理 1至引理 7．因此，应用紧性分析，可以证明该逼近解序列有收敛子列， 

其极限就是柯西问题(19)的整体弱解，并且存在一条由(24)式定义的间断线 Y(￡)，使得性质(25)一(27)成 

立．而跳跃间断和弱解的大时间行为可以由引理 6和引理 7直接得到．至此定理 1证毕． 
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Abstract：This paper is concerned with the Cauchy problem for one-dimensional barotropic compressible Navier-Stokes 

equations with density-dependent viscosity coefficient and discontinuous initial data．For the Cauchy problem，we prove that 

there exists a unique global piecewise regular solution for piecewise regular initial density with arbitrarily large jump discontinu— 

ity．Moreover，we show that the jump of density decays exponentially in time and the piecewise regular solution also decays as 

time tends to infinity． ’ 
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