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一类非线性双曲型方程整体解的存在性和渐近性
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摘 要:研究了一类带有非线性耗散项的双曲型方程utt-∑
n

i=1

( ∂u
∂xi

p-2∂u
∂xi

)+a|ut|q-2ut =b|u|r-2u在

有界闭区域内的初边值问题,通过在Sobolev空间W1,p
0 (Ω)上构造稳定集,证明了这类问题的整体解的存在性,并利

用Komornik的一个重要引理给出了整体解的渐近性态.
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本文研究双曲型方程初边值问题整体解的存在性和渐近稳定性,

utt-∑
n

i=1

∂u
∂xi

p-2∂u
∂xi

æ

è
ç

ö

ø
÷+a|ut|q-2ut=b|u|r-2u,x∈Ω,t>0, (1)

u(x,0)=u0(x),ut(x,0)=u1(x), (2)

u(x,0)=u0(x),x∈∂Ω,t⩾0, (3)

这里Ω⊂Rn 是具有光滑边界∂Ω 的有界闭域,a,b>0,q,r>2,Δp=-∑
n

i=1

∂
∂xi

∂
∂xi

p-2 ∂
∂xi

æ

è
ç

ö

ø
÷(p>2)为

一散度算子(退化的拉普拉斯算子),称为p-Laplace算子.
问题(1)用来描述黏弹性力学中的纵向运动,也可被视为一个服从非线性Voight模型的黏弹性结构的

控制纵向运动的场领域方程[1-4].
当b=0时,对于任意的初始值,众所周知阻尼项可保证整体解的存在性和能量解的衰减[4-6].当a=0

时,若r>p,则源项可导致带有负初始能量的解在有限时间内爆破[7].p=q=2时阻尼项和源项之间的交互

作用首先被LEVINE[8-9]发现,他证明了带有负的初始能量解在有限时间内爆破.GEORGIEV和TODOR-
OVA[10]将LEVINE的结果扩展到了当q>2时带有非线性阻尼项的方程.在他们的工作中,作者研究了问

题(1)~(3)在p=2时的情况,通过确定q和r的适当关系,应用凸性原理证明了解的整体存在性和在有限

时间内的爆破性,精确地说,他们证明了当q⩾r时,带有负能量的解关于时间t的整体存在性,当q<r时解

在有限时间内发生爆破.文献[11]将这些结果推广到阻尼项是非线性且初始能量解为正的情况.对于(1)式
的Cauchy问题,文献[12]也给出了类似的结果.

杨志坚在文献[13-16]中研究了问题(1)~(3),并获得了关于非线性项和初值在增长条件的假设下整

体解的存在性.对于整体解的不存在性,杨志坚获得了问题(1)~(3)在满足初始能量E(0)<min{-((rk1+

pk2)/(r-p))
1
δ,-1}(r>p,k1,k2 和δ 是正常数)条件下的解的爆破性质[17].

因为p-Laplace算子Δp 是非线性算子,证明和计算的推理过程不同于Laplace算子Δ=∑
n

i=1

∂2

∂x2

i

.借助

Galerkin方法和紧致性原理以及Nakao引入的一个差分不等式[18],叶耀军证明了p⩾r时,带有非齐次项
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f(x,t)的问题(1)~(3)整体解的存在和衰减估计[19-20].
将应用Sattinger提出的位势井理论研究问题(1)~(3)的整体解的存在性,并借助Komornik的引理证

明整体 解 的 渐 近 性 质.为 方 便 起 见,采 用 通 用 的 符 号 和 约 定:Wk,p(Ω)表 示 范 数 为 ‖u‖Wk,p(Ω) =

∑
|α|⩽k

‖Dαu‖p
Lp(Ω)( )

1
p 的Sobolev空间,记Wk,p

0 (Ω)是C∞
0 (Ω)中Wk,p(Ω)上的闭包.为简单起见,以后用

‖·‖p 表示Lebesgue空间Lp(Ω)的范数,记 ‖·‖ 为L2(Ω)的范数,并用范数 ‖∇·‖p 等价代替

Wk,p
0 (Ω)的范数 ‖·‖W1,p(Ω)

,此外M >0表示依赖于已知常数的常数,在不同的地方可以不相同.

1 主要结果

为了陈述和证明主要结果,首先定义如下泛函:

K(u)=‖∇u‖p
p -b‖u‖r

r,J(u)=
1
p
‖∇u‖p

p -
b
r‖u‖

r
r,u∈W1,p

0 (Ω). (4)

定义稳定集 H 如下

H ={u∈W1,p
0 (Ω),K(u)>0}∪ {0}. (5)

用(6)式表示与(1)~(3)式有关联的总能量

E(t)=
1
2‖ut‖2+

1
p
‖∇u‖p

p -
b
r‖u‖

r
r =
1
2‖ut‖2+J(u),u∈W1,p

0 (Ω). (6)

E(0)=
1
2‖u1‖2+J(u0)是初始值的总能量.

为了研究主要结果,需要下面的两个引理.

引理1 设u∈W1,p
0 (Ω),若(1)2⩽n⩽p 时2⩽r<+∞,(2)2<p<n时2⩽r⩽

np
n-p

,则u∈

Lr(Ω)且 ‖u‖r ⩽C‖u‖W1,p0 (Ω)
,常数C 是一个依赖于Ω,p 和r的正常数.

引理2[21] 设y(t):R+→R+ 是一个单调非增函数,假设有两个常数β⩾1,A >0,使得

∫
+∞

s
y(t)

β+1
2dt⩽Ay(s),0⩽s<+∞, (7)

若β>1,则对于任意t⩾0,有

y(t)⩽Cy(0)(1+t)-
2

β-1;
若β=1,则对于任意t⩾0,有

y(t)⩽Cy(0)e-ωt,
其中C 和ω 是不依赖y(0)于的正常数.

引理3 设u(t,x)是问题(1)~ (3)的解,则对于任意t>0,E(t)是一个单调非增函数,且

d
dtE

(t)=-a‖ut(t)‖q
q. (8)

  证明 在(1)式两端同乘以ut,并在Ω 上积分,可得:

d
dtE

(u(t))=-a‖ut(t)‖q
q ⩽0, (9)

因此E(t)是一个关于t的单调非增函数.
为了应用方便,下面给出众所周知的局部存在性结果[13-15].

引理4 设u0∈W1,p
0 (Ω),u1∈L2(Ω),如果2<p<r<

np
n-p

,n>p和2<p<r<+∞,n⩽p,

则存在T >0,使得问题(1)~ (3)具有唯一局部解u(t)满足

u∈L∞([0,T);W1,p
0 (Ω)),ut ∈L∞([0,T);L2(Ω))∩Lq([0,T);Lq(Ω)). (10)

  引理5 在引理4的假设条件下,则对于u∈H,有
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r-p
rp

‖∇u‖p
p ⩽J(u). (11)

  证明 由K(u)和J(u)的定义,可得下列等式

rJ(u)=K(u)+
r-p

p
‖∇u‖p

p. (12)

因u∈H,故有K(u)⩾0.因此由(12)式可得:

r-p
rp

‖∇u‖p
p ⩽J(u). (13)

  引理6 假设2<p<r<
np

n-p
,n>p 及2<p<r<+∞,n⩽p.若u0∈H,u1∈L2(Ω)使得

θ=bCr rp
r-p

E(0)æ

è
ç

ö

ø
÷

r-p
p

<1, (14)

则对于任意的t∈ [0,T),有

u(t)∈H.
  证明 因u0 ∈H,故有K(u0)>0.则存在tm ⩽T,使得对于任意的t∈ [0,tm)有

K(u(t))⩾0,
从而由(6)式和(11)式可得:

r-p
rp

‖∇u‖p
p ⩽J(u)⩽E(t), (15)

由引理3知

‖∇u‖p
p ⩽

rp
r-p

E(0). (16)

由引理1和(14)式以及(16)式得:

b‖u‖r
r ⩽bCr‖∇u‖r

p =bCr‖∇u‖r-p
p ‖∇u‖p

p ⩽bCr rp
r-p

E(0)æ

è
ç

ö

ø
÷

r-p
p

‖∇u‖p
p =

θ‖∇u‖p
p < ‖∇U‖p

p,∀t∈ [0,tm). (17)
因此

‖∇u‖p
p -b‖u‖r

r >0,∀t∈ [0,tm), (18)
这就意味着对于任意的t∈ [0,tm),u(t)∈H.注意到

bCr rp
r-p

E(tm)
æ

è
ç

ö

ø
÷

r-p
p

<bCr rp
r-p

E(0)æ

è
ç

ö

ø
÷

r-p
p

<1, (19)

重复步骤(15)~(17)式,则可将tm 延拓到2tm.继续上述过程即可得到引理6的结论.

定理1 假设2<p<r<
np

n-p
,n>p和2<p<r<+∞,n⩽p,u(t)是问题(1)~(3)在[0,T)

上的局部解.若u0 ∈H,u1 ∈L2(Ω)满足(14)式,则u(t)是问题(1)~ (3)的整体解.
证明 只要证明 ‖ut‖2+‖∇u‖p

p 不依赖于t是有界的即可.
在定理1的假设条件下,从引理6可得对于任意的t∈[0,T)有u(t)∈H.因此(11)式成立.故由(11)

式和引理3可得:

1
2‖ut‖2+

r-p
rp

‖∇u‖p
p ⩽

1
2‖ut‖2+J(u)=E(t)⩽E(0). (20)

因此

‖ut‖2+‖∇u‖p
p ⩽max(2,

rp
r-p

)E(0)<+∞. (21)

由上述不等式和连续性定理可得整体解的存在性,也就是说T=+∞,即u(t)是问题(1)~(3)的整体解.
下面的定理给出了问题(1)~(3)整体解的渐近性质.

61 河南师范大学学报(自然科学版)                2020年



定理2 若定理1的假设成立,且2<q<
np

n-p
,n>p和2<q<+∞,n⩽p,则问题(1)~(3)的整

体解具有下列渐近性质:

lim
t→+∞

‖ut(t)‖=0,lim
t→+∞

‖∇u(t)‖p =0. (22)

  证明 在(1)式两边同乘以E(t)
q-2
2u,并在Ω×[S,T]上积分,可得

0=∫
T

S∫Ω
E(t)

q-2
2u[utt+Δpu+a|ut|q-2ut-bu|u|r-2]dxdt, (23)

这里0⩽S<T<+∞.
由于

∫
T

S∫Ω
E(t)

q-2
2uuttdxdt=∫Ω

E(t)
q-2
2uutdx|T

S -∫
T

S∫Ω
E(t)

q-2
2 |ut|2dxdt-

q-2
2∫

T

S∫Ω
E(t)

q-4
2E'(t)uutdxdt. (24)

将(24)式代入(23)式的右边,可得

0=∫
T

S∫Ω
E(t)

q-2
2 (|ut|2+

2
p
‖∇u‖p

p -
2b
r |u|r)dxdt-∫

T

S∫Ω
E(t)

q-2
2 [2|ut|2-a|ut|q-2utu]dxdt-

q-2
2∫

T

S∫Ω
E(t)

q-4
2E'(t)uutdxdt+∫Ω

E(t)
q-2
2uutdx|T

S +

b(2r -1)∫
T

S
E(t)

q-2
2 ‖u‖r

rdt+
p-2
p∫

T

S
E(t)

q-2
2 ‖∇u‖p

pdt. (25)

由(15)、(17)式可得

b(1-
2
r
)∫

T

S
E(t)

q-2
2 ‖u‖r

rdt⩽θr-2
r∫

T

S
E(t)

q-2
2 ‖∇u‖p

pdt⩽
p(r-2)
r-p

θ∫
T

S
E(t)

q
2dt, (26)

p-2
2∫

T

S
E(t)

q-2
2 ‖∇u‖p

pdt⩽
r(p-2)
r-p∫

T

S
E(t)

q
2dt. (27)

联合(25)、(26)和(27)式有

4r-p[(r-2)θ+r+2]
r-p ∫

T

S
E(t)

q
2dt⩽∫

T

S∫Ω
E(t)

q-2
2 [2|ut|2-a|ut|q-2utu]dxdt+

q-2
2∫

T

S∫Ω
E(t)

q-4
2E'(t)utudxdt-∫Ω

E(t)
q-2
2utudx|T

S. (28)

由Hölder不等式,引理1和(20)式可得

q-2
2∫

T

S∫Ω
E(t)

q-4
2E'(t)utudxdt ⩽

q-2
2∫

T

S
E(t)

q-4
2 |E'(t)|(

Cprp
r-p

·r-p
rp

‖∇u‖p
p +
1
2‖ut‖2)dt⩽

-
q-2
2 maxCprp

r-p
,1{ }∫

T

S
E(t)

q-2
2E('t)dt=-

q-2
2 maxCprp

r-p
,1{ }E(t)

q
2|T

S ⩽ME(S)
q
2, (29)

类似可得

-∫Ω
E(t)

q-2
2utudx|T

S ⩽max
Cprp
r-p

,1{ }E(t)
q
2|T

S ⩽ME(S)
q
2. (30)

将(29)、(30)式代入(28)式,可得出如下结论

4r-p[(r-2)θ+r+2]
r-p ∫

T

S
E(t)

q
2dt⩽∫

T

S∫Ω
E(t)

q-2
2 [2|ut|2-a|ut|q-2utu]dxdt+ME(S)

q
2.

(31)

由0<θ<1知,4r-p[(r-2)θ+r+2]
r-p >0.

利用Young不等式[22]和引理3可得

2∫
T

S∫Ω
E(t)

q-2
2 |ut|2dxdt⩽∫

T

S∫Ω
(ε1E(t)

q
2 +M(ε1)|ut|q)dxdt⩽ε1∫

T

S
E(t)

q
2dt+
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M(ε1)∫
T

S
‖ut‖q

qdt=ε1∫
T

S
E(t)

q
2dt-

M(ε1)
a

(E(T)-E(S))⩽ε1∫
T

S
E(t)

q
2dt+ME(S). (32)

由Young不等式和引理1和引理3以及(20)式可得

-a∫
T

S∫Ω
E(t)

q-2
2uut|ut|q-2dxdt⩽a∫

T

S
E(t)

q-2
2 (ε2‖u‖q

q +M(ε2)‖ut‖q
q)dt⩽

aCqε2E(0)
q-2
2∫

T

S
‖∇u‖q

qdt+aM(ε2)E(S)
q-2
2∫

T

S
‖ut‖q

qdt⩽

aCqε2E(0)
q-2
2 (rp

r-p
)

q
p∫

T

S
E(t)

q
2dt+M(ε2)E(S)

q
2. (33)

选择足够小的ε1 和ε2,使得

M(ε1)+aCqE(0)
q-2
2 (rp

r-p
)

q
pε2 <

4r-p[(r-2)θ+r+2]
r-p

, (34)

将(32)、(33)式代入(31)式,可得

∫
T

S
E(t)

q
2dt⩽ME(S)+ME(S)

q
2 ⩽M(1+E(0))

q-2
2E(S). (35)

因此由引理2可得

E(t)⩽ME(0)(1+t)-
q-2
2 ,t∈ [0,+∞), (36)

这里ME(0)是一个依赖于E(0)的正常数.
故可从(20)、(36)式得到

lim
t→+∞

‖ut(t)‖=0,lim
t→+∞

‖∇u(t)‖p =0.

即问题(1)~(3)的解具有渐近性质.

2 结 论

本文研究了一类具有非线性源项和耗散项的双曲型方程(1)在有界闭区域内的初边值问题.通过在空间

W1,p
0 (Ω)中定义稳定集,应用位势井理论及连续有界性原理证明了这类问题(1)~(3)整体解的存在性,并利

用Komornik积分不等式及能量估计的方法建立了问题(1)~(3)整体解的长时间行为.
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Globalexistenceandasymptoticbehaviorofsolutionfor
somenonlinearhyperbolicequation

WangJianping1,ZhangXiangwei2

(1.Department.ofInformation& ManagementScience,HenanAgriculturalUniversity,Zhengzhou450046,China;

2.SchoolofMathematicsandStatistics,ZhengzhouNormalUniversity,Zhengzhou450044,China)

  Abstract:Theinitialboundaryvalueproblemforaclassofhyperbolicequationwithnonlineardissipativeterm,namely,

utt -∑
n

i=1

( ∂u
∂xi

p-2 ∂u
∂xi

)+a|ut|q-2ut =b|u|r-2uinaboundeddomainisstudied.Theexistenceofglobalsolutiontothis

problemisprovedbyconstructingastablesetinW1,p
0 (Ω),andtheasymptoticbehaviorofthisglobalsolutionisestablished

throughanimportantlemmaofKomornik.

Keywords:nonlinearhyperbolicequation;initialboundaryvalueproblem;globalexistence;asymptoticstability
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