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一类 犕犻狀犻犿犪狓分式规划问题的迭代算法

申培萍，陈晓

（河南师范大学 数学与信息科学学院，河南 新乡４５３００７）

摘　要：对一类 Ｍｉｎｉｍａｘ分式规划问题（ＭＦＰ）提出一个迭代算法．首先通过引进变量和指数变换，将问题

（ＭＦＰ）等价转化为问题（Ｑ），然后利用代数几何平均不等式以及合适的转化过程，将等价问题（Ｑ）压缩为凸规划

问题（珦Ｑ）．从而根据选择不同的点所对应的压缩问题（珦Ｑ），将原问题的求解过程转化为求解一系列的凸规划问题．数

值实验表明算法是可行有效的．
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考虑如下一类带有广义多项式约束的 Ｍｉｎｉｍａｘ分式规划问题：

（ＭＦＰ）：
ｍｉｎｍａｘ

狀１（狓）

犱１（狓）
，
狀２（狓）

犱２（狓）
，…，
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犱狆（狓）
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＋
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烄

烆

其中，
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狀
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狓
ρ
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犼狋犻

犻
，犼＝１，２，…，狆，

ψ犿（狓）＝∑

犜
３
犿

狋＝１

γ犿狋∏
狀

犻＝１

狓
ρ３犿狋犻
犻 ，犿＝１，２，…，犾．

α犼狋，β犼狋，γ犿狋，ρ
１
犼狋犻，ρ

２
犼狋犻，ρ

３
犿狋犻 均为任意实数；犜

１
犼，犜

２
犼，犜

３
犿 为任意正整数．假设问题（ＭＦＰ）的可行域犡 是有界集，

且目标函数中的狀犼（狓），犱犼（狓）满足下面条件：

狀犼（狓）０，犱犼（狓）＞０，狓∈犡，犼＝１，２，…，狆．

　　问题（ＭＦＰ）是一类特殊的分式规划问题，这类问题在很多领域有广泛应用，如：电子电路设计
［１］，神经

网络［２］，信号处理［３］，衡量系统效率或生产率［４］等．近几年，对于这类问题已提出多种求解方法，包括分支定

界算法［５］，确定性算法［６］，割平面算法［７］，单调化方法［８］等等．这些方法都是针对问题（ＭＦＰ）的特殊形式进行

讨论的，如狀犼（狓），犱犼（狓）（犼＝１，２，…，狆）均为线性函数
［５－６］．本文考虑一类带有广义多项式约束的Ｍｉｎｉｍａｘ

分式规划问题，首先通过引入变量将原来的 Ｍｉｎｉｍａｘ问题转化为等价的极小化问题，再根据指数变换和代

数几何平均不等式，将等价问题压缩为易于求解的凸规划问题．这样，原来的 Ｍｉｎｉｍａｘ问题的最优解就可以

通过求解一系列凸规划问题而获得．同时，数值实验结果表明本文提出算法是可行和有效的．相比于其他方

法，本文考虑的模型不仅更为广泛，而且数值算例表明算法在较少的迭代次数和运行时间内获得问题

（ＭＦＰ）的最优解．
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１　等价问题

首先，通过引进变量狓狀＋１ ，将问题（ＭＦＰ）转化为如下等价形式：

（ＥＰ１）：

ｍｉｎ 狓狀＋１，

ｓ．ｔ．
狀犼（狓）

犱犼（狓）
狓狀＋１，犼＝１，２，…，狆，

ψ犿（狓）１， 犿＝１，２，…，犾，

烅

烄

烆

问题（ＭＦＰ）与问题（ＥＰ１）的等价性由下面定理１给出．

定理１　如果（狓，狓
狀＋１）∈犚

狀＋１是问题（ＥＰ１）的全局最优解，则狓 是问题（ＭＦＰ）的全局最优解．反之，

如果狓 是问题（ＭＦＰ）的全局最优解，那么 （狓，狓
狀＋１）是问题（ＥＰ１）的全局最优解，其中狓


狀＋１ ＝

ｍａｘ
狀１（狓

）

犱１（狓
）
，…，
狀狆（狓

）

犱狆（狓
）｛ ｝．

证明　由问题（ＭＦＰ）和问题（ＥＰ１）的结构易知结论成立，故略．

为了求解问题（ＥＰ１），令狓犻＝ｅｘｐ（狑犻），犻＝１，２，…，狀＋１，则问题（ＥＰ１）中的不等式约束可写为：

∑

犜
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进一步，对于不等式约束（１）～（２）式，为了把它们表示为两个正项式差的形式，引入如下记号：

狆
＋
犼 ＝｛狋∈犜

１
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２
犼狘β犼狋 ＞０｝，狇

－
犼 ＝｛狋∈犜
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则不等式约束（１）～（２）式可表示为
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其中，
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上面的不等式约束（３）式和（４）式，可进一步变为：

犳＋
犼（狑）＋犵

－
犼（狑）

犳
－
犼（狑）＋犵

＋
犼（狑）

１，犼＝１，２，…，狆，

φ
＋
犿（狑）

φ
－
犿（狑）＋１

１，犿＝１，２，…，犾．

　　现在考虑（ＥＰ１）中的目标函数狓狀＋１ ，经指数变换狓犻＝ｅｘｐ（狑犻）后，它可转化为ｅｘｐ（狑狀＋１）．根据指数函

数的单调性，可将狑狀＋１ 代替ｅｘｐ（狑狀＋１）作为目标函数．因此，通过上述引进变量和指数变换，问题（ＥＰ１）等价

于下面的问题（Ｑ）：

（Ｑ）：
ｍｉｎ 犺０（狑）＝狑狀＋１，

ｓ．ｔ． 犺犽（狑）１，犽＝１，２，…，狆＋犾，
烅
烄

烆

其中，
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犺犽（狑）＝

犳
＋

犽
（狑）＋犵犽

－ （狑）

犳
－

犽
（狑）＋犵

＋
犽（狑）

，犽＝１，２，…，狆，

φ
＋

犽－狆
（狑）

φ
－

犽－狆
（狑）＋１

，犽＝狆＋１，…，狆＋犾．

烅

烄

烆

问题（ＥＰ１）与问题（Ｑ）的等价性由如下定理２给出．

定理２　若狑
＝（ｌｎ（狓

１ ），…，ｌｎ（狓

狀＋１））是问题（Ｑ）的全局最优解，则 （狓

，狓）狀＋１ ∈犚
狀＋１ 是问题

（ＥＰ１）的全局最优解，其中狓
∈犚

狀 ．反之，若（狓，狓
狀＋１）∈犚

狀＋１是问题（ＥＰ１）的全局最优解，那么狑 是问

题（Ｑ）的全局最优解，其中狑
＝（ｌｎ（狓

１ ），…，ｌｎ（狓

狀＋１））．

证明　由问题（Ｑ）的构造过程，易知问题（ＥＰ１）与问题（Ｑ）的等价性成立，故略．

２　凸化过程

基于定理１和定理２，原问题（ＭＦＰ）等价于问题（Ｑ）．然而，观察到问题（Ｑ）中的约束是一种多项式与多

项式之比的形式，这使得问题（Ｑ）是一类不易解决的ＮＰ难问题．为了求解问题（Ｑ），将提出一种新的压缩方

法，首先，将问题（Ｑ）中约束的分母用单项式代替，使得问题（Ｑ）中的约束转化为凸约束．为此，考虑如下函

数：

犌（狑）＝∑
狇

狋＝１

犫狋ｅｘｐ（∑
狀＋１

犻＝１
μ狋犻狑犻）． （７）

给定点珡狑 ∈犚
狀＋１ ，通过代数几何平均不等式，有

犌（狑）犌^（狑；珡狑）＝∏
狇

狋＝１

犫狋

α狋（珡狑）
ｅｘｐ（∑

狀＋１

犻＝１
μ狋犻狑犻）（ ）

α狋（珡狑）

＝

∏
狇

狋＝１

犫狋

α狋（珡狑）
（ ）

α狋（珡狑）

ｅｘｐ（∑
狇

狋＝１

α狋（珡狑）∑
狀＋１

犻＝１
μ狋犻狑犻）， （８）

其中参数α狋（珡狑）可由（９）式得到

α狋（珡狑）＝
犫狋

犌（珡狑）
ｅｘｐ（∑

狀＋１

犻＝１
μ狋犻珡狑犻），狋＝１，２，…，狇． （９）

现在，对问题（Ｑ）的约束条件中的分母，利用（８）～（９）式，可以得到以下结果：

当犽＝１，２，…，狆时，令

θ犽狋（珡狑）＝

（－α犽狋）ｅｘｐ（∑
狀

犻＝１
ρ
１
犽狋犻珡狑犻）

犳
－
犽（珡狑）＋犵

＋
犽（珡狑）

，σ犽狋（珡狑）＝

β犽狋ｅｘｐ（∑
狀

犻＝１

（ρ
２
犽狋犻珡狑犻＋珡狑狀＋１））

犳
－
犽（珡狑）＋犵

＋
犽（珡狑）

， （１０）

λ
１
犽狋（珡狑）＝ ∏

狋∈狆－犽

－α犽狋

θ犽狋（珡狑）
（ ）

θ犽狋（珡狑）

（ ）∏
狋∈狇＋犽

β犽狋

σ犽狋（珡狑）
（ ）

σ犽狋（珡狑）

（ ）．
那么有

犳
－
犽（狑）＋犵

＋
犽（狑） ∏

狋∈狆－犽

（－α犽狋）

θ犽狋（珡狑）
ｅｘｐ（∑

狀

犻＝１
ρ
１
犽狋犻狑犻）（ ）

θ犽狋（珡狑）

∏
狋∈狇＋犽

β犽狋

σ犽狋（珡狑）
ｅｘｐ（∑

狀

犻＝１

（ρ
２
犽狋犻狑犻＋狑狀＋１））（ ）

σ犽狋（珡狑）

＝

λ
１
犽狋（珡狑）ｅｘｐ∑

狋∈狆－犽

θ犽狋（珡狑）∑
狀

犻＝１
ρ
１
犽狋犻狑犻＋∑

狋∈狇＋犽

σ犽狋（珡狑）∑
狀

犻＝１

（ρ
２
犽狋犻狑犻＋狑狀＋１）（ ）犉犽（狑；珡狑）．

当犽＝狆＋１，…，狆＋犾时，记

ξ犽－狆（珡狑）＝
１

φ
－
犽－狆（珡狑）＋１

， （１１）

ζ（犽－狆）狋（珡狑）＝

（－γ（犽－狆）狋）ｅｘｐ（∑
狀＋１

犻＝１
η
３
（犽－狆）狋犻珡狑犻）

φ
－
犽－狆（珡狑）＋１

， （１２）
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λ
２
（犽－狆）狋（珡狑）＝ ∏

狋∈犑－犽－狆

－γ（犽－狆）狋

ζ（犽－狆）狋（珡狑）
（ ）

ζ（犽－狆）狋（珡狑） １

ξ犽－狆（珡狑）
（ ）． （１３）

则有

φ
－
犽－狆（狑）＋１∏

犑
－
犽－狆

狋＝１

－γ（犽－狆）狋

ζ（犽－狆）狋（珡狑）
ｅｘｐ（∑

狀

犻＝１
η
３
（犽－狆）狋犻狑犻）（ ）

ζ（犽－狆）狋（珡狑） １

ξ犽－狆（珡狑）
（ ）

ξ犽－狆（珡狑）

＝

λ
２
（犽－狆）狋（珡狑）ｅｘｐ ∑

狋∈犑
－
犽－狆

ζ（犽－狆）狋（珡狑）∑
狀

犻＝１
η
３
（犽－狆）狋犻狑犻（ ）Φ犽－狆（狑；珡狑）．

　　基于上述结果，可将问题（Ｑ）最终压缩成下面问题：

珟犙（珡狑）：
ｍｉｎ 犺０（狑）＝狑狀＋１，

ｓ．ｔ． 珘犺犽（狑；珡狑）１，犽＝１，２，…，狆＋犾，
烅
烄

烆

其中，

珘犺犽（狑；珡狑）＝

犳＋
犽（狑）＋犵

－
犽（狑）

犉犽（狑；珡狑）
，犽＝１，２，…，狆，

φ
＋
犽－狆（狑）

Φ犽－狆（狑；珡狑）
，犽＝狆＋１，…，狆＋犾．

烅

烄

烆

由犳
＋
犽（狑），犵

－
犽（狑），φ

＋
犽－狆（狑）的表达式知，犳

＋
犽（狑），犵

－
犽（狑），φ

＋
犽－狆（狑）都是凸函数，又根据 犉犽（狑；珡狑）和

Φ犽－狆（狑；珡狑）均为单项式，故珘犺犽（狑；珡狑）为凸函数．这样，问题珟犙（珡狑）是凸规划问题．

对于任意给定的点珡狑 ∈犚
狀＋１，从问题珟犙（珡狑）的构造过程，可以发现，问题珟犙（珡狑）和问题（Ｑ）的最优值是

相等的，且可以证明问题（Ｑ）和问题珟犙（珡狑）的约束函数满足：犺犽（珡狑）＝珘犺犽（珡狑；珡狑）．这样，通过选取珡狑 ∈犚
狀＋１，

问题珟犙（珡狑）可以作为问题（Ｑ）的近似．因此，依靠选取不同的点珡狑 ，问题（Ｑ）的最优解就可以通过求解一系

列的凸规划问题珟犙（珡狑）得到，详细过程将在下面给出．

３　算法及其收敛性

基于上述讨论，原问题（ＭＦＰ）等价于问题（Ｑ）．对于给定点珡狑 ，利用代数几何平均不等式，问题（Ｑ）被

压缩转化为凸规划问题珟犙（珡狑）．下面，将提出一个迭代算法，通过求解一系列的凸规划问题珟犙（珡狑）来获得问

题（Ｑ）的最优解，继而获得问题（ＭＦＰ）的最优解．首先，对于给定的初始点狑０，令珡狑＝狑
０，计算（１０）、（１１）和

（１２）式中相应参数θ犽狋，σ犽狋，ξ犽－狆和ζ（犽－狆）狋，并求解凸规划问题珟犙（狑０），记其解为狑
１．如果狑１

＝狑
０，算法终止，

狑１ 为问题（Ｑ）的最优解．否则，令珡狑＝狑
１，重复上述过程直至满足终止条件．算法具体过程如下：

步骤０　选取初始点狑
０．置迭代次数狉＝１．

步骤１　令珡狑＝狑
狉－１．用珡狑 计算（１０），（１１）和（１２）中相应的参数θ犽狋，σ犽狋，ξ犽－狆，ζ（犽－狆）狋．

步骤２　求解凸规划问题珟犙（珡狑）获得解狑
狉．

步骤３　若狑
狉
＝狑

狉－１，算法停止．令狑
＝狑

狉 且狑 为问题（Ｑ）的最优解．否则，置狉＝狉＋１，并转向步

骤１．

注　当算法停止时，问题（ＭＦＰ）的最优解为狓
＝（ｅｘｐ（狑

１ ），ｅｘｐ（狑

２ ），…，ｅｘｐ（狑


狀 ））．

下面为了讨论算法的收敛性，先给出引理１．

引理１　对于算法中产生的每一个点狑
狉（狉１）均有

犺犽（狑
狉）＝珘犺犽（狑

狉；狑狉）犺犽（狑
狉）＝珘犺犽（狑

狉；狑狉），犽＝１，２，…，狆＋犾，

其中， 代表函数的梯度．

证明　首先考虑（７）式和（８）式的函数犌（狑）和犌^（狑；珡狑）．由（８）式知，

犌^（珡狑；珡狑）＝∏
狇

狋＝１

犫狋

α狋（珡狑）
ｅｘｐ（∑

狀＋１

犻＝１
μ狋犻珡狑犻）（ ）

α狋（珡狑）

， （１４）

将（９）式中的α狋（珡狑）代入（１４）式，结合∑
狇

狋＝１

α狋（珡狑）＝１，有
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犌^（珡狑；珡狑）＝∏
狇

狋＝１

（犌（珡狑））
α狋（珡狑）

＝（犌（珡狑））
∑
狇

狋＝１

α狋（珡狑）

＝犌（珡狑），

即犌（珡狑）＝^犌（珡狑；珡狑）．

另外，由（７）式和（８）式，得

犌（狑）

狑犻 珡狑

＝∑
狇

狋＝１

犫狋μ狋犻ｅｘｐ（∑
狀＋１

犻＝１
μ狋犻珡狑犻｝，犻＝１，２，…，狀＋１，

^犌（狑；珡狑）

狑犻 珡狑

＝∏
狇

狋＝１

犫狋

α狋（珡狑）
（ ）

α狋（珡狑）

ｅｘｐ∑
狇

狋＝１

α狋（珡狑）∑
狀＋１

犻＝１
μ狋犻珡狑犻（ ）∑

狇

狋＝１

α狋μ狋犻，犻＝１，２，…，狀＋１．

结合∑
狇

狋＝１

α狋＝１，可得

^犌（狑；珡狑）

狑犻 珡狑

＝
犌（珡狑）

ｅｘｐ（∑
狇

狋＝１

α狋（珡狑）∑
狀＋１

犻＝１
μ狋犻珡狑犻）

ｅｘｐ（∑
狇

狋＝１

α狋（珡狑）∑
狀＋１

犻＝１
μ狋犻珡狑犻）∑

狇

狋＝１

犫狋

犌（珡狑）
μ狋犻ｅｘｐ（∑

狀＋１

犻＝１
μ狋犻珡狑犻）＝

∑
狇

狋＝１

犫狋μ狋犻ｅｘｐ（∑
狀＋１

犻＝１
μ狋犻珡狑犻），犻＝１，２，…，狀＋１．

从而，
犌（珡狑）

狑犻
＝
^犌（珡狑；珡狑）

狑犻
，犻＝１，２，…，狀＋１，即 犌（珡狑）＝^犌（珡狑；珡狑）．利用上述结果，有下面式子成立：

犳
－
犽（狑

狉）＋犵
＋
犽（狑

狉）＝犉犽（狑
狉；狑狉），（犳

－
犽（狑

狉）＋犵
＋
犽（狑

狉））＝犉犽（狑
狉；狑狉），犽＝１，２，…，狆；

φ
－
犽－狆（狑

狉）＋１＝Φ犽－狆（狑
狉；狑狉），（φ

－
犽－狆（狑

狉）＋１）＝Φ犽－狆（狑
狉；狑狉），犽＝狆＋１，…，狆＋犾．

从而，有犺犽（狑
狉）＝珘犺犽（狑

狉；狑狉）和 犺犽（狑
狉）＝珘犺犽（狑

狉；狑狉）成立．

定理３　对于算法中产生的每个点狑
狉（狉１），假设珟犙（珡狑）满足Ｓｌａｔｅｒ′ｓ约束规范．如果算法迭代是有

限步的，则算法终止于问题（Ｑ）的ＫＫＴ点；否则，如果算法产生无限序列 ｛狑狉｝，则｛狑狉｝的任意聚点都是问

题（Ｑ）的ＫＫＴ点．

证明　若算法迭代狉步后停止，那么，由于珟犙（狑
狉）满足Ｓｌａｔｅｒ′ｓ约束规范，则问题珟犙（狑狉－１）的最优解

狑狉 是ＫＫＴ点，即有

犺０（狑
狉）＋∑

狆＋犾

犽＝１

λ犽（珘犺犽（狑
狉；狑狉－１）－１）＝０，

λ犽（珘犺犽（狑
狉；狑狉－１）－１）＝０，犽＝１，２，…，狆＋犾，

λ犽 ０，珘犺犽（狑
狉；狑狉－１）１，犽＝１，２，…，狆＋犾，

其中，λ犽 是拉格朗日乘子．由算法第３步，有狑
狉－１
＝狑

狉，从而，

犺０（狑
狉）＋∑

狆＋犾

犽＝１

λ犽 （珘犺犽（狑
狉；狑狉）－１）＝０，

λ犽（珘犺犽（狑
狉；狑狉）－１）＝０，犽＝１，２，…，狆＋犾，

λ犽 ０，珘犺犽（狑
狉；狑狉）１，犽＝１，２，…，狆＋犾．

由引理１可以得出：

犺０（狑
狉）＋∑

狆＋犾

犽＝１

λ犽 （犺犽（狑
狉）－１）＝０，

λ犽（犺犽（狑
狉）－１）＝０，犽＝１，２，…，狆＋犾，

λ犽 ０，犺犽（狑
狉）１，犽＝１，２，…，狆＋犾，

这意味着狑狉 是问题（Ｑ）的ＫＫＴ点．

若算法是无限步迭代的，并假设狑 是序列｛狑狉｝的聚点，则不失一般性，假设当狉→∞时，｛狑
狉｝→狑

．

对（１５）～（１７）式两边取极限，可得

犺０（狑
）＋∑

狆＋犾

犽＝１

λ犽 （犺犽（狑
）－１）＝０，
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λ犽（犺犽（狑
）－１）＝０，犽＝１，２，…，狆＋犾，

λ犽 ０，犺犽（狑
）１，犽＝１，２，…，狆＋犾，

即狑 是问题（Ｑ）的ＫＫＴ点．

４　数值实验

为验证本文算法，将下面两个例子分别用本文算法与文献［５，９］算法在酷睿双核ＣＰＵ（主频２．５ＧＨｚ），

４ＧＢ内存的微机上用 Ｍａｔｌａｂ进行数值计算，结果列于表１中，从表１可以看出本文算法是可行有效的．

例１　

ｍｉｎｍａｘ
２．１狓１＋２．２狓２－狓３＋０．８

１．１狓１－狓２＋１．２狓３
，
３．１狓１－狓２＋１．３狓３

８．２狓１＋４．１狓２－狓３
｛ ｝，

　ｓ．ｔ． 狓１＋狓２－狓３ １，

－狓１＋狓２－狓３ －１，

１２狓１＋５狓２＋１２狓３ ４０，

１２狓１＋１２狓２＋７狓３ ５０，

－６狓１＋狓２＋狓３ －２，

１．０狓１ １．２，０．５５狓２ ０．６５，１．３５狓３ １．４５．

　　例２　

ｍｉｎｍａｘ
５狓１＋４狓２－狓３＋０．９

３狓１－狓２＋２狓３＋０．５
，
３狓１－狓２＋４狓３＋０．５

９狓１＋３狓２－狓３＋０．５
，
４狓１－狓２＋６狓３＋０．５

１２狓１＋７狓２－狓３＋０．９
，｛

７狓１－狓２＋７狓３＋０．５

１１狓１＋９狓２－狓３＋０．９
，
７狓１－狓２＋７狓３＋０．７

１１狓１＋７狓２－狓３＋０．９
｝，

　ｓ．ｔ． ２狓１＋２狓２－狓３ ３，

－２狓１＋狓２－３狓３ －１，

１１狓１＋７狓２＋１２狓３ ４７，

１３狓１＋１３狓２＋６狓３ ５６，

－６狓１＋２狓２＋３狓３ －１，

１．０狓１ ２，　０．３５狓２ ０．９，　１．０狓３ １．５５．

　　从表１可以看出，本文得到的最优值优于文献［５，９］的结果，且算法的迭代次数以及运行时间均少于文

献［５，９］中的数据．

表１　数值计算结果

例子 文献 最优解 最优值 迭代次数 运行时间／ｓ

１ ［５］ （１．０，０．５５，１．４５） １．１６０９ ６ ０．０１０４

［９］ （１．０，０．５５，１．４５） １．１６１６ １８ ０．１３３２

本文 （１．０，０．５５，１．４５） １．１６０３ ２ ０．０１００

２ ［５］ （１．７５２８，０．３５００，１．５５００） １．１１７７ ２６ ０．１４８７

［９］ （１．７５３８，０．３５００，１．５５００） １．１１８３ １０ ０．０８３５

本文 （１．７５２８，０．３５００，１．５５００） １．１１５９ ２ ０．０６２０

５　结　论

本文考虑一类带有广义多项式约束的 Ｍｉｎｉｍａｘ分式规划问题，该优化问题包括二次规划、广义几何规

划和多乘积规划等几类重要的数学规划问题，能广泛应用于电子电路设计、信号处理、经济金融等众多实际

问题中．该文基于指数变量变换和代数几何平均不等式，将原问题的等价问题压缩成易于求解的凸规划问
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题，通过求解一系列凸规划问题获得原问题的最优解．理论分析和数值实验结果表明本文提出算法是可行和

有效的．
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