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摘 要：主要讨论了一类非线性 Sobolev-Galpern型湿气迁移方程的双线性元逼近，利用积分恒等式和平均值 

技巧，导出了 H 模意义下 O(h )阶的超逼近性质．同时借助于插值后处理技术，给出了整体超收敛结果．在此基 

础上，通过构造合适的外推格式，得到了具有 O( 。)阶的近似解． 
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考虑如下非线性 Sobolev—Galpern型湿气方程Ⅲ】] 

f ·(口(X，t；“) )一 C(f)“ + ·(
．厂(X，t；“) “)一e(￡) · 一g(X，t； )，(X， )∈(0，T]， l

甜(x， )一0，(x，f)∈aQ×(o，T]， (1) 

lu(X，0)一 “ (X)，X E Q． 

其中X一(z， )，n c R。为边界分段光滑的有界凸多边形区域，a(x，t；“)一a( )，f(￡)，f(X，t；“)=-厂(“)， 

(￡)，g(X，t；“)===g( )为已知函数 ，且满足以下假设 

(A)存在正常数 a。，a1，c。，c1， ，f1，e。，co ，使得 V x E Q，“E R，t E (0，T]有 

ao三三三a(X，t；“)三三三al，co三三三c(￡) C1，f0三三三厂(X，t；“)三三三f1，e。三三三e(f)三三三e1． 

(B)a(x，t；“)，f(X，t；“)，g(X，t； )关于“满足 Lipschitz连续，即存在正常数 cL，成立 

l (X， 1)一 (X，“2)l三三三CL l“1一“2 I，V U1，“2∈ R， 一 a，f，g． 

并且 a(X，t；“)，_厂(X，t； )关于“具有直至二阶连续有界的导数． 

(c)方程(1)的精确解 E C (n×E0， )存在且雎一． 

土壤中的 Sobolev—Galpern型湿气迁移方程(1)是一类非经典扩散方程，它不仅可以描述土壤中的湿气 

迁移现象，也在不同介质中的热传导、多孔介质内液体渗透和均匀液体岩石裂缝的渗透理论等领域中出现， 

因此有极为重要的应用价值，从而引起了国内外数学、物理及生物工程方面的工作者的广泛关注．例如文献 

[2—4]主要对方程解的性态进行了研究；文献E5q对方程给出了质量集中非协调有限元逼近格式，得到了L。 

模的误差估计．但据我们所知，关于方程(1)的外推算法研究还未见详细报道． 

众所周知，双线性元是矩形网格中自由度最少的四边形单元，已被广泛应用于偏微分方程数值求解中， 

并取得了一系列有价值的成果．例如文献[6—7]在正则网格下研究了二阶椭圆方程、Sobloev方程和粘弹性 

方程的超收敛性和外推 ，均给出了 O(h。)阶的外推结果 ；文献[8]对二阶椭圆问题利用该元在各向异性 网格 

下讨论了超收敛结果；文献E9-]在各向异性网格下将此元用于 Poisson方程，利用其渐近展开式进行了外推， 

得到了O(h。)阶的近似解；文献[1o]进一步将此元应用于Signorini问题，导出了0( 号)阶的超收敛性．本文 

将主要讨论非线性问题(1)的双线性有限元解的超收敛和外推．通过使用积分恒等式与平均值技巧、插值后处 

理技术，导出了O(h。)阶的超逼近和超收敛结果，同时构造了合适的外推格式，得到了具有 O(h。)阶的近似解． 
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1 超逼近和超收敛 

为简单起见，设Q是一个矩形区域，其边aQ分别平行于z轴和Y轴，n 是Q的一个矩形网格剖分，满足 

正则假设或拟一致假设． E F ， 的中心点为(z ，Y )，4个顶点分别为a 一(z 一h ，Y 一是 )，a。一(z +h ， 

Y 一k )，a。一(Iz +  ̂， +ke)，a 一 ( 一h ， +k )，边分别为z 一 ，z 一 ，l。一 ，z 一 ． 

设 为 Q上相应的双线性有限元空间 “]，V 一 { E C( ， l ∈ Q (8)，V P E F }，其 中 Q (P)一 

span{1，z，y，xy}．记 V 一 { f E V ，73 l柚 一0)，设 I 为 H Q一 的插值算子． 

问题(1)的变分形式为：求 “E H (gD，使 

』 n M “ ， +‘c “t， +‘厂 “， + P‘ 。 ， 一一 g(“ ， ，V ∈H Q (2) 
【“(X，0)一 “。(X)，X E Q． 

变分问题(2)的有限元逼近格式为 ：求 “ ∈ V ，使 

』 ?‘ 地 ， + c “ ， + _厂(uh) ， + P( ) ‘ ， )一一(g(tth)， )，V ∈ ． (3) 【
“ (x，0)一 Lu o(X)，X E Q． 

定理 1 问题(3)存在唯一解． 

证明 设{ } 为v 的一组基，令“ 一∑h ( )庐 ， (0)===∑ ( ) ，将上式代入到(3)，并令 一 

声，，J一 1，2，⋯，N，则方程(3)可变为如下等价形式， 

f(A+B) +(c+D)育(￡)=== (f)， 
< Clt (4) 
l —_÷ 

lH (O)一 ． 

其 中 

A一(n(∑hi(￡) ) f5。， ) ，B一(c( )≠ ， ) ，C一(厂(∑h ( )≠ ) ， ) N， 

D一(P(￡)V· ， ) ， 一(g ，⋯，gN) ，g 一一(g(∑h ( ) )， )，J一1，2，⋯，N， 

H( )一 ( 1( )，h2( )，⋯ ，hN(￡)) ， ===( 1， 2，⋯ ， N) ． 

由于A+B是对称正定矩阵，c+D连续，G满足 Lipschitz连续，由文献E13：]知，初值问题(4)有唯一解，即问 

题(3)的解存在且唯一． 

下面的引理在本文的分析 中起着关键作用． 

引理1 设“∈H。(Q)，v E V 则有I ( 一Ih )V vdxdy—O(h )l l。Il ll ． 

定理2 设 u， 分别为问题(2)，(3)的解，“， E H。(Q)，则有下面的超逼近性质： 

ll 一I “ll + l}“ 一I lI [(I(Il“Il。 + Il ll；)ds)专+(1l ll；+ ll“ II；)专]． (5) 

证明 V E V。 ，由(2)和(3)可得误差方程 

(n(甜 )V 一a( )Vu ，V )+(c(￡)( 一 )， )+ (厂(“ )V“ 一 

厂( )V“，V )+ (P( ) ·( 一 )， )一 (g( )一g(u )， )． 

记 u 一u一 “ 一LU+Ihu一 一 0+ ，则误差方程为 

(口(“ )V ，V )+ (c( ) ， )+ (厂( ) 0， )一一 (口(“ )V ，V )一 

(c( ) ， )一 ((a( )一a(“)) u ， )一 (厂( )V， )一 ((_厂(“ )一 

厂( ))V ， 口)一(P( ) ·( +(u)， )+(g( )一g(u )，口)． (6) 

在(6)式 中令 一 ，则 

(口( )V0 ， )+ (c(￡)0 ， )一一 ( (“ ) ， 0 )一 (c(￡) ，0 )一 (( (甜 )一 

a(“))V u ， )一 (厂( ) 0，V )一(厂( ) ，V )一 ((_厂( )一 
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( ))， “， )一(e( )) ·( +co)， )+(g(“)一g(u )， )圭∑A ． (7) 
= 1 

下面对(7)式的右端进行逐项估计． 

一

方面，对 E W 。。(Q)，令 l e一 J 如dy,其中l e I为单元P的面积，由文献[6]可以知，I 一 
l ll ，。。 从而由s-Young不等式得 

l A I一((n( )～n( )) ，VO )+∑((以(“)一 ) cc， ，VO ) +∑(—a(—u)V co ， ) 一 

c I l ，。。II 一 lI。Il ll。+∑((a(“)一 ) ∞ ，VO ) +∑(—a(—u)V co ，VO ) 三三三 

Ch (1l ll；+ ll ；)+C ll ll +e 1 j ． 

同理，A 可估计为 I A J三三三 ll“ +c ll +e J 

由插值理论易知，A。与A 可分别估计为 

l A。l c lIO cl lIc=三三 l1“ Il l ll。 ll“ +e I ， 

l A I—l I l P( ) ·( + ) 三三三c ll 0 llO ll lIf ll。+c iI∞ll。ll 【l o二三三 
J n 

ll +c ll +e l 

另一方面，由口(甜)，厂(“)，g( )满足 Lipschitz条件及~-Young不等式，A。，A。与As可估计为 

l A。l===C I“ 1 ，。。ll“一 llo l_ ll0 ll +C Il +￡1 l}， 

l A。l三三三 ll ll +c}l 0 ll +e 1 l i， 

l A l三三三C l{“一 Il。ll l1。 ll“ +C l{ +e_l lI j． 

根据 ．厂( )的有界性 ，A 可估计为 l A I三三三C I l +￡l I；，将 A ( 一 1，2，⋯，8)代人(7)式 ，得 

a。l l；+C。l1 ll 三三三Ch (1l“lI i+ il“ ll；)+c(1l 0 ll +l l )+e(1l ll；+i 0 l j)． 

取充分小的￡，有 Il Ch (II + lI )+C ll i．又由 O(X，0)一 0时，公式 ll 0}l } 

I I1 0 ds成立，得 l1 (1I M ll；+l【 )+Cl l1 ds，从而由Gronwall不等式得 l1 II 
J 0 J 0 

Ch。(1l _l；+ll“ lI；)寺，故 ll 0 ll ≤Ch (1(1l乱ll i+Il II；)ds)专． 
J 0 

定理 2得证． 

为了得到整体超收敛，采用文献[6]中的方法，构造如下插值后处理算子 Ⅱ； ，设 e E r 是由 中相邻 

4个单元合并构成的一个大单元，记为 一U e ，在大单元上 Ⅱ “I；∈Q。(；)，V“E C(；)．Q (；)为；上双二 

次 Lagrange多项式空间，c( )为；上的连续函数空问，则有如下性质． 

引理 2E“ 设 “E H。(Q)，则上面定义的插值算子 Ⅱ 满足 

Ⅱ； Ihu一 Ⅱ U， (8) 

llⅡ； 一 ll ll“Il。， (9) 

llⅡ； u lI c ll u lI ，V u E S ， (10) 

其中 S 为双二次有限元空间． 

综合定理 2和上述引理 2，有如下超收敛结果． 
rt 

定理3 在定理2的条件下有 llⅡ 甜 一 ll {[1(1l +l}“ ) )]专+l1“ }． 

证明 由引理 2和定理 2得 

lI II 2̂ 一甜ll 1一 Il II z “ 一IIz hÎ +IIz。̂Î“一“II 1三三三1IⅡ “ 一Ⅱ I “ll l+ llⅡ I “一“ 三三三 

c ll 一I “ll +Il H 一 】l 二三三 {[I( “ll i+Il Il i)ds)]专+jl I b。}． 

2 外 推 

为了构造外推格式，首先引入下面的引理． 
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引理3[1 设 E H。(P)，则对任意u E V ，则有 

J (“一 “)vdxdy—O(h。)I I。 _j u ll。， 一专J。( 一+忌； )udxdy· 
进一步地，若 “E H (e)，u E Vh，则有 

J ( 一 ) dxdy—O(h。)l I u 一专 uzdzdy· 
引理4口。 设 “E H (P)，则对任意 u E V ，有 

l(“一Ihu) udzdy===O(h。)l“l ll u ll。， +÷[I( “ u 一是 “ v)dxdy]． 

接下来，给出本文的另一个重要结论． 

定理 4 设 ， 分别是问题(2)和(3)的解，“，地E H (Q)，则存在 E ，使得 

ll 一I 一hz ll Ch。[I(1l ll +Il“ll i)d ]专． 

证明 利用引理 3和引理 4的结论 ，方程(6)可化为 

(口(“ )VOt，V v)十(c( )0 ， )+(厂(“ )VO，V v)一一 1∑[愚；I( +而  ) dzdy+ 

h：I(n(“)“ +f(u)u )u dxdy+f( )I( ；“ +忌；“ )udzdy—P( )I[ ；(“ u 一 

村  )一忌；( —Uyy )]dzd ]+[((口( )一 ) ( 一Ihu )， u)+(((以( )一 

a( )) ， u)+ ((厂( )一厂( )) ( 一IhU)， u)+ ((_厂( )一f(u )) U， u)一 

(g(￡) ·0，u)+((g( )一g(u ))，u)]+O(h。)l l l u I ， + 

O(h。)I“ {。。 ll u 。， +O(h。)l I ， 1 0 l ． +O(h。)l l ， ll u ll。⋯ 

设 E H (Q)n H (Q)为下列辅助问题的精确解， 

f‘ ’ ’+ + 厂 ， 一L V ∈H Q (11) 【
∞(X ，0)一 0，X E Q， 、 

这里 

L(U 一一 1 [尼 +而  dy ( ‰ 十而  + 

c( )I( ；“ +尼； )vdxdy一8( )I r-h；( u 一“ )一忌 ( 一Uyyu )~dxdy]+ 

矗[((n(“ )一口( )) (“ 一Ihu )， u)+(((口( )一a(u )) ， u)+((厂( )一 

而 ) ( 一Ihu)， )+((厂( )一，( )) ， u)一(P(￡) ． ，u)+ 

((g( )一g(u ))， )]一Ll(u)+L2(u)． 

因为L (u) C(1l ll。+ ll ll。)ll u ll ， 

L2(u)一去[((以( )一 ) ( 一Ih )， u)+((n(“)一a(u )) 地， u)+ 

(( ( )一厂( )) (“一Ihu)， u)+((厂(“)一 ( ) ， u)一 

(g(f) ·0，u)+ ((g( )一g(u ))，u)]圭 

下面对上式中右端各项进行估计． 

利用平均值技巧和 Schwartz不等式，B 可估计为 

1 R 

刍 。 

B I一((口( )一n(“)) ( 一Ih“ )， u)+∑((n(“)一n( )) ( 一Ih )，VV)l 

C ll 一UhV。If 一Ihu ll ，。。l u I +Ch。ll＆( )ll ，。。『“ l l u『 三三三 

Ch。[II ll2+( (II + tl II；)d ) 1]I u f + 。I J。I u I 
．  
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同理，B。可估计为 il B。lI三三三Ch。[1l ll +(I(1l“Il i+ Il )d )专]l u I +Ch。l乱l。l u I ． 

再利用函数的有界性及 ~-Young不等式，有B。，B，( 一4，5，6)可估计为 

I B l+∑1 B l三三三 。[Il“ll +(I (1l“ll；+ll M ll；)d )i1 ]l u l ， 

所以L (u) Ch {[1(1l lI i+ll ll；) ]专+(1I“Il；+ ll“ ll；)专}Il u ll ． 

当 U∈ H (Q)时，所 以L(u)是 H (Q)上的有界线性泛 函，由偏微分方程解的正则性理论 ，知 

ll ll z+Il ll z c{ll ll +lI“ ll +[I(1l“ll i+ll“ ll i)ds]专}． (12) 

设 ∈V 为对应于上面辅助问题的有限元解，则问题(11)的有限元逼近方程为：求 ∈V ，满足 

』‘a(uh)~h， +‘c‘ ， +‘ ， ===L(u ，V∈V ， (13) 
l ( ，0)一 0， ∈ r ． 

采用和定理 2类似的证明方法，可得 

ll I 一 【l Ch(I ￡( +l )ds)专． 

从而有 

(n(“ ) 0 ， )+(c(￡) ， )+(厂( ) 0， )三三三Ch。(1l U lI + ll U ll )l_u ll +h L(u)三三三 

Ch。(1l lI + ll ll )ll u ll 1+h。[(n( ) ， )+(c(￡) ， )+(_厂( ) h， )]． (14) 

于是 

(n( ) ( 一h )， u)+(c(￡)( 一h )，u)十(-厂( ) ( 一 

h )， u)=三三Ch。(1l“ ll + ll乱Il4)ll u ll ． (15) 

令 u一 一h h，(15)变形为 

盖(，(Uh) ( 一hz )， ( 一h2 ))三三三Ch (1l t + 
ll U ll )+(厂 ( ) ( 一h )， ( 一h ))， 

对上式两端积分，并注意到 (0)一h (0)一0，得 

(_厂(“ ) ( 一h )， ( 一hz )) CA。I(1l“ Il i+ll M 1l；)ds+ 

I (厂 ( )M ( 一h )， ( 一h。 ))ds， (16) 

又j。( (Uh) ( 一h )， ( 一h ))ds三三三c(1l 0t _l ( )+1 j 。『 一 。 1 ds二三三CJ。l臼一 l ds， f’ r rl 
根据 厂(“)的有界性及上式，将(16)变形为 

Il口一̂ 三三三Ch。J。(1l“ +Il“ )ds+CJ。l 一h I；ds． 

根据Gronwall引理，得 Il 一h2 j J Ch。[I(JI“ +l】“ )d ]专， 

定理 4得证． 

为了得到更高阶的外推结果，与前面的定义方式类似，用；∈r 表示将rJl中相邻9个单元合并构成的 

一 个大单元，记为；一U e ，在大单元上：Ⅱ U l；∈ (；)，V“∈CG)，且 

Ⅱ “( )一 u(z )，i 1，2，⋯ ，16， 

其中 ，i一1，2，⋯，16为小单元的所有顶点，Q。(；)为；上的双 3次 Lagrange多项式空间，c(；)为；上的连 

续函数空间，有如下性质． 

引理 5l_6 设 ∈ H (Q)，则上面定义的插值算子 Ⅱ ，满足 

ⅡihIhU一 Ⅱî ， (17) 
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ll nl 乱一 f『 。ll甜ll ， 

Il nl u lI c Il u l J ，V u∈S。 ， 

其中 S。 为双 3次有限元空间． 

结合定理 4和引理 5，有如下结论． 

(18) 

(19) 

定理5 设r专，r警分别是Ph r。 中点加密后得到的网格，在定理4的条件下，设 一号Ⅱ “号一 
1
- 3 乱 为外推解，有 ll 一 {l 一O(h。)． 

证明 根据定理 4有 

II“一五 II 1— 11_=_4 儿3
3̂  
睾一n33̂I軎 )+_=-4 Lu3

3^

I喜甜一 )一 1 u 33̂ 一nl̂Î“)一了1 上l
3

3

^
Î 一 

5 T T ‘ 25 百 J 

“)lI 一 I 4 u3警(“睾一I鲁M一( ) )十号(Ⅱ I号u--u)一 1--。3 (饥̂一Ihu m )一 
l

s

(nI I 一“)+h
3

2

(警3 一nl u)II。一 II 4(Ⅱ (“睾一I粤“一( ) Ⅱ告+( ) 鲁一 

(导)。 )+号(Ⅱ I鲁U--U)一百1--。3 ( ̂一I “一 Ⅱ + Ⅱ 一̂。 )一 1 --s3 I 一 
“)+ h

3

2
(警3 一Ⅱ )II 三三三II 4Ⅱ ( 号一I睾“一( ) 鲁)II + II h2 ( 睾

一  

I睾 )II + 『】 4 L儿3警I告U m U)II + 1l I Il 3( 一1 乱一 9h)II + II h
3

2 

133 ( 一 

I )_【l+ II 1＼11
。

3 “
一  

)_II+ II h2 Lll3警 一 )l【l+II等(H — )II ， 
利用插值后处理算子性质(17)～ (19)，得 

II 一五 II c[II 鲁一I鲁 一(睾) h II +̂ II ih—I告 l1 +ca。l1“ll +ll h—I “一 
 ̂ II + 。lI 一I II + 。II II + IiⅡ3警 — II 十 。11 nl — II ]， 

由正则性结果(12)及定理4，有 ll 一 ll 一 O(h。)． 

定理 5得证． 
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Abstract：The substation voltage and reactive power control method based on nine-zone diagram has no good anti～inter— 

ference capability in short—term load fluctuations situation．A substations voltage and reactive power control algorithm are put 

|~ ard in order to solve the problem．The algorithm consists of the activated criterion，correcting algorithm of load forecasting 

result，operating criterion and regional power grid substations choice scheme of setting value．The mathematical expression of 

the algorithm is proposed in the paper．The association schemes of the algorithm combined the super short—term load forecast 

result is given in order to implement regional power grid substations voltage and reactive power contro1．The operation result of 

the developed equipment using this algorithm indicates the proposed algorithm is good and it has an excellent performance than 

the nine area contro1 method． 
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Abstract：In this paper，the approximation of bilinear finite element for a kind of nonlinear Sobolev—Galpern type equa— 

tions of moisture migration is discussed．By use ofthe integral identities and the mean value technique，the superclose property 

of order O(h )in H 一norm is obtained． A global super—convergence result is derived by interp0latedpost—processing method
． 

Then higher accuracy of order O(h。)for approximation solution is given by constructing a proper extrapolation scheme
． 
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