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非线性强阻尼波动方程一个新的H1-Galerkin混合有限元分析

石东洋,穆朋聪

(郑州大学 数学与统计学院,郑州450001)

摘 要:利用不完全双二次元Q-
2 和一阶BDFM元,对一类非线性强阻尼波动方程建立了一个新的混合元逼

近模式.借助这两个单元的插值算子的特殊性质和平均值技巧,对半离散和线性化Euler全离散格式,分别导出了原

始变量在H1-模和中间变量在H(div)-模意义下具有O(h3)和O(h3+τ2)阶的超逼近估计,比以往文献的最优误差

估计高一阶.
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考虑如下非线性强阻尼波动方程

utt-∇·(∇utt+b(u)∇ut+∇u)=f(u), (X,t)∈Ω×(0,T],

u(X,t)=0, (X,t)∈∂Ω×(0,T],

u(X,0)=g(X),ut(X,0)=h(X), X ∈Ω,

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)

其中 ∇和∇·分别表示对实值函数求梯度和对向量函数求散度,X=(x,y),Ω⊂R2 为具有Lipschitz边界

∂Ω 的有界区域,g(X),h(X)是已知函数.f(u)和b(u)是关于u满足Lipschitz条件的非线性函数,且存在

正常数α0,α1,β0,β1 使得0<α0 ⩽b(u)⩽α1,0<β0 ⩽b'(u)⩽β1.
非线性强阻尼波动方程式是从线性弹性杆中纵向形变传播及弱非线性作用下空间变换离子声波传播问

题中提出的,具有强烈物理背景的非线性发展方程.对于问题(1)的半线性情形,文献[1]讨论了其整体解的

存在性和唯一性,并研究了在一定条件下,解的渐近性质和blow-up现象.文献[2]利用时空混合偏导数􀭸q=
∇ut 作为中间变量,在一维和二维情形下,借助Ritz和Ritz-Volterra投影,分别导出了半离散和全离散格式

下的最优收敛阶的误差估计.文献[3]利用混合控制体积方法,借助于零阶R-T三角形元分别导出了原始变

量的L2-模和中间变量的 H(div)-模的最优误差估计,文献[4]借助于EQrot
1 非协调元在半离散和全离散格

式下进行了超逼近和超收敛分析.
众所周知,混合有限元方法是求解偏微分方程数值解的有效方法之一,但它要求两个有限元逼近空间满

足所谓的Brezzi-Babuška(简记为B-B)相容条件[5],而其往往难以实现.文献[6]对二阶椭圆问题给出了一种

新的混合有限元格式并给出了最优误差估计.这个格式具有自由度少且能够满足B-B条件等特点.随后,文
献[7]给出了其超收敛性分析.文献[8-10]又分别将其应用于线性的抛物型方程和Sobolev方程的超收敛

性研究.最近,文献[11]对问题(1)的半线性情况(即b(u)≡1时),利用EQrot
1 +Q10×Q01非协调元研究了半

离散和全离散格式下的超逼近和超收敛分析,分别导出了原始变量在 H1-模和中间变量在 H(div)-模下具

有O(h2)和O(h2+τ2)的超逼近和整体超收敛性质.该方法还被用到双向滞热传导方程[12]等.
为了克服B-B条件这一要求,文献[13]对抛物型积分微分方程提出了 H1-Galerkin混合有限元方法.由

于该方法与以往传统有限元方法相比具有:(a)不需要空间对满足B-B相容条件;(b)不需要剖分满足拟一

致性假设的两个明显优势.这为有限元逼近空间的选取提供了方便.例如,文献[14]通过引进时间混合偏导数
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􀭽p=∇ut 对(1)利用协调线性三角形元给出了H1-Galerkin混合有限元方法的半离散和全离散格式,并导出

了超逼近和超收敛结果.文献[15-16]分别对Sobolev方程和拟线性粘弹性方程利用不完全双二次元Q-
2 和

一阶BDFM元建立了新的 H1-Galerkin混合有限元格式,并得出了O(h3)的半离散和O(h3+τ2)全离散

的超逼近结果.然而,研究都是针对线性或半线性问题的.
对非线性问题来说,文献[17]利用Q11+Q01×Q10 元对非线性Sobolev方程建立了一个新的混合元变

分格式,研究了半离散格式下原始变量u 和中间变量􀭽p 的超逼近和超收敛性质.文献[18]对非线性对流扩散

方程利用非协调EQrot
1 元,给出了L2-模意义下关于摄动参数的一致收敛性分析,并导出了一个新的渐近展

开式.文献[19]对非线性双曲方程,通过Galerkin线性化有限元方法和建立了一个时间离散系统,得到了无

网格比的超逼近和超收敛结果.但到目前为止,有关非线性强阻尼波动方程的研究却很少报道.此外,由于本

文所考虑的方程中出现了非线性项b(u)∇ut ,整个问题就与文献[11,14]截然不同了,其误差分析过程更

为复杂和困难.
本文主要目的是利用文献[16]中的有限元空间,对非线性问题(1),通过引入中间变量􀭽p =∇utt +

b(u)∇ut+∇u,建立一个新的 H1-Galerkin混合元逼近格式.利用单元插值的特性,对半离散格式,分别

给出了原始变量u 在H1-模和中间变量􀭽p 在H(div)-模意义下具有O(h3)的超逼近结果.对于全离散格式,
通过引入一个线性化Euler全离散格式克服了非线性方程离散余项只达到O(τ)的问题,并得到u 和中间

变量􀭽p 具有O(h3+τ2)的超逼近结果.
本文用Wm,p(Ω)表示通常的Sobolev空间,其半范和范数分别记为|·|m,p 和 ‖·‖m,p.特别的,当p=

2时,Wm,p(Ω)简记为 Hm(Ω),相应的半范和范数简记为|·|m 和 ‖·‖m.记

‖φ‖L∞(0,T;Hk(Ω))≜ sup0⩽t⩽T
‖φ‖Hk(Ω),‖φ‖L2(0,T;Hk(Ω))≜∫

t

0
‖φ‖Hk(Ω)ds( )

1
2
.

文中出现的C 均表示与剖分尺寸无关的常数,在不同的地方取值可以不同.

1 有限元空间及性质

设Ω 是一个矩形区域,其边界∂Ω 平行于x 轴与y轴,Th 是Ω 一族正则矩形剖分族.设K ∈Th,其4个

顶点为a1,a2,a3,a4,4条边为li=aiai+1,i=1,2,3,4((mod4)+1).其中,l1,l3和l2,l4分别平行于x 轴和

y 轴.记hK =diam(K),h=max{hK}.
Q-
2 元的定义为

Σ1
K ={vi,i=1,2,…,8},P1

K =span{1,x,y,xy,x2,y2,x2y,xy2},

vi=v(ai),vi+4=
1

|li|∫li
vds,i=1,2,3,4.

  一阶BDFM元的定义为

Σ2
K ={pi

1,i=1,2,…,5},P2
K =span{1,x,y,xy,x2},

Σ3
K ={pi

2,i=1,2,…,5},P3
K =span{1,x,y,xy,y2},

p1
1=

1
|l2|∫l2

p1ds,p1
2=

1
|l2|∫l2

yp1ds,p1
3=

1
|l4|∫l4

p1ds,p1
4=

1
|l4|∫l4

yp1ds,

p1
5=

1
|K|∫K

p1dxdy,p2
1=

1
|l1|∫l1

p2ds,p2
2=

1
|l1|∫l1

xp2ds,p2
3=

1
|l3|∫l3

p2ds,

p2
4=

1
|l3|∫l3

xp2ds,p2
5=

1
|K|∫K

p2dxdy.

相应的有限元空间为:

Vh ={v;v|K ∈P1
K,∀K ∈Th},V0

h ={v;v∈Vh,v|∂Ω =0}⊂ H1
0(Ω),

􀮇Wh ={􀮂w;􀮂w|K =(w1,w2)∈P2
K ×P3

K,∀K ∈Th}⊂ H(div,Ω).

设Ih 和Πh 分别为由Vh 及􀮇Wh 所诱导的插值算子,满足
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Ihv(ai)=vi,∫li

(v-Ihv)ds=0,i=1,2,3,4,

∫li

(􀭽p-Π􀭽p)·􀭸nqds=0,i=1,2,3,4,∫K
(􀭽p-Π􀭽p)dxdy=0.

那么,对u∈ H4(Ω),􀭽p=(p1,p2)∈ (H3(Ω))2,v∈Vh,φ ∈V0
h,􀮂w ∈􀮇Wh,文献[15]证明了如下结论:

(∇(u-Ihu),∇v)=O(h3)|u|4‖v‖1, (2)
(􀭽p-Πh􀭽p,􀮂w)=O(h3)|􀭽p|3‖􀮂w‖0, (3)
(􀭽p-Πh􀭽p,∇φ)=O(h3)|􀭽p|3‖∇φ‖0, (4)

(∇·(􀭽p-Πh􀭽p),∇·􀮂w)=0. (5)

2 半离散格式下的超逼近分析

令􀭽p=∇utt+b(u)∇ut+∇u,则问题(1)式等价于

􀭽p=∇utt+b(u)∇ut+∇u, (X,T)∈Ω×(0,T],

utt-∇·􀭽p=f(u), (X,T)∈Ω×(0,T],

u(X,t)=0, (X,T)∈Ω×(0,T],

u(X,0)=g(X),ut(X,0)=h(X),􀭽p(X,0)=􀭽p0(X), X ∈Ω.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(6)

那么,(6)式的 H1-Galerkin混合变分问题为:求 (u,􀭽p):[0,T]→H1
0(Ω)×H(div,Ω),使得

(∇utt,∇v)+(b(u)∇ut,∇v)+(∇u,∇v)=(􀭽p,∇v), ∀v∈ H1
0(Ω),

(􀭽p,􀮂w)+(∇·􀭽p,∇·􀮂w)=(b(u)∇ut,􀮂w)+(∇u,􀮂w)-(f(u),∇·􀮂w), ∀􀮂w ∈ H(div,Ω).{ (7)

与(7)式对应的半离散逼近格式为:求 (uh,􀭽ph):[0,T]→Vh
0×􀮇Wh,满足

(∇uhtt,∇v)+(b(uh)∇uht,∇v)+(∇uh,∇v)=(􀭽ph,∇v), ∀v∈V0
h,

(􀭽ph,􀮂w)+(∇·􀭽ph,∇·􀮂w)=(b(uh)∇uht,􀮂w)+(∇uh,􀮂w)-(f(uh),∇·􀮂w), ∀􀮂w ∈􀮇Wh,

uh(X,0)=Ihg(X),uht(X,0)=Ihh(X),􀭽ph(X,0)=Πh􀭽p0(X), X ∈Ω.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(8)

  定理1 问题(8)式的解存在且唯一.
证明 设Vh

0 的一组基为ψi(X)N1i=1
,􀮇Wh 的一组基为􀭸ϕj(X)

N2
j=1.令

uh =∑
N1

i=1
ui(t)ψi(X),uht=∑

N1

i=1
uit(t)ψi(X),uhtt=∑

N1

i=1
uitt(t)ψi(X),􀭽ph =∑

N2

j=1
pj(t)􀭸ϕj(X), (9)

uh(X,0)=∑
N1

i=1
􀭵ui(0)ψi(X),uht(X,0)=∑

N1

i=1
􀭵uit(0)ψi(X),􀭽ph(X,0)=∑

N2

j=1
􀭺pj(0)􀭸ϕj(X).

将(9)式代入(8)式,并取v=ψl,l=1,2,…,N1;􀮂w =􀭸ϕm,m=1,2,…,N2,则问题(8)式可写成如下形式:

A(U″(t)+U(t))+E(U)U'(t)=BP(t),

CP(t)+DP(t)=BTU(t)+G(U)U'(t)-F(U).{ (10)

其中

A=((ai,j)N1×N1)T,B=((bi,j)N2×N1)T,C=((ci,j)N2×N2)T,

D=((di,j)N2×N2)T,E(U)=((ei,j)N1×N1)T,G(U)=((gi,j)N1×N2)T,F(U)=(fi(t))N2×1,

ai,j =(∇ψi(X),∇ψj(X)),bi,j =(􀭸ϕi(X),∇ψj(X)),ci,j =(􀭸ϕi(X),􀭸ϕj(X)),

di,j =(∇·􀭸ϕi(X),∇·􀭸ϕj(X)),ei,j =(b(∑
N1

i=1
ui(t)ψi(X))∇ψi(X),∇ψj(X)),

gi,j =(b(∑
N1

i=1
ui(t)ψi(X))∇ψi(X),􀭸ϕj(X)),fi(t)=(f(∑

N2

j=1
uj(t)ψj(X)),∇·ψi(X)),

U(t)=(u1(t),…,uN1
(t))T,P(t)=(p1(t),…,pN2

(t))T.
已知矩阵A,C,D 对称正定,则由(10)式,得

AU″(t)+(E(U)-B(C+D)-1G(U))U'(t)+(A-B(C+D)-1BT)U(t)=B(C+D)-1F(U). (11)
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(11)式是关于U(t)的微分方程.由于矩阵A 可逆,E(U),G(U),F(U)满足Lipschitz连续条件,根据微分方

程理论[20]可知:当t⩾0时,(11)式的解U(t)存在且唯一.从而P(t)存在唯一.进而可知,离散解􀭽ph 和uh

存在且唯一.
定理2 设 (u,􀭽p)和(uh,􀭽ph)分别是(7)式和(8)式的解,u,ut,utt ∈ H4(Ω),􀭽p ∈ (H3(Ω))2,则有

‖uh -Ihu‖1 ⩽Ch3[∫
t

0
(‖u‖24+‖ut‖24+‖utt‖24+‖􀭽p‖

2
3)dτ]

1
2, (12)

‖􀭽ph -Πh􀭽p‖H(div,Ω)⩽Ch3[‖u‖23+‖ut‖23+‖􀭽p‖
2
3+

∫
t

0
(‖u‖24+‖ut‖24+‖utt‖24+‖􀭽p‖

2
3)dτ]

1
2. (13)

  证明 记u-uh =(u-Ihu)+(Ihu-uh)≜η+ξ,􀭽p-􀭽ph =(􀭽p-Πh􀭽p)+(Πh􀭽p-􀭽ph)≜􀭸r+􀭳θ.则对

任意的v∈Vh
0,􀮂w ∈􀮇Wh,由(7)式、(8)式和(5)式,得下面的误差方程

(a)(∇ξtt,∇v)+(b(uh)∇ξt,∇v)+(∇ξ,∇v)=-(∇ηtt,∇v)-((b(u)-

b(uh))∇ut,∇v)-(b(uh)∇ηt,∇v)-(∇η,∇v)+(􀭸r,∇v)+(􀭳θ,∇v),

(b)(􀭳θ,􀮂w)+(∇·􀭳θ,∇·􀮂w)=-(􀭸r,􀮂w)+((b(u)-b(uh))∇ut,􀮂w)+
(b(uh)∇ηt,􀮂w)+(b(uh)∇ξt,􀮂w)+(∇η,􀮂w)+(∇ξ,􀮂w)-(f(u)-f(uh),∇·􀮂w).

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(14)

一方面,在(14a)中令v=ξt,可得

(∇ξtt,∇ξt)+(b(uh)∇ξt,∇ξt)+(∇ξ,∇ξt)=-(∇ηtt,∇ξt)-((b(u)-b(uh))∇ut,∇ξt)-
(b(uh)∇ηt,∇ξt)-(∇η,∇ξt)+(􀭸r,∇ξt)-(􀭳θ,∇ξt),

即

1
2
d
dt
(‖∇ξt‖20+‖∇ξ‖20)+‖b

1
2(uh)∇ξt‖20=-(∇ηtt,∇ξt)-(∇η,∇ξt)-

((b(u)-b(uh))∇ut,∇ξt)-(b(uh)∇ηt,∇ξt)+(􀭸r,∇ξt)-(􀭳θ,∇ξt)≜∑
6

i=1
Ai. (15)

由(2)式、Schwarz不等式和ε-Young不等式

|A1|+|A2|⩽Ch3‖utt‖4‖∇ξt‖0+Ch3‖u‖4‖∇ξt‖0 ⩽
Ch6(‖utt‖24+‖u‖

2
4)+C‖∇ξt‖20. (16)

由b(u)关于u 满足Lipchitz条件,可得

|A3|⩽C‖u-uh‖0‖∇ξt‖0 ⩽C(‖η‖0+‖ξ‖0)‖∇ξt‖0 ⩽
C‖η‖20+C‖ξ‖20+C‖∇ξt‖20 ⩽Ch6‖u‖23+C‖ξ‖20+C‖∇ξt‖20. (17)

为了估计A4,需要如下假设并在随后给出证明.
假设1 存在0⩽h0 ⩽1,对0⩽h⩽h0 和t∈ [0,T],成立

‖∇(u(t)-uh(t))‖0,∞ ⩽1. (18)

∀ϕ∈W1,∞(Ω),定义其在单元K 上的平均值􀭵ϕ|K =
1
K∫K

ϕdxdy,则有|ϕ|K -􀭵ϕ|K|⩽Ch‖ϕ‖1,∞,K .利

用假设1、平均值技巧、插值理论和(2)式,可得

|A4|=|∑K
((b(uh)-b(uh)+b(uh))∇ηt,∇ξt)|⩽|∑K

((b(uh)-b(uh))∇ηt,∇ξt)|+

|b(uh))∇ηt,∇ξt)|⩽Ch‖∇ηt‖0‖∇ξt‖0+Ch3‖ut‖4‖∇ξt‖0 ⩽
Ch3‖ut‖3‖∇ξt‖0+Ch3‖ut‖4‖∇ξt‖0 ⩽Ch6‖ut‖24+C‖∇ξt‖20. (19)

再由(4)式,可知

|A5|⩽Ch3‖􀭽p‖3‖∇ξt‖0 ⩽Ch6‖􀭽p‖23+‖∇ξt‖20, (20)

|A6|⩽C‖􀭳θ‖20+C‖∇ξt‖20. (21)
把(16)~(17)式,(19)~(21)式与(15)式结合,有

1
2
d
dt
(‖∇ξt‖20+‖∇ξ‖20)+‖b

1
2(uh)∇ξt‖20 ⩽Ch6(‖u‖24+
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‖ut‖24+‖utt‖24+‖􀭽p‖
2
3)+C‖∇ξt‖20+C‖􀭳θ‖20.

对上式两边从0到t积分,并注意到 ∇ξ(X,0)=0,得

‖∇ξt‖20+‖∇ξ‖20 ⩽Ch6∫
t

0
(‖u‖24+‖ut‖24+‖utt‖24+‖􀭽p‖

2
3)dτ+

C∫
t

0
(‖∇ξt‖20+‖∇ξ‖20+‖􀭳θ‖20)dτ.

由Gronwall引理,得

‖∇ξt‖20+‖∇ξ‖20 ⩽Ch6∫
t

0
(‖u‖24+‖ut‖24+‖utt‖24+‖􀭽p‖

2
3)dτ+C∫

t

0
‖􀭳θ‖20dτ. (22)

  另一方面,在(14b)中,令􀮂w =􀭳θ,有

‖􀭳θ‖20+‖∇·􀭳θ‖20=-(􀭸r,􀭳θ)+((b(u)-b(uh))∇ut,􀭳θ)+(b(uh)∇ηt,􀭳θ)+(b(uh)∇ξt,􀭳θ)+

(∇η,􀭳θ)+(∇ξ,􀭳θ)-(f(u)-f(uh),∇·􀭳θ)≜∑
7

i=1
Bi. (23)

由(3)式、Schwarz不等式和ε-Yonung不等式,可得

|B1|⩽Ch3‖􀭽p‖3‖􀭳θ‖0 ⩽Ch6‖􀭽p‖23+ε‖􀭳θ‖20. (24)
再利用b(u)关于u 满足Lipchitz条件,可知

|B2|⩽C‖u-uh‖0‖􀭳θ‖0 ⩽C(‖η‖0+‖ξ‖0)‖􀭳θ‖0 ⩽C‖η‖20+C‖ξ‖20+ε‖􀭳θ‖20 ⩽

Ch6‖u‖23+C‖ξ‖20+ε‖􀭳θ‖20. (25)
由于u|∂Ω =0,从而可知η|∂Ω =ηt|∂Ω =0.所以由假设1和Green公式,可得

|B3|=|∑K
(ηt∇b(uh),􀭳θ)+∑K

(b(uh)ηt,∇·􀭳θ)|⩽ ‖∇b(uh)‖0,∞‖ηt‖0‖􀭳θ‖0+

‖b(uh)‖0,∞‖ηt‖0‖∇·􀭳θ‖0 ⩽Ch6‖ut‖23+ε‖􀭳θ‖20+ε‖ ∇→·θ‖20, (26)

|B5|=|-∑K
(η,∇·􀭳θ)|⩽ ‖η‖0‖∇·􀭳θ‖0 ⩽C‖η‖20+ε‖∇·􀭳θ‖20 ⩽

Ch6‖u‖23+ε‖∇·􀭳θ‖20. (27)
由Schwarz不等式和ε-Young不等式,可得

|B4|+|B6|⩽C‖∇ξt‖0‖􀭳θ‖0+‖∇ξ‖0‖􀭳θ‖0 ⩽C‖∇ξt‖20+C‖∇ξ‖20+ε‖􀭳θ‖20.(28)
由f(u)关于u 满足Lipchitz条件,可得

|B7|⩽ ‖f(u)-f(uh)‖0‖∇·􀭳θ‖0 ⩽C‖u-uh‖0‖∇·􀭳θ‖0 ⩽C‖η+ξ‖0‖∇·􀭳θ‖0 ⩽

C(‖η‖0‖∇·􀭳θ‖0+‖ξ‖0‖∇·􀭳θ‖0)⩽C‖η‖20+C‖ξ‖20+ε‖∇·􀭳θ‖20 ⩽

Ch6‖u‖23+C‖ξ‖20+ε‖∇·􀭳θ‖20. (29)
把(24)~(29)式与(23)式结合,并取适当小的ε,有

‖􀭳θ‖2H(div,Ω)⩽Ch6(‖u‖23+‖ut‖23+‖􀭽p‖
2
3)+C‖∇ξt‖20+C‖∇ξ‖20. (30)

把(30)式代入到(22)式,由Gronwall引理可得(12)式.再把(12)式代入到(30)式即得(13)式.定理2证毕.
下面利用文献[21]中的思想来验证假设1的正确性.
首先,记δ(t)≜∇(u(t)-uh(t)).由初始逼近和插值理论可知‖δ(0)‖0,∞ <1成立.由函数的连续性,

在t=0的一个小邻域[0,μ]内假设1成立.若假设不在整个区间[0,T]上成立,设t0=inf{t:‖δ(t)‖0,∞ ⩾
1,t∈ [0,T]},则有 ‖δ(t0)‖0,∞ =1,t0>0(事实上,若 ‖δ(t)‖0,∞ >1,由函数的连续性,总可以找到一

个点t1 <t0 使得 ‖δ(t1)‖0,∞ =1,此时可记t1 为t0).此时假设1在[0,t0)成立.
从定理2的证明过程中可以看出(12)式在 [0,t0]上成立(当t=t0 时结论显然成立).由逆不等式,对充

分小的h,有
‖δ(t)‖0,∞ ⩽ ‖∇(u(t)-Ihu(t))‖0,∞ +‖∇(Ihu(t)-uh(t))‖0,∞ ⩽

Ch|u|3+Ch-1‖Ihu(t)-uh(t)‖1 ⩽C0h,t∈ [0,t0].

C0 是与h,t无关的常数,故可选择合适的h0,使得C0h⩽
1
2.当0<h<h0 时,有 ‖δ(t)‖0,∞ <

1
2
,这与
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‖δ(t)‖0,∞ =1矛盾.所以(18)式是正确的,假设1成立.

3 全离散格式下的超逼近分析

设0=t0<t1<…<tN =T 为[0,T]的等距剖分,τ=
T
N
,tn =nτ,n=0,1,…,N,对任意光滑函数ϕ,

定义

ϕn =ϕ(tn),􀭵ϕn =
1
2
(ϕn +ϕn-1),∂􀮨tϕn =

1
τ
(ϕn -ϕ

n-1),

ϕ
n,14 =

1
4
(ϕn+1+2ϕn +ϕn-1)=

1
2
(􀭵ϕn+1+􀭵ϕn),

∂tϕn =
1
2τ
(ϕn+1-ϕn-1)=

1
τ
(􀭵ϕn+1+􀭵ϕn)=

1
2
(∂􀮨tϕn+1+∂􀮨tϕn)=∂􀮨t􀭵ϕn+1,

∂ttϕn =
1
τ2
(ϕn+1-2ϕn +ϕn-1)=

1
τ
(∂􀮨tϕn+1-∂􀮨tϕn),̂ϕn =

1
4
(3ϕn +2ϕn-1-ϕn-2).

由(7)式,当n⩾2时,对v∈ H1
0(Ω),􀮂w ∈H(div,Ω)有

(∂tt∇un,∇v)+(b(̂u)∂t∇un,∇v)+(∇un,14,∇v)=

(􀭽pn,14,∇v)+(∇Rn
1,∇v)+(Rn

2,∇v),

(􀭽pn,14,􀮂w)+(∇·􀭽pn,14,∇·􀮂w)=(b(̂un)∂t∇un,􀮂w)+(∇un,14,􀮂w)-
(f(̂un),∇·􀮂w)-(Rn

2,􀮂w)-(Rn
3,∇·􀮂w),

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(31)

其中,并由泰勒展开式可得

Rn
1=∂ttun -un,14

tt =O(τ2),Rn
2=b(̂un)∂t∇un -(b(u)∇ut)n

,14 =O(τ2),Rn
3=fn,14 -f(̂un)=O(τ2).

与(7)式对应的线性化全离散逼近格式为:求 (Un,􀭽Pn):[0,T]→Vh
0×􀮇Wh(n⩾2),对v∈Vh

0,􀮂w∈􀮇Wh 满足

(∂tt∇Un,∇v)+(b(̂Un)∂t∇Un,∇v)+(∇Un,14,∇v)=(􀭽Pn,14,∇v),

(􀭽Pn,14,􀮂w)+(∇·􀭽Pn,14,∇·􀮂w)=(b(̂Un)∂t∇Un,􀮂w)+(∇Un,14,􀮂w)-(f(̂Un),∇·􀮂w),

U0=Ihu0,􀭽P0=Πh􀭽p0,X ∈Ω,

U1=Ih(u0+τu0
t +

τ2

2u
0
tt),P1=Πh(􀭽p0+τ􀭽p0

t +
τ2

2􀭽p
0
tt),X ∈Ω.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(32)

当n=1时,分两步对U2 进行估计.对v∈ H1
0(Ω),􀮂w ∈ H(div,Ω),第1步考虑

(∂tt∇u1,∇v)+(b(􀭹u2)∂t∇u1,∇v)+(∇u1,14,∇v)=(􀭽p1,14,∇v)+
(∇R1

1,∇v)+(R1
2,∇v),

(􀭽p1,14,􀮂w)+(∇·􀭽p1,14,∇·􀮂w)=(b(􀭹u2)∂t∇u1,􀮂w)+(∇u1,14,􀮂w)-
(f(􀭹u2),∇·􀮂w)-(R1

2,􀮂w)-(R1
3,∇·􀮂w),

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(33)

对v∈Vh
0,􀮂w ∈􀮇Wh 满足

(∂tt∇U1,∇v)+(b(
U2,0+U0

2
)∂t∇U1,∇v)+(∇U1,14,∇v)=(􀭽P1,14,∇v),

(􀭽P1,14,􀮂w)+(∇·􀭽P1,14,∇·􀮂w)=(b(
U2,0+U0

2
)∂t∇U1,􀮂w)+

(∇U1,14,􀮂w)-(f(
U2,0+U0

2
),∇·􀮂w).

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(34)

其中,并由泰勒展开式可得􀭹u2≜
u2+u0

2
,R1

1=∂ttu1-utt
1,14 =O(τ2),R1

2=b(􀭹u2)∂t∇u1-(b(u)∇ut)1
,14 =

O(τ2),R1
3=f1,14 -f(􀭹u2)=O(τ2).
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第2步,考虑

(∂tt∇u1,∇v)+(b(􀭵u1)∂t∇u1,∇v)+(∇u1,14,∇v)=(􀭽p1,14,∇v)+
(∇R1

1,∇v)+(R1
4,∇v),

(􀭽p1,14,􀮂w)+(∇·􀭽p1,14,∇·􀮂w)=(b(􀭵u1)∂t∇u1,􀮂w)+(∇u1,14,􀮂w)-
(f(􀭵u1),∇·􀮂w)-(R4

1,􀮂w)-(R5
1,∇·􀮂w),

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(35)

对v∈Vh
0,􀮂w ∈􀮇Wh 满足

(∇U
2,0-2∇U1+∇U0

τ2
,∇v)+(b(􀭿U1)∇U

2,0-∇U0

2τ
,∇v)+

(∇U
2,0+2∇U1+∇U0

4
,∇v)=(􀭽P1,14,∇v),

(􀭽P1,14,􀮂w)+(∇·􀭽P1,14,∇·􀮂w)=(b(􀭿U1)∇U
2,0-∇U0

2τ
,􀮂w)+

(∇U
2,0+2∇U1+∇U0

4
,􀮂w)-(f(􀭿U1),∇·􀮂w).

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(36)

其中,并由泰勒展开式可得R1
4=b(􀭵u1)∂t∇u1-(b(u)∇ut)1

,14 =O(τ),R1
5=f1,14 -f(􀭵u1)=O(τ).

定理3 设 (uh,􀭽ph)和(Un,􀭽pn)分别是(31)式和(32)式的解,u,ut,utt ∈L∞(0,T;H4(Ω)),uttt,

utttt ∈L∞(0,T;H1(Ω)),􀭽p ∈L∞(0,T;(H3(Ω))2),则对任意的1⩽n⩽ N,有

‖Ihun -􀭿Un‖1 ⩽Ch3M +Cτ2, (37)

‖Πh􀭽pn,14 -􀭽Pn,14‖H(div,Ω)⩽Ch3M +Cτ2, (38)

其中M2=‖u‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖utt‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖􀭽p‖
2
L∞(0,T;(H3(Ω))2).

证明 记un -Un =(un -Ihun)+(Ihun -Un)≜ηn +ξn,􀭽pn -􀭽Pn =(􀭽p-Πh􀭽pn)+(Πh􀭽pn -􀭽Pn)≜

􀭸rn +􀭳θn.则由(31)式和(32)式和(5)式,当n⩾2时,可得下面误差方程

(a)(∂tt∇ξn,∇v)+(b(̂Un)∂t∇ξn,∇v)+(∇ξ
n,14,∇v)=-(∂tt∇ηn,∇v)-

((b(̂un)-b(̂Un))∂t∇un,∇v)-(b(̂Un)∂t∇ηn,∇v)-(∇η
n,14,∇v)+

(􀭸rn,14,∇v)+(􀭳θn,14,∇v)+(∇R1
n,∇v)+(R2

n,∇v),

(b)(􀭳θn,14,􀮂w)+(∇·􀭳θn,14,∇·􀮂w)=-(􀭸rn,14,􀮂w)+((b(̂un)-b(̂Un))∂t∇un,􀮂w)+

(b(̂Un)∂t∇ηn,􀮂w)+(b(̂Un)∂t∇ξn,􀮂w)+(∇η
n,14,􀮂w)+(∇ξ

n,14,􀮂w)-
(f(̂un)-f(̂Un),∇·􀮂w)-(Rn

2,􀮂w)-(R3
n,∇·􀮂w).

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(39)

一方面,在(39a)式中,令v=∂􀮨t􀭰ξn+1,可得

(∂tt∇ξn,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)+(b(̂Un)∂t∇ξn,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)+(∇ξ
n,14,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)=-(∂tt∇ηn,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)-

((b(̂un)-b(̂Un))∂t∇un,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)-(b(̂Un)∂t∇ηn,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)-(∇η
n,14,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)+

(􀭸rn,14,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)+(􀭳θn,14,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)+(∇R1
n,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)+(Rn

2,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)≜∑
8

i=1
Ii. (40)

(40)式的左端项可分别改写为

(∂tt∇ξn,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)=
1
2τ
(‖∂􀮨t∇ξn+1‖20-‖∂􀮨t∇ξn‖20),

(b(̂Un)∂t∇ξn,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)=‖b(̂Un)
1
2∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20,

(∇ξ
n,14,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)=

1
2τ
(‖∇􀭰ξn+1‖20-‖∇􀭰ξn‖20).

类似于半离散情形,同样需要如下假设并在后面予以证明.
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假设2 存在0<h1 <1,对0<h<h1,n=0,1,…,N 成立

‖∇(un -Un)‖0,∞ <1. (41)
此时,对(40)式右端各项来说,类似于半离散情形,由假设2及ε-Young不等式可依次估计为

|I1|⩽Ch3‖∂ttun‖4‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖0 ⩽Ch6‖∂ttun‖24+ε‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20 ⩽

Ch6 1
2τ∫

tn+1

tn-1

‖utt‖24dt+ε‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20,

|I2|⩽C(‖̂ηn‖0+ ‖̂ξn‖0)‖∂t∇􀭰ξn+1‖0 ⩽C(‖ηn‖20+‖ηn-1‖20+‖ηn-2‖20)+C(‖ξn‖20+

‖ξn-1‖20+‖ξn-2‖20)+ε‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20 ⩽Ch6(‖un‖23+‖un-1‖23+‖un-2‖23)+

C(‖ξn‖20+‖ξn-1‖20+‖ξn-2‖20)+ε‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20 ⩽

Ch6‖u‖2L∞(0,T;H3(Ω))+Cτ2∑
n

k=1
‖∂􀮨tξk‖20+ε‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20,

|I3|=|((b(̂Un)-􀭵b(̂Un)+􀭵b(̂Un))∂t∇ηn,∂􀮨t∇􀭰ξn+1)|⩽Ch‖∂t∇ηn‖0‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖0+

Ch3‖∂tun‖4‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖0 ⩽Ch3‖∂tun‖3‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖0+Ch3‖∂tun‖4‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖0 ⩽

Ch6 1
2τ∫

tn+1

tn-1

‖ut‖23dt+Ch6 1
2τ∫

tn+1

tn-1

‖ut‖24dt+ε‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20,

|I4|⩽Ch3(‖un+1‖4+‖un‖4+‖un-1‖4)‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖0 ⩽Ch6‖u‖2L∞(0,T;H4(Ω))+ε‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20,

|I5+I6|⩽Ch3(‖􀭽pn+1‖3+‖􀭽pn‖3+‖􀭽pn-1‖3)‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖0+‖􀭳θn,14‖0‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖0 ⩽

Ch6‖􀭽p‖2L∞(0,T;(H3(Ω))2)+C‖􀭳θn,14‖20+ε‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20,

|I7+I8|⩽ ‖∇Rn
1‖0‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖0+C‖Rn

2‖0‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖0 ⩽Cτ4+ε‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20.
取适当小的ε,有

1
2τ
(‖∂􀮨t∇ξn+1‖20-‖∂􀮨t∇ξn‖20‖)+

1
2τ
(‖∇􀭰ξn+1‖20-∇􀭰ξn‖20)⩽Ch6 1

2τ∫
tn+1

tn-1

(‖utt‖24+

‖ut‖24)dt+Ch6(‖u‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖􀭽p‖
2
L∞(0,T;(H3(Ω))2))+Cτ4+C‖􀭳θn,14‖20+Cτ2∑

n

k=1
‖∂􀮨tξk‖20.

将上式两端同乘2τ,并对n 从2到m-1(2<m ⩽ N)求和,可得

‖∂􀮨t∇ξm‖20+‖∇􀭰ξm‖20 ⩽Ch6∫
tm

t1

(‖utt‖24+‖ut‖24)dt+Ch6τ∑
m-1

n=2

(‖u‖2L∞(0,T;H4(Ω))+

‖􀭽p‖2L∞(0,T;(H3(Ω))2))+Cτ4+Cτ2∑
m-1

k=1
‖∂􀮨tξk‖20+Cτ∑

m-1

n=2
‖􀭳θn,14‖20+‖∂􀮨t∇ξ2‖20+‖∇􀭰ξ2‖20 ⩽

Ch6(‖utt‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖u‖
2
L∞(0,T;H4(Ω))+‖􀭽p‖

2
L∞(0,T;(H3(Ω))2))+Cτ4+

Cτ2∑
m-1

k=1
‖∂􀮨tξk‖20+Cτ∑

m-1

n=1
‖􀭳θn,14‖20+‖∂􀮨t∇ξ2‖20+‖∇􀭰ξ2‖20. (42)

另一方面,在(39b)式中令􀮂w =􀭳θn,14,则不难得到

(􀭳θn,14,􀭳θn,14)+(∇·􀭳θn,14,∇·􀭳θn,14)=-(􀭸rn,14,􀭳θn,14)+((b(̂un)-b(̂Un))∂t∇un,􀭳θn,14)+

(b(̂Un)∂t∇ηn,􀭳θn,14)+(b(̂Un)∂t∇ξn,􀭳θn,14)+(∇η
n,14,􀭳θn,14)+(∇ξ

n,14,􀭳θn,14)-

(f(̂un)-f(̂Un),∇·􀭳θn,14)-(R2
n,􀭳θn,14)-(R3

n,∇·􀭳θn,14)≜∑
9

i=1
Ji. (43)

在此情形下,(43)式的右端依次可估计为

|J1|⩽Ch3(‖􀭽pn+1‖3+‖􀭽p{n}‖3+‖􀭽pn-1‖3)‖􀭳θn,14‖0 ⩽Ch6(‖􀭽pn+1‖23+‖􀭽pn‖23+

‖􀭽pn-1‖23)+ε‖􀭳θn,14‖20 ⩽Ch6‖􀭽p‖2L∞(0,T;(H3(Ω))2)+ε‖􀭳θn,14‖20,

|J2|⩽C(‖̂ηn‖0+ ‖̂ξn‖0)‖􀭳θn,14‖0 ⩽C(‖ηn‖20+‖ηn-1‖20+‖ηn-2‖20)+C(‖ξn‖20+
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‖ξn-1‖20+‖ξn-2‖20)+ε‖􀭳θn,14‖20 ⩽Ch6‖u‖2L∞(0,T;H3(Ω))+Cτ2∑
9

k=1
‖∂􀮨tξk‖20+ε‖􀭳θn,14‖20,

|J3|=|(∂tηn∇b(̂Un),􀭳θn,14)+(b(̂Un)∂tηn,∇·􀭳θn,14)|⩽Ch3‖∂tun‖3(‖􀭳θn,14‖0+

‖∇·􀭳θn,14‖0)⩽Ch6 1
2τ∫

tn+1

tn-1

‖ut‖23dt+ε(‖∇·􀭳θn,14‖20+‖􀭳θn,14‖20)⩽

Ch6‖ut‖2L∞(0,T;H3(Ω))+ε(‖∇·􀭳θn,14‖20+‖􀭳θn,14‖20),

|J4+J6|⩽C‖∂t∇ξn‖0‖􀭳θn,14‖0+‖∇ξ
n,14‖0‖􀭳θn,14‖0 ⩽

C‖∂t∇ξn‖20+C‖∇ξ
n,14‖20+ε‖􀭳θn,14‖20,

|J5|=|(η
n,14,∇·􀭳θn,14)|⩽ ‖η

n,14‖0‖∇·􀭳θn,14‖0 ⩽Ch3(‖un+1‖3+‖un‖3+

‖un-1‖3)‖∇·􀭳θn,14‖0 ⩽Ch6(‖un+1‖23+‖un‖23+‖un-1‖23)+ε‖∇·􀭳θn,14‖20 ⩽

Ch6‖u‖2L∞(0,T;H3(Ω))+ε‖∇·􀭳θn,14‖20,

|J7|⩽C(‖̂ηn‖0+ ‖̂ξn‖0)‖􀭳θn,14‖0 ⩽Ch6‖u‖2L∞(0,T;H3(Ω))+Cτ2∑
n

k=1
‖∂􀮨tξk‖20+ε‖􀭳θn,14‖20,

|J8+J9|⩽C‖R2
n‖0‖􀭳θn,14‖0+C‖R3

n‖0‖􀭳θn,14‖0 ⩽Cτ4+ε‖􀭳θn,14‖20+ε‖∇·􀭳θn,14‖20.
取适当小的ε,可得

‖􀭳θn,14‖2H(div,Ω)⩽Ch6(‖u‖2L∞(0,T;H3(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H3(Ω))+‖􀭽p‖
2
L∞(0,T;(H3(Ω))2))+

Cτ4+Cτ2∑
n

k=1
‖∂􀮨tξk‖20+C‖∂t∇ξn‖20+C‖∇ξ

n,14‖20. (44)

由于

|(∂􀮨t∇ξn+1,∂􀮨t∇ξn)|⩽
1
2‖∂

􀮨
t∇ξn+1‖20+

1
2‖∂

􀮨
t∇ξn‖20,|(∇􀭰ξn+1,∇􀭰ξn)|⩽

1
2‖∇

􀭰ξn+1‖20+
1
2‖∇

􀭰ξn‖20,

于是有

‖∂􀮨t∇ξn‖20=‖∂􀮨t∇􀭰ξn+1‖20=‖∂􀮨t
1
2
(∇ξn+1+∇ξn)‖20=

1
4
(‖∂􀮨t∇ξn+1‖20+‖∂􀮨t∇ξn‖20)+

1
2
(∂􀮨t∇ξn+1,∂􀮨t∇ξn)⩽

1
2‖∂

􀮨
t∇ξn+1‖20+

1
2‖∂

􀮨
t∇ξn‖20, (45)

‖∇ξ
n,14‖20=‖

1
2
(∇􀭰ξn+1+∇􀭰ξn)‖20=

1
4
(‖∇􀭰ξn+1‖20+‖∇􀭰ξn‖20)+

1
2
(∇􀭰ξn+1,∇􀭰ξn)⩽

1
2‖∇

􀭰ξn+1‖20+
1
2‖∇

􀭰ξn‖20. (46)

将(45)~(46)式代入到(44)式,得

‖􀭳θn,14‖2H(div,Ω)⩽Ch6(‖u‖2L∞(0,T;H3(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H3(Ω))+‖􀭽p‖
2
L∞(0,T;(H3(Ω))2))+Cτ4+

Cτ2∑
n

k=1
‖∂􀮨tξk‖20+C‖∂􀮨t∇ξn+1‖20+C‖∂􀮨t∇ξn‖20+C‖∇􀭰ξn+1‖20+C‖∇􀭰ξn‖20. (47)

综上可知,只需估计 ‖∂t∇ξ2‖20,‖∇􀭰ξ2‖20 两项.
为了得到估计结果,记

u2-U2,0=u2-Ihu2+Ihu2-U2,0 ≜η2+ξ2
,0.

则由(33)式和(34)式可得如下的误差方程
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(a)(∂tt∇ξ1,∇v)+(b(
U2,0+U0

2
)∂t∇ξ1,∇v)+(∇ξ

1,14,∇v)=-(∂tt∇η1,∇v)-((b(􀭹u2)-

b(U
2,0+U0

2
))∂t∇u1,∇v)-(b(

U2,0+U0

2
)∂t∇η1,∇v)-(∇η

1,14,∇v)+

(􀭸r1
,14,∇v)+(􀭳θ1

,14,∇v)+(∇R1
1,∇v)+(R2

1,∇v),

(b)(􀭳θ1
,14,􀮂w)+(∇·􀭳θ1

,14,∇·􀮂w)=-(􀭸r1
,14,􀮂w)+((b(􀭹u2)-b(U

2,0+U0

2
))∂t∇u1,􀮂w)+

(b(U
2,0+U0

2
)∂t∇η1,􀮂w)+(b(

U2,0+U0

2
)∂t∇ξ1,􀮂w)+(∇η

1,14,􀮂w)+(∇ξ
1,14,􀮂w)-

(f(􀭹u2)-f(
U2,0+U0

2
),∇·􀮂w)-(R1

2,􀮂w)-(R1
3,∇·􀮂w).

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(48)

一方面,在(48a)式中,取v=∂􀮨t􀭰ξ2,可得

(∂tt∇ξ1,∂􀮨t∇􀭰ξ2)+(b(
U2,0+U0

2
)∂t∇ξ1,∂􀮨t∇􀭰ξ2)+(∇ξ

1,14,∂􀮨t∇􀭰ξ2)=-(∂tt∇η1,∂􀮨t∇􀭰ξ2)-

((b(􀭹u2)-b(U
2,0+U0

2
))∂t∇u1,∂􀮨t∇􀭰ξ2)-(b(

U2,0+U0

2
)∂t∇η1,∂􀮨t∇􀭰ξ2)-(∇η

1,14,∂􀮨t∇􀭰ξ2)+

(􀭸r1
,14,∂􀮨t∇􀭰ξ2)+(􀭳θ

1,14,∂􀮨t∇􀭰ξ2)+(∇R1
1,∂􀮨t∇􀭰ξ2)+(R1

2,∂􀮨t∇􀭰ξ2)≜∑
8

i=1
Ei. (49)

(49)式的左端项类似(40)式的左端估计,下面采用时间分裂法估计其右端各项

|E1|=|(∂tt∇η1,
∇􀭰ξ2+∇􀭰ξ1

τ
)|⩽Ch61

τ‖utt‖2L∞(0,T;H4(Ω))+
1
8
‖∇􀭰ξ2‖20+‖∇􀭰ξ1‖20

τ
,

|E2|⩽C‖􀭹u2-
U2,0+U0

2 ‖0‖
∇􀭰ξ2+∇􀭰ξ1

τ ‖0 ⩽Ch61
τ‖u‖

2
L∞(0,T;H3(Ω))+

C1τ‖ξ
2,0‖20+

1
8
‖∇􀭰ξ2‖20+‖∇􀭰ξ1‖20

τ
,

|E3|=|((b(
U2,0+U0

2
)-􀭵b(

U2,0+U0

2
)+􀭵b(

U2,0+U0

2
))∂t∇η1,

∇􀭰ξ2+∇􀭰ξ1

τ
)|⩽

Ch‖∂t∇η1‖0‖
∇􀭰ξ2+∇􀭰ξ1

τ ‖0+Ch3‖∂tu1‖4‖
∇􀭰ξ2+∇􀭰ξ1

τ ‖0 ⩽Ch61
τ‖ut‖2L∞(0,T;H3(Ω))+

Ch61
τ‖ut‖2L∞(0,T;H4(Ω))+

1
8
‖∇􀭰ξ2‖20+‖∇􀭰ξ1‖20

τ
,

|E4|⩽Ch3(‖u2‖4+‖u1‖4+‖u0‖4)‖
∇􀭰ξ2+∇􀭰ξ1

τ ‖0 ⩽

Ch61
τ‖u‖

2
L∞(0,T;H4(Ω))+

1
8
‖∇􀭰ξ2‖20+‖∇􀭰ξ1‖20

τ
,

|E5+E6|⩽Ch3(‖􀭽p2‖3+‖􀭽p1‖3+‖􀭽p0‖3)‖
∇􀭰ξ2+∇􀭰ξ1

τ ‖0+‖􀭳θ1
,14‖0‖∂􀮨t∇􀭰ξ2‖0 ⩽

Ch61
τ‖􀭽p‖

2
L∞(0,T;(H3(Ω))2)+

1
8
‖∇􀭰ξ2‖20+‖∇􀭰ξ1‖20

τ +C‖􀭳θ1
,14‖20+

1
8‖∂

􀮨
t∇􀭰ξ2‖20,

|E7+E8|⩽ ‖∇R1
1‖0‖

∇􀭰ξ2+∇􀭰ξ1

τ ‖0+C‖R1
2‖0‖

∇􀭰ξ2+∇􀭰ξ1

τ ‖0 ⩽

Cτ3+
1
8
‖∇􀭰ξ2‖20+‖∇􀭰ξ1‖20

τ .

将上式代入到(49)式并两端同乘以2τ 得

‖∂􀮨t∇ξ2‖20+‖∇􀭰ξ2‖20 ⩽Ch6(‖utt‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖u‖
2
L∞(0,T;H4(Ω))+
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‖􀭽p‖2L∞(0,T;(H3(Ω))2))+Cτ4+C‖ξ2
,0‖20+C‖∂􀮨t∇ξ1‖20+C‖∇􀭰ξ1‖20+Cτ‖􀭳θ1

,14‖20. (50)

  另一方面,在(48b)式中令􀮂w =􀭳θ1
,14,则类似(43)式证明易知

‖􀭳θ1
,14‖2H(div,Ω)⩽Ch6(‖u‖2L∞(0,T;H3(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H3(Ω))+‖􀭽p‖

2
L∞(0,T;(H3(Ω))2))+

Cτ4+C‖∂􀮨t∇ξ2‖20+C‖∂􀮨t∇ξ1‖20+C‖∇􀭰ξ2‖20+C‖∇􀭰ξ1‖20+C‖ξ2
,0‖20. (51)

结合(50)式和(51)式并取充分小的τ,使1-Cτ>0,可得

‖∂􀮨t∇ξ2‖20+‖∇􀭰ξ2‖20 ⩽Ch6(‖utt‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖u‖
2
L∞(0,T;H4(Ω))+

‖􀭽p‖2L∞(0,T;(H3(Ω))2))+Cτ4+C‖ξ2
,0‖20+C‖∂􀮨t∇ξ1‖20+C‖∇􀭰ξ1‖20. (52)

显然,定理归结为对 ‖ξ2,0‖0,‖∂􀮨t∇ξ1‖ 以及 ‖∇􀭰ξ1‖0 的估计.
由(35)式和(36)式可得如下的误差方程

(a)(∇ξ
2,0-2∇ξ1+∇ξ0

τ2
,∇v)+(b(􀭿U1)∇ξ

2,0-∇ξ0

2τ
,∇v)+(

∇ξ2
,0+2∇ξ1+∇ξ0

4
,∇v)=

-(∂tt∇η1,∇v)-((b(􀭵u1)-b(􀭿U1))∂t∇u1,∇v)-(b(􀭿U1)∂t∇η1,∇v)-(∇η
1,14,∇v)+

(􀭸r1
,14,∇v)+(􀭳θ1

,14,∇v)+(∇R1
1,∇v)+(R1

4,∇v),

(b)(􀭳θ1
,14,􀮂w)+(∇·􀭳θ1

,14,∇·􀮂w)=-(􀭸r1
,14,􀮂w)+((b(􀭵u1)-b(􀭿U1))∂t∇u1,􀮂w)+

(b(􀭿U1)∂t∇η1,􀮂w)+(b(􀭿U1)∇ξ
2,0-∇ξ0

2τ
,􀮂w)+(∇η

1,14,􀮂w)+(
∇ξ2

,0+2∇ξ1+∇ξ0

4
,􀮂w)-

(f(􀭵u1)-f(􀭿U1),∇·􀮂w)-(R1
4,􀮂w)-(R1

5,∇·􀮂w).

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(53)

一方面,在(53a)式中,取v=ξ2,0+2ξ1,并注意到ξ0=0,得

(∇ξ
2,0-2∇ξ1

τ2
,∇ξ2

,0+2∇ξ1)+(b(􀭿U1)∇ξ
2,0

2τ
,∇ξ2

,0+2∇ξ1)+(
∇ξ2

,0+2∇ξ1

4
,∇ξ2

,0+2∇ξ1)=

-(∂tt∇η1,∇ξ2
,0+2∇ξ1)-((b(􀭵u1)-b(􀭿U1))∂t∇u1,∇ξ2

,0+2∇ξ1)-(b(􀭿U1)∂t∇η1,∇ξ2
,0+

2∇ξ1)-(∇η
1,14,∇ξ2

,0+2∇ξ1)+(􀭸r
1,14,∇ξ2

,0+2∇ξ1)+(􀭳θ
1,14,∇ξ2

,0+
2∇ξ1)+(∇R1

1,∇ξ2
,0+2∇ξ1)+(R1

4,∇ξ2
,0+2∇ξ1), (54)

(54)式的左端各项估计为

(∇ξ
2,0-2∇ξ1

τ2
,∇ξ2

,0+2∇ξ1)=
1
τ2
(‖∇ξ2

,0‖20-‖2∇ξ1‖20),

(b(􀭿U1)∇ξ
2,0

2τ
,∇ξ2

,0+2∇ξ1)=
1
2τ‖b

(􀭿U1)∇ξ2
,0‖20+(b(􀭿U1)∇ξ

2,0

2τ
,2∇ξ1),

(∇ξ
2,0+2∇ξ1

4
,∇ξ2

,0+2∇ξ1)=‖
∇ξ2

,0+2∇ξ1

2 ‖20.

注意到ξ1=Ihu1-U1=O(τ3),‖∂􀮨t∇ξ1‖20=‖∇ξ1/τ‖20=O(τ4),‖∇􀭰ξ1‖20=‖∇ξ1/2‖20=O(τ3),则
类似于(40)式的证明可得

1
τ2
(‖∇ξ2

,0‖20-‖2∇ξ1‖20)⩽Ch6(‖utt‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖u‖
2
L∞(0,T;H4(Ω))+

‖􀭽p‖2L∞(0,T;(H3(Ω))2))+Cτ2+C‖ξ1‖20+C‖􀭳θ1
,14‖20-(b(􀭿U1)∇ξ

2,0

2τ
,2∇ξ1)⩽

Ch6(‖utt‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖u‖
2
L∞(0,T;H4(Ω))+

‖􀭽p‖2L∞(0,T;(H3(Ω))2))+Cτ2+C‖ξ1‖20+C‖􀭳θ1
,14‖20+

C1τ‖∇ξ
2,0‖20+

1
τ‖∇ξ

1‖20. (55)

另一方面,在(53b)式中取􀮂w =􀭳θ1
,14,则类似(43)式证明易知
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‖􀭳θ1
,14‖2H(div,Ω)⩽Ch6(‖u‖2L∞(0,T;H3(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H3(Ω))+‖􀭽p‖

2
L∞(0,T;(H3(Ω))2))+

Cτ2+C‖∇ξ1‖20+C1τ‖∇ξ
2,0‖20+C1τ‖

􀭳θ1
,14‖20+C‖∇ξ2

,0‖20. (56)

结合(55)式和(56)式并取充分小的τ,使1-Cτ>0,并结合(52)式得到

‖∂􀮨t∇ξ2‖20+‖∇􀭰ξ2‖20 ⩽Ch6(‖u‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖ut‖2L∞(0,T;H4(Ω))+‖utt‖2L∞(0,T;H4(Ω))+

‖􀭽p‖2L∞(0,T;(H3(Ω))2})+Cτ4+Cτ‖􀭳θ1
,14‖20. (57)

将(57)式,代入到(42)式,并结合(47)式,并取充分小的τ,使1-Cτ2 >0,由离散的Gronwall引理,可证

(37)式.然后再次结合(47)式,可得(38)式.定理证毕.
接下来,利用文献[18]中的思想,利用数学归纳法验证假设2的正确性.
记δn ≜ ∇(un -Un).首先,当n=0时,‖δ0‖0,∞ ⩽C1h⩽1,成立.
假设当n=k时成立,即 ‖δk-1‖0,∞ <1.由定理3的证明过程可得 ‖Uk-1-Ihuk-1‖1 ⩽C(h3+τ2).
则当n=k时,需要验证 ‖δk‖0,∞ <1成立.事实上,因为 ‖δk‖0,∞ 关于时间t为连续函数,则对任意

的ε>0,存在μ>0,使得当|tk-1-tk|=τ<μ时,有|‖δk-1‖0,∞-‖δk‖0,∞|<ε.因此,取ε=τ,则有

‖δk‖0,∞ ⩽ ‖δk-1‖0,∞ +τ⩽ ‖∇(uk-1-Ihuk-1)‖0,∞ +‖∇(Ihuk-1-Uk-1)‖0,∞ +τ⩽
Ch|u|3+Ch-1‖Ihuk-1-Uk-1‖1+τ⩽Ch+C(h-1τ+h2)+τ<1.

在上述证明中,需要条件τ=O(h1+α)(α>0),因此可选取合适的h1 使得C(h1+h1
α)<1,则假设2得证.

假设成立.
注1 在I2,J2 和J7 这三项估计中,用到了不等式 ‖ξn‖20=‖ξn -ξn-1+…+ξ1-ξ0+ξ0‖20 ⩽

τ2∑
n

k=1‖
ξk -ξk-1

τ ‖20=τ2∑
n

k=1‖∂
􀮨
tξk‖20.这是取得超逼近性质的关键所在.

注2 由于方程本身非线性项的限制,若采用以往二阶Euler全离散[11,14],而不利用本文中的线性化全

离散格式无法得到定理3的结果.同时,值得注意的是定理3证明中所用的的时间分裂技巧在证明中尤为

重要.
注3 本文借助于文献[22-23]中插值及投影相结合的思想,定理2及定理3中关于ut,utt ∈L∞(0,

T;H4(Ω))的光滑度要求可以降低为ut,utt ∈L∞(0,T;H3(Ω)).
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accuratebasicparametersandabundancesofchemicalelements.Thesuccessoftheseabove-mentionedsurveyprojectsmainly
dependsonthehigh-precisionstellarparametersprovidedbytheefficientspectralanalysistechnologyintheshortestcalculation

time,fromthespectraldata.Onecangettheeffectivetemperature,surfacegravitationalacceleration,metalabundanceandthe

chemicalabundanceofsomeelements.Inaddition,onecanusethesestellarparameterstoestimatethemassandradiusofthe

stars.Inaddition,theaccuratestellarmassandradiusareofgreatsignificanceforthestudyofexoplanetsandtheirhoststars.

Thecomparisonbetweentwodifferentdatasetswillhelpevaluatingthequalityofthosedata.Onecanalsoupdatethosepipe-

linesbasedonthefeedbackoftheresults.
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AnewH1-galerkinmixedfiniteelementanalysisfornonlinear
strongdampedwaveequations

ShiDongyang,MuPengcong

(CollegeofMathematicsandStatistics,ZhengZhouUniversity,Zhengzhou450001,China)

Abstract:Inthispaper,H1-Galerkinmixedfiniteelementmethodforakindofnonlinearstronglydampedwaveequations
wasstudied.AnewmixedfiniteelementpatternwasdevelopedwithincompletebiquadraticelementQ-

2andfirstorderBDFM
element.Withthehelpofthespecialpropertiesoftheinterpolationoperatorsofthesetwoelementsandmean-valuetechnique,

thesupercloseestimatesfortheprimitivevariableinH1-normandtheintermediatevariableinH(div)-normwerededucedre-
spectivelyforthesemi-discreteandthelinearizedfullydiscreteschemes,whichwereoneorderhigherthanthecorresponding
optimalerrorestimationsintheexistingliteraturepublishedbefore.

Keywords:nonlinearstronglydampedwaveequations;H1-Galerkinmixedfiniteelementmethod;semi-discrete;linear-
izedfullydiscretescheme;supercloseestimates
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