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具有通胀因子的平衡分位回归信度模型

程纪,王金瑞,吴黎军

(新疆大学 数学与系统科学学院,乌鲁木齐830046)

摘 要:保险数据经常表现为尖峰或厚尾的形态,而经典的信度模型并不能有效反映分布的上尾和下尾信息,

同时考虑保费的安全负荷性以及通货膨胀对未来保险期间对保额的影响.在分位数视角下用平衡损失代替均方损

失,通过利用样本分位数充分利用所有数据的信息,建立了具有通货膨胀因子的分位数信度模型,扩展了经典的信

度模型,为保险公司提供了一种根据实际情况选择不同的权重,制定更符合实际保费的方法.
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信度理论起源于20世纪初,精算师根据过去一段时间内单个或一组风险的历史索赔数据对未来保费的

风险成本进行厘定.但是,在非寿险领域具体实践应用时,单个保单的历史索赔数据太少经常会影响预测值

的优良性质,在这种情况下均值定价以及聚合保费定价都不尽如人意,都将可能引起保单流失、亏本经营等

问题,为处理此类费率厘定问题,经典信度理论体系应运而生.
文献[1]在统计学背景框架下,得到了信度保费的计算公式,即信度保费=Z*样本均值+(1-Z)*集

体保费,其中Z 为信度因子,且随着经验数据的增加给予个体样本数据更多的信度;文献[2]在Bühlmann无

分布信度模型的基础上,考虑风险量的大小变动引入信度权重,得到含有信度权重的信度保费;文献[3]建立

了回归信度模型,用回归技术来反映时间效应对保费的影响.随着社会生活的逐步丰富上述三大经典信度模

型对费率的厘定假设条件已不再适应实际案例.一方面,Bühlmann信度保费、Bühlmann-Straub信度保费及

回归信度保费都是在均方损失函数下求解最优化问题得到的,均方损失的特殊性使得保费不具备正的安全

负荷从而给保险公司带来风险.文献[4]首次发现保费正的安全负荷性问题,为解决此类问题提议将均方损

失改为广义的加权损失,创造了Esscher保费原理并且研究了该保费原理下的信度估计;受文献[4]的启发,
文献[5]在Esscher损失的基础上研究了贝叶斯保费,贝叶斯估计量,信度保费以及个人保费的信度估计;文
献[6]在信度模型中使用LINEX损失函数,类似于大多数经典的信度模型中采用的对称二次损失函数来办

法来解决保费问题;文献[7]在索赔数据分布信息完全未知时,利用最大熵方法推导了信度保费的表达式.另
一方面,保险实际应用中,通货膨胀带来的物价波动会对索赔数据产生趋势性影响,文献[8]从个人风险和通

货膨胀因素的角度出发,研究了风险间具有特殊相依结构及时间效应的平衡信度估计,确定未来保费时考虑

通货膨胀对索赔额的影响,从而得到了更接近目标的保费.
传统的信度估计是通过最小二乘回归得到的,当数据呈现异方差或鲁棒性时,信度估计对尾部数据信息

的利用率较低,而分位数能够通过不同分位点的选取全面描述分布信息.文献[9]首次在风险独立性的假设

下,阐述了分位数与经典Bühlmann信度、Hachemeister回归信度模型之间的联系,并将分位数纳入到这两

大经典的信度模型中;2017年文献[10]将经典信度模型引入风险度量VAR,研究了分位回归信度结构下的

风险度量.鉴于保险数据出现尖峰或厚尾的形态,本文将分位数思想引入信度理论,根据实际经济生活情况

对经典信度模型加以创新.考虑保费正的安全负荷性及时间效应对经济物价水平的影响,将经典回归信度模
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型扩展到具有通货膨胀因子的平衡分位回归信度模型,以此适应我国保险精算体系发展的内在经济规律和

模型特征.

1 模型准备工作

1.1 平衡损失

文献[11]提出了一类非对称损失函数,从模型的拟合效果和估计的精确度出发,提出平衡损失函数,其
形式为:

L(̂θ,θ)=
ω
n ∑

n

i=1

(Xi -̂θ)2+(1-ω)(θ-̂θ)2, (1)

作为(1)式的推广,如下形式的平衡损失函数:

L
ρ,ω,δ0

(θ,δ)=ωρ(δ0,δ)+(1-ω)ρ(θ,δ) (2)

应用更为广泛,其中δ0 是θ的目标估计,如:极大似然估计、最小二乘估计.在(2)式下,文献[12]讨论了特定

环境下包含共同效应的信度估计;文献[13]同时考虑风险及时间的相依关系,研究了具有双相依结构的齐次

及非齐次信度估计.
1.2 分位数

身在数据时代,由均值回归得到的一条回归线所能反映的信息量是十分有限的.相对于均值而言,分位

数能够挖掘更为丰富的信息量,通过度量自变量对因变量在每个特定分位数的边际影响,使得分位数回归能

够有效刻画数据分布的尾部特征.下面给出本文研究过程中涉及的相关定义.
定义1 对任意p∈ (0,1),ξ为概率空间(Ω,Γ,P)上的随机变量,令

ξp =F-1(p)=inf{x∶F(x)⩾p}.
为ξ的p-分位数.

定义2 设X1,X2,…,Xn 为概率空间(Ω,Γ,P)上的样本,容量为n,将X1,X2,…,Xn 按照大小排序

为X(1)⩽X(2)⩽ … ⩽X(n),则(X(1),X(2),…,X(n))称为次序统计量.
定义3 设Fn(x)为样本{X1,X2,…,Xn}的经验分布函数,则样本P-分位数可定义为:

ξ̂p =n(jn -p)X(j-1)+n(p-j-1
n
)X(j),

其中j-1
n ⩽p⩽j

n
,j=1,2,…,n.

1.3 信度估计-正交投影

信度估计通过求解样本线性函数类L(1,X1,X2,…,Xn)在均方损失下的最优化问题,得到最优估计,

若把L(X,1)=(c0+∑
n

i=1
ciXi|c0,ci∈R)看成一个线性空间,文献[14]把Xn+1 的信度估计看作Xn+1 在

L(X,1)上的正交投影.设Γ是L2 的闭子集,称Y* 是Y ∈L2 在Γ上的正交投影,记为Y* =pro(Y|Γ).

Bühlmann将信度估计限定在L(X,1)=(c0+∑
n

i=1
ciXi|c0,ci ∈R)中,得到信度估计

X̂n+1=pro(Xn+1|L(X,1)).
  本文利用正交投影的方法得到信度估计,下面给出相关引理,证明参见文献[12].

引理1 设X =(X1,X2,…,Xn)',Y=(Y1,Y2,…,Ym)'为两个随机向量,若用X 的线性组合

L(X,1)={A+BX∶A=(a1,a2,…,am)'∈Rm,B=
B11 … B1n

︙ ︙

Bm1 … Bmn

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
∈Rm×n}

来预测Y,则使

min
A∈Rm,B∈Rm×n

E[(Y-A-BX)(Y-A-BX)']

达到最小化的最优解为
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A=E[Y]-Cov(Y,X)Cov-1(X,X)E(X);B=Cov(Y,X)Cov-1(X,X).
即Y 的最优线性估计为

Ŷ=E[Y]+Cov(Y,X)Cov-1(X,X)[X -E(X)].

2 具有通胀因子的单合同平衡分位回归信度模型

考虑一份保单有n年的历史索赔,i=1,2,…,n,则样本为Y1,Y2,…,Yn,风险由风险参数θ∈Θ进行描

述,Qp(Y|X =x)=inf{y∶F(y|x)⩾p},(0<p<1)为给定X=x 时Y的条件P 分位数,记ξY|X(p)=
Qp(Y|X=x)=X'βp 为样本分位数.本节用平衡损失替代均方损失,考虑满足如下假设条件的具有通胀因

子的单合同分位回归信度模型.
2.1 模型假设与准备

假设 1 在 给 定 参 数 Θ 下,Y1,Y2,…,Yn 之 间 相 互 独 立,且 E[ξYi|Xi
(p)|Θ]=τiXβp(Θ),

Cov[ξYi|Xi
(p)|Θ]=τ2iσ2(Θ)V,i=1,2,…,n+1,其中τ=(1+γ)-1,γ 为通货膨胀率.

假设2 该保单有一个目标估计δP(Θ),且E[δP(Θ)]=E[βP(Θ)]=βp,Cov[δP(Θ),ξYi|Xi
(p)]=

τid,i=1,2,…,n+1,d 为常数.
同时,引入下列记号:

AP =Cov[βP(Θ)],X2=E[σ2(Θ)].
  在实际应用中,通常不知道样本Y1,Y2,…,Yn 的分布,通过选取不同样本分位点将其限定在下述最小

化问题中求解第n+1年的最优保费:

min
c0,ci

E[ω(δP(Θ)-c0-∑
n

i=1
ciξYi|Xi

(p))2+(1-ω)(βP(Θ)-c0-∑
n

i=1
ciξYi|Xi

(p))2]. (3)

其中,δP(Θ)为βP(Θ)的目标估计.
2.2 定理及证明

定理1 在假设1和假设2的条件下,求解最小化问题(3)可得βP(Θ)的最优线性估计为

Bcred
P =βP +Zp[ξY|X(p)-E(ξY|X(p))],

式中:Zp =(ωτid+(1-ω)τiAPX')Ω-1 为信度因子,Ω-1=(τ2iXApX'+τ2iS2V)-1.
证明 由引理1信度估计与正交投影的关系可得:

min
c0,ci

E[ω(δP(Θ)-c0-∑
n

i=1
ciξYi|Xi

(p))2+(1-ω)(βP(Θ)-c0-∑
n

i=1
ciξYi|Xi

(p))2]⇔

BCred
p =ωpro[δP(Θ)|L(ξYi|Xi

(p),1)]+(1-ω)pro[βP(Θ)|L(ξYi|Xi
(p),1)]. (4)

对(4)式分项计算:

pro[δP(Θ)|L(ξYi|Xi
(p),1)]=E[δP(Θ)]+Cov[δP(Θ),ξYi|Xi

(p)]Cov-1[ξYi|Xi
(p),ξYi|Xi

(p)]·

[ξYi|Xi
(p)-E(ξYi|Xi

(p))]=βP +τid(τ2iXApX'+τ2iS2V)-1[ξYi|Xi
(p)-E(ξYi|Xi

(p))].

pro[βP(Θ)|L(ξYi|Xi
(p),1)]=E[βP(Θ)]+Cov[βP(Θ),ξYi|Xi

(p)]Cov-1[ξYi|Xi
(p),ξYi|Xi

(p)]·

[ξYi|Xi
(p)-E(ξYi|Xi

(p))]=βP +τiApX'(τ2iXApX'+τ2iS2V)-1[ξYi|Xi
(p)-E(ξYi|Xi

(p))].
则有:

BCred
p =ωpro[δP(Θ)|L(ξYi|Xi

(p),1)]+(1-ω)pro[βP(Θ)|L(ξYi|Xi
(p),1)]=(ω+1-ω)βP +

(ωτid+(1-ω)τiApX')Ω-1[ξYi|Xi
(p)-E(ξYi|Xi

(p))]=βP +Zp[ξY|X(p)-E(ξY|X(p))].
综上,定理1得证.

注1 当ω=0,τ=1时,则Zp=APX'(XApX'+S2V)-1,由定理1得到的保费估计为文献[10]提出的

CrRVaR,即分位回归信度估计.
注2 当参数β 的维数为1,且ω=0,τ=1,Ap =na,S2=v,V=In,X=1n,则p=50% 时,信度因子
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Zp =
na

na+v
,̂βGLS =

1
n∑

n

i=1
Yi=Y.由定理1得到的保费估计为β

cred
p =

na
na+v

Y+
v

na+vβp 即经典Bühlmann

信度估计.

3 具有通胀因子的多合同平衡分位回归信度模型

本节进一步将具有通胀因子的单合同分位回归信度模型扩展到多合同情形下,考虑K 份保单,每份保

单有ni 年的索赔,j=1,2,…,K;i=1,2,…,ni,则样本为Y11,Y12,…,YK1,…,YKni
,第j个保单的风险由风

险参数Θj 进行描述,记ξYj|Xj
(p)=[ξyj1|xj1

(p),ξyj2|xj2
(p),…,ξyjni

|xjni

(p)]'=X'ĵβpj 为给定风险参数Θj

时的样本分位数,其中β̂pj =(X'jXj)-1X'ĵξYj|Xj
(p)为βpj 的广义最小二乘估计.

3.1 模型假设与准备

假设3 对保单j,j=1,2,…,K,给定风险参数Θj,则Yj1,Yj2,…,Yjni
之间相互独立,且E[ξYij|Xij

(p)|

Θj]=τiXjβp(Θj),Cov[ξYij|Xij
(p)|Θj]=τ2iσ2(Θj)Vj,其中,i=1,2,…,ni+1,τ=(1+γ)-1,γ 为通货膨

胀率.
假设4 第j 份保单有一个目标估计δP(Θj),且 E[δP(Θj)]=E[βP(Θj)]=βPj,Cov[δP(Θj),

ξYij|Xij
(p)]=τid*,i=1,2,…,ni+1,d* 为常数.

同时,引入下列记号:

APj =Cov[βP(Θj)],S2
pj =E[σ2(Θj)].

同理,将第n+1年的保费估计限定在样本分位数ξYj|Xj
(p)的线性组合中求解下述问题:

min
a0,aij

E[ω(δP(Θj)-a0-∑
K

j=1
∑
ni

i=1
aijξYij|Xij

(p))2+

(1-ω)(βP(Θj)-a0-∑
K

j=1
∑
ni

i=1
aijξYij|Xij

(p)2]. (5)

3.2 定理及证明

定理2 在假设3和假设4条件下,求解最小化问题(5)可得βP(Θ)的最优线性信度估计为

Bcred
Pj =ZpĵβPj +(I-Zpj)βPj.

式中,Zpj =(ωτid* +(1-ω)τiAPjX'j)Ω-1Xj 为信度因子,且Ω-1=(τ2iXjApjX'j +τ2iS2
pjVj)-1.

证明 利用正交投影可得:

min
a0,aij

E[ω(δP(Θj)-a0-∑
K

j=1
∑
ni

i=1
aijξYij|Xij

(p))2+

(1-ω)(βP(Θj)-a0-∑
K

j=1
∑
ni

i=1
aijξYij|Xij

(p))2]⇔

BCred
pj =ωpro[δP(Θj)|L(ξYij|Xij

(p),1)]+(1-ω)pro[βP(Θj)|L(ξYij|Xij
(p),1)]. (6)

对(6)式分项计算:

pro[δP(Θj)|L(ξYij|Xij
(p),1)]=E[δP(Θj)]+Cov[δP(Θj),ξYij|Xij

(p)]Cov-1[ξYij|Xij
(p),ξYij|Xij

(p)]·

[ξYij|Xij
(p)-E(ξYij|Xij

(p))]=βPj +τid*(τ2iXjApjX'j +τ2iS2
pjVj)-1[XĵβPj -τiXjβPj]=

τid*Ω-1XĵβPj +(I-τid*Ω-1τiXj)βPj.pro[βP(Θj)|L(ξYij|Xij
(p),1)]=

βPj +τiApjX'j(τ2iXjApjX'j +τ2iS2
pjVj)-1[XĵβPj -τiXjβPj]=

τiApjX'JΩ-1XĵβPj +(I-τiApjX'jΩ-1τiXj)βPj.
则有:

BCred
p =(ωτid* +(1-ω)τiApjX'j)Ω-1XĵβPj +[I-[(ωτid* +
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(1-ω)τiApjX'j)Ω-1Xj]βPj]=ZpĵβPj +(I-Zpj)βPj.
综上,定理2得证.

4 参数估计

在多合同模型中,可以得到参数APj,S2
pj的无偏估计.

命题1 S2
pj的无偏估计为

Ŝ2
pj =

1
N -K∑

K

j=1
∑
ni

i=1

[ξyij|xij
(p)-ξYj|Xj

(p)][(ξyij|xij
(p)-ξYj|Xj

(p))]',

其中,ξyj|xj
(p)=

1
N ∑

ni

i=1
ξyij|xij

(p),N =∑
K

i=1
ni.

证明 E[(ξyij|xij
(p)-ξyj|xj

(p))(ξyij|xij
(p)-ξyj|xj

(p))']=S2
pj +

S2

pj

ni
-2

S2

pj

ni
=
ni-1
ni

S2
pj.则

E[̂S2
pj]=

1
n-k∑

K

j=1

(∑
ni

i

ni-1
ni

S2
pj)=

1
n-k∑

K

j=1

(ni-1)S2
pj =S2

pj.

  命题2 Apj的无偏估计为

Âpj =
N

N2
-∑

K

j=1
n2

i

[∑
K

j=1
ni[(ξyj|xj

(p)-ξy|x
(p))(ξyj|xj

(p)-ξy|x
(p))']-(K -1)̂S2

pj],

其中,ξyj|xj
(p)=

1
N ∑

ni

i=1
ξyij|xij

(p),ξy|x
(p)=

1
N ∑

K

j=1
niξyj|xj

(p),N =∑
K

i=1
ni.

证明 

Var[ξyj|xj
(p)]=

S2

pj

ni
+Apj,Var[ξy|x

(p)]=
1
N2∑

K

j=1
n2

i[
S2

pj

ni
+Apj]=

S2

pj

N +
∑
K

j=1
n2

i

N2 Apj,

Cov[ξyj|xj
(p),ξy|x

(p)]=
ni

N
[
S2

pj

ni
+Apj]=

1
NS2

pj +
ni

NApj.

则

∑
K

j=1
ni[(ξyj|xj

(p)-ξy|x
(p))(ξyj|xj

(p)-ξy|x
(p))']=∑

K

j=1
ni[Var(ξyj|xj

(p)+

Var(ξy|x
(p))-2Cov(ξyj|xj

(p),ξy|x
(p)))]=(K -1)S2

pj +(N -
∑
K

j=1
n2

i

N
)Apj.

即E[̂Apj]=
N

N2
-∑

K

j=1
n2

i

[(K -1)S2
pj +(N -

∑
K

j=1
n2

i

N
)Apj -(K -1)S2

pj]=Apj.

5 小 结

本文将分位数引入信度理论,克服经典信度模型只有一条回归线的弊端,自由选择分位点,充分利用数

据尾部所反映的信息,利用平衡损失保证信度估计具有安全负荷,以通货膨胀因子反映通货膨胀对保额的影

响,在分位数的背景下建立具有通胀因子的单合同及多合同分位回归信度模型.保险公司通过实际问题选取

相应的权重,从而制订更与实际相符的保费,取特定值ω=0,τ=1,Ap=na,S2=v,V=In,X=1n,p=50%
时,即为经典信度模型,且文献[10]提出的CrRVaR(ω=0,τ=1)为本文模型的特例.
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Balancedquantileregressioncredibilitymodelswithinflationfactor

ChengJi,WangJinrui,WuLijun

(CollegeofMathematicsandSystemSciences,XinjiangUniversity,Urumqi830046,China)

Abstract:Insurancedataoftenappearasspikesorthicktails,buttheclassicalreliabilitymodeldoesnoteffectivelyre-
flectthedistributionofupperandlower-endinformation.Considerthesafetyloadofpremiumsandtheimpactofinflationon
theamountofcoverageforfutureinsuranceperiods.Fromthequantileperspective,themeansquarelossisreplacedbythebal-
ancedloss,byusingthesamplequantiletomakefulluseoftheinformationofalldata,aquantilereliabilitymodelwithinfla-
tionfactorisestablished.Moreover,itextendstheclassicalreliabilitymodelandprovidesinsurancecompanieswithdifferent
weightsaccordingtotheactualsituation.Finally,amorerealisticpremiumapproachcanbedeveloped.

Keywords:balancelossfunction;inflation;quantile;regressioncredibilitymodel
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