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摘 要 ：将 Stein岭型主成分估计利用几乎无偏估计思想进行优化，得到几乎无偏 Stein岭型主成分估计.并

考虑均方误差准则，得到了几乎无偏 Stein岭型主成分估计优于最小二乘估计、Stein岭型主成分估计的充分条件.并

通过数值实验证明在给定&或户时，几乎无偏 Stein岭型主成分估计的均方误差与 Stein岭型主成分估计的均方误

差较为接近，且远大于最小二乘估计的均方误差 .
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考虑线性模型

y  = Xp +  e , e 〜N ( 0 ，a21) ， (1)
其中;v S « X l 阶观测矩阵，X 为 阶 设 计 矩 阵 ，为 f  X I 阶未知参数向量，£：为 《X 1 随机误差向量.

最小二乘估计在线性模型的参数估计理论和方法研究中起到了非常重要的作用[1_2]，然而当设计矩阵 

X 不是满秩阵时，利用最小二乘法估计参数效果不理想.在实际生活中，数据间非常可能会存在共线性，此 

时运用最小二乘估计去估计参数不具有稳定性.为了克服共线性，很多学者对此进行了深人研究，他们提出 

了许多新的估计量，如主成分估计[3]、岭估计[4]丄111估计[5]等等，这些新的估计均属于有偏估计.有偏估计 

克服共线性是以牺牲估计的无偏性为代价.近年来，有很多学者开始研究如何降低有偏估计量的离差.在 

1984年 ，Kadlyala[6]给出了几乎无偏估计的概念，并在此基础上得到了一类几乎无偏压缩估计.由于几乎无 

偏估计在克服了数据共线性的同时减少了估计量的偏差，因此，越来越多的学者关注几乎无偏估计，并深人 

研究各类别的几乎无偏估计性质.如文献[7 — 9]均利用几乎无偏的思想对一些有偏估计进行几乎无偏化.同 

时也有不少学者开始利用同样的方法对受约束回归模型、混合系数效应线性模型等不同的模型进行参数估 

计优化，如文献[1〇 —13]分别对不同的模型，通过减少有偏估计量离差的方法来优化估计量.近年来，也有较 

多的学者研究几乎无偏估计的预测性与可容许性等.2015年，文献[14]将几乎无偏 L IU 估计的预测性能与 

最小二乘估计、主成分估计、L IU 估计进行对比，得出几乎无偏L IU 估计一致优于最小二乘估计、主成分估 

计 和 L IU 估计的结论；2015年 ，文献[15]在 Mahalanobis损失函数下，相对于最小二乘估计来说，证明几乎 

无 偏 L IU 估计是不可容许性.

本文在 Stem岭型主成分估计[16]的基础上，对其进行几乎无偏优化，得到一种新的无偏估计，称为几乎 

无 偏 Stem岭型主成分估计.该估计包括几乎无偏岭估计和几乎无偏主成分估计.并在均方误差的前提下， 

研究几乎无偏岭型主成分估计的优良性，并给出其优于最小二乘估计、岭型主成分估计的充分条件.最后通 

过实例进行验证.

1 几乎无偏 Stein 岭型主成分估计

文献[17]提出 Stem岭型主成分估计是最小二乘估计、岭型估计和主成分估计的推广，其定义为：
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p ( k , p )  = p ( X X  +k I ' ) - 1X，y ,  (2)

其中参数 &>〇 ,〇 <p < l .
模型（1 )的最小二乘估计为為= (x ' x r x V

为了方便研究，下文对模型（1)进行正交变换，得到其典则形式，设 ，…，~为对应于矩阵 X 'X 的特 

征根 A: >  A2 > … >  Am >  0 的标准正交化特征向量，记为 Q =  ( ^ ， ，…，& ) ，则模型（1)变换成如下形式

Y  =  Za +£, (3)

其中 ， Z =  X Q ，a =  Q> . 因此，在线性模型的典则形式(3)下 ，a 的最小二乘估计和岭型主成分估计分别为

S =  (4)

a(k ,p ) =  p (.A k i y 1 Aa. (5)

定义 1 设否为/?的有偏估计，為的偏差为Bm s③ = £(為）一 /?=部 ，则称否= 否一冷为/?的几乎无偏 

估计[6]_

根据(5)式，很容易得到

Bias(a(k , p)) =  E (a(.k ,p )) — a =  p(A +  k l y 1 Aa — a =  p(A +  k l y 1 Aa —

(A k l )  1 (A k l ) a  = (A k l )  1 (pA 一 A 一 kl ) a .

根据几乎无偏估计的定义，称 =  a (々 ，f ) — Bias (a (々 ，> ) ) = a (々 ，f ) — (A +  H )—1 (M  —丛一 

=  [J — （ A +  H ) - 2(M  — A — 为典则模型的几乎无偏Stein岭型主成分估计.

从几乎无偏 Stem岭型主成分估计以 ，々々）的定义可以看到：

(1) 当 々 = 0 时，则 5(0，>) =  f  (2 — f  )a 为几乎无偏主成分估计.

(2) 当 f  =  1 时，则 1) =  [J 一 2々(A +  H r 2] 5为文献[7]提出来的几乎无偏岭估计.

因此，从一定意义上可得到，几乎无偏 Stem岭型主成分估计是几乎无偏主成分估计和几乎无偏岭型估 

计的推广.

2 几乎无偏 S tein岭型主成分估计的优良性

根据几乎无偏Stem岭 型 主 成 分 估 计 的 定 义 ，其偏差和协方差分别为：

Bias(a(.k , p)) =  Ax , (6)

Cov(S(k ,p)) =  a2a - A)A-1a - A)，, (7)

其中，Z\ =  (A +  M )—2(办1 — A —H )2.

除了& =  0 且 P =  1 外， 乒 a，因此几乎无偏Stein岭型主成分估计也是有偏估计.只不过 

此时的偏差小于Stein岭型主成分估计与a 间的偏差.

根据（6)式和（7)式，可得到几乎无偏Stem岭 型 主 成 分 估 计 的 均 方 误 差 矩 阵 ：

M SEM(d(k ,p )) =  a2 (I -  A)A^  (I -  A)' +  Axa'A '. (8)

几乎无偏岭型主成分估计以々，0的 均 方 误 差 ：

M S E(s (k ,p )) =  tr lMSEM(M(k ,p))l . (9)

由于

tr[ff2(J —Z\)A—HJ —A)，]
m  ,  7 \  2  m

[(At +  k)2 — (pXt ——Xt ——^)2]2 

Xt (Xt +  k) 4

2 p2X] (2Xt -\- 2k — pXj)2 _  2 p2h  (2Xt 2k — pXj)2
G h  U x ~ + W  t i  ( x ~ + W

d o )

tr(Z\aa’Z\’）=
^  (pXt — Xt — k)4g^

~ a ~ + W ~

由（8)、（9)、（10)和（11)式可得到：

M SE (a (k ,p ')') =  t r[M SEM(a (^,^))] =  t r la 2 ( l  -  A) A~l ( l  -  + t r  =

2 p 2Xt (2Xt -\~2k — pXj)2 | (pXt — Xt — k)Aa]
a t i  (x~+W 卞 ^  ~ (x~+W~ .

(ID

(12)
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在均方误差准则下，对比几乎无偏 Stem 岭型主成分估计与最小二乘估计、岭型主成分估计的优良性.

定 理 1 令 0 < ^ < 1 固 定 ，如果 A, < ^ ，则 当 & A,时 ，几乎无偏 Stem岭型主成分估计以是，

W 在均方误差准则下优于最小二乘估计 ^即 M S E G a ，̂)) <  M SE C ).

证明 根据最小二乘估计 i 的定义，其均方误差为

rn 1
M SE (a ) =

根据（12)和（13)式 ，得 到 估 计 和 估 计 S 的均方误差为：

A  = M S E ( s a ^ ) ) - M S E ( a )  X  p 2Xt (2XA +  2k - PXt y  +  ( ^ V7 A：
i — \ \ Ai 十 k) i — \ v Ai 十 k)

— a1
a2 p2 X] (2Xt +  2k —— pXi) 2 XtipXt ——Xt —— k)A a] —— a2 (A 2 +  k)A _____

A , (A , + k)

'ŷ J / , a\~ ( 2 A t +  2k — pXi) 2 Xt(.pXt — Xt — k) 4 — rt(.Xt +  ̂ )4].
3  AZCAZ 十々）

令 f  (.k，p ) 二 n p 2 (2k  2k — pXi)2 -\-Xz(.pXz — Xz — kY — n (A: +  是)4，若要使得 M 〈 〇，即 MS£X(5(是，> ) )〈 

MS£X a)，则 /(是，夕）<  〇.

由 0 〈 > 〈 1 知 2A : +  2是 一 pXt < C 2XZ +  2k , (pXz 一 Xz 一 々 )4 〈 （A : +  是)4，则 /(是，> ) 〈 r 丄2 (2A : +  2是）2 +  

Xz (Xt +  k) 4 — rt (_Xt +  k)A — (Xt +  k) 2 \_̂：rtX\ +  (A 2 — r :) (A : +  々 ）2]，若 4厂山2 +  (A :—厂:）（A : +  是）2〈 〇，则 /(是， 

> ) <  0 必成立.

(13)

1 - 1

由 n 二 〜 得 r : >  0 ，而且 A: >  0 ，则当 A:〈 n ，是 >  / 时，4 r丄2 +  (A: — n ) (A: +  々 )2〈 0 ，有
a- N r z — Xz

/(々 ，，）<  0 ,故 M SE(5( ，々力)） 证毕.

根据定理1，令 〇 < 々 <  1，则得到在均方误差准则下，几乎无偏岭估计优于最小二乘估计的充分条件:

k > Ai •

推 论 i 如 果 又 , < 4，则 当 是 >、/ ^ 4 ^ —\ 时 ，几乎无偏岭估计^々，1)在均方误差准则下优于最小二 a t y  r t — At

乘 估 计 心 即 MSE (5(是，1)) <  MSE (5).

定理2 令 0 < 々 < 1 固 定 七 = — (3沁 + 3 队 [ 从 ）+ 矣 A  =  — (3沁 + 3 队 [ 从 ）— 展 ，其

中 厶 = /  (9r? +  26A,r, + A?).几乎无偏 Stein岭型主成分估计^ ，々々）在均方误差准则下优于Stein岭型主 

成分估计^(々4)，即 MSEG?(々 ，f )) < M SE( (̂々 ，f ) )成立的充分条件是：

(1) 当 1々 >  0 时，对任意的0 <  & <々 1或者& >  ，有 MS£X ^(々，> ) ) <  MS£X a (々 ，>));

(2) 当 2々 >  〇且 i々 <  〇时，对任意的& >  & ，有 MS£X^(々，> ) ) <  MS£X a (々 ，>));

(3) 当 2々 <  0 时，对任意的々> 0,有 M SE(S(々 ，々））< M S E G (々 ，，））.

证 明 由 （5)式知极 a5 (a(是，/*))二 /*(A + M ) 1 ▲ — a — \̂p(A ~h kl) XA — r\a^C〇v(.a(k p̂)) — a2 p (. A 

H )-TAA—I M A  +  M )-M ]'二 ^ ^ ( A  +  M ) - K A  +  H ) - S  此时 的均方误差矩阵为 MSEMC^ Q ，

U p )) —a2p2(.A ~\-kI) 1 A(A k l) 1 {A ~\~k l) 1A — I^aa^pCA k l ) 1A — J]'，其均方误差为

麗 ― ，州 … 2 1 瓦 ^ 香 鳴 - 1)2二

〇 2p2 I ? ( X + k Y

令 A  =  MSEG?(々 ，̂)) —M S E G (々 ，p ))，则

2广队—^  + 是、2
以 A，+ 々 ）

(14)

n  _  2 V ' p2 Xl(2Xl -\~2k — pXi) 2 i v \̂ (pXt — Xt — kYa , _  2 , 2 V ' A ,
2 ~ a  h  〇~ + w  十 A  ~ 〇~ + w ~ ~ a p  h  (x + k)
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pxz — xz — k)
A+ k

_  ^r  ̂ = ~  m 

i-1
a t

(Xt +  k) -][_r tp 2Xt (2Xt -\~2k — pXi)1

( pXt -kY p 2 r tXt (.Xt +  ̂  )2 — (pXt - k ) 2 (A2 +  ^ ) 2] ： (15)

其中：

r tp 2Xt (2Xt ~\~ 2k — pXl)2 +  (pXl kY -p 2r txt (.xt -\-ky — (_pXt ■ k)2 (X, +  k)2
p 2r tXt (2Xt +  2k —— pXt Xt k) (2Xt +  2k —— pXt ——Xt ——k) +  (pXt ——Xt ——k)2 CpXz 
Xt 一 k Xt k) (_pXt 一 Xt 一 k 一 Xt 一 k) — p 2r tXt (3A2 +  3^ 一 pXt ) (A2 +  k 一 pXt ) 

(pXt 一 Xt 一 k)2 pXt (,pXt 一 2Xt 一 2k) — pXt (A2 +  k 一 pXt ) ̂ p r t (3A2 +

3是—— pXt) —— (pXt ——Xt —— k)(_pXt —— 2Xt —— 2是）]， (16)

以及

p r t (3A2 +  3k — pXi) — (pXt k >̂(_pXt — 2Xt — 2k) — 3Xtp r t +  Zkprt — p 2Xlr l
[/*2A12 — 3(A2 k̂ >pXt +  2(A2 +  ^ )2] —— 3Xtp r t +  Zkprt — p 2Xzr z — p 2X] +

3kpXt ——2X\ ——^Xzk ——2k2 ———2k2 +  ( 3kp r t +  3kpXt ——^Xzk ) +  ZXtp r t —— 
p 2Xtr l — p 2 X\ +  )̂X\p — 2X\ — — 2k2 +  (Zpr  t +  ZpXt — ^Xz)k +  

?>Xtp r t — p 2Xtr t — p 2X2t +  >̂X2tp  一 2A?， 

cupXt iXt k — pXi)
a  +  « 4

2

根据（15)、（16)、（17)式 ，则 D 2 可化简 为 D 2 = [—— 2k2 +  Zpr t +  ZpXt

(17)

i )k +

3Â r , —p 2Xzr z — p 2X] +  3X2tp  ~  2A-] =  乂七H  池 ) ，其中 — 2k2 +  (3p r t
i — \ \Ai 十 k )

>̂pXt — ：̂Xt )k +  ZXtp r t — p 2Xtr t — p 2X2t +  ̂>X2tp  — 2A?，

由于〇< > 0 ，々 > 0 ,则
aipXt (At +  k — pXi)

> 〇•a + « 4

令 0 < ，<  1 固定，将 作 为 参 数 为 & 的 函 数 . 此 时 ，g (々 ，gO开口向下，其判别式 A 为

Z\i —— (?)prt pXt — 4A 2)2 +  ̂>(ZprtXt — p2Xtrt — p2X2t +  ̂>X2tp — 2X2t ) —— 9p2 (rt Xt ) 2 —

2iXzp (,rt +  At) +  16A t2 +  2iprzXz — Sp2X1r1 — ̂ p2X] +  2iXlp — 16A ? =

9p2 (rt -\-Xt Y  +  ̂>p2Xtrt — 8p3X2Z — p2 [9r ,2 +  26A 1r , +  A ?] >  0 ?

则 ，g ) =  0 的两个根分别&
— (Zpr t +  ZpXt — iXi) +  \f ~K\

- 4
h.

— (Zpr t ?)pXz — iXi) —
- 4

且

)

是2 . 因 此 <  0 的解集为{々|  々>  々 2或 <々  &  }.

因此可得到：

( 1 )  当 >  0 时，对任意的0 <々 <  或者  々>  々 2，有 ，> ) <  〇，故 M SE(5(々，>)) < MS£X a (々 ，>));

( 2 )  当 2々 >  〇且 i々 <  〇时，对任意的  々>  々 2，有 <  〇,故 M SE(5(々，> ) ) <  MS£X a (々 ，>));

( 3 )  当 2々 <  〇 时，对任意的  々>  〇，有 ，> ) <  〇，故 MS£X ^(々，> ) ) <  MS£X a (々 ，>)).

证毕.

推 论 2 由 定 理 2 知 ，令 0 <  f  <  1 固 定 ，̂ =  -  (3j>r , +  3队 z  4A,) + 展 ，&  =

一（3fa~, + 3队 [ 4 A,) — 矣 ，其中 A 二 ^^^+邡 ^:+^乂 在 均 方 误 差 准 则 汾 咖 岭 型 主 成 分 估 计 ^以 ，

W 优于几乎无偏Stein岭型主成分估计^々，̂)的充分条件，即M S E G (々 ，p)) > M S E G tt，p ))成立的充分 

条件是：（1)当々！ >〇 时，对任意的夂 < 々 < & ，有 M S E G (々 ，f )) > M SE(^(々，f ));(2)当 2々 > 0 且々：<  

〇时，对任意的〇〈 々〈 2々，有 M SE(5(々 ，> ) )〈 MS£X a (々 ，>)).

3 数值实验

案例数据来自文献[17]中例3. 8. 1 外贸数据分析问题，这组数据存在较为严重的共线性.为此通过岭型
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主成分估计、几乎无偏岭型主成分估计来估计未知参数是必要的.在此，主要考虑不同的々，々 取值对参数估 

计值的影响，并比较岭型主成分估计、几乎无偏岭型主成分估计下的均方误差.根据文献[17]，分别对给定 

是 =0.4，̂分 别 取 0. 1，0.2,0. 3,0.4,0. 5,利用上文中的（4)、（5)、（12)、（13)、（14)式计算得到各估计值以及 

均方误差，具体结果见表1，表 2.

表 1 当 & =  0 . 4 , 户 分 别 取 0 . 1 , 0 . 2 , 0 . 3 , 0 . 4 , 0 . 5 时 参 数 估 计 值 及 均 方 误 差

参数估计值及均方误差 p  =  0. 1 p  =  0. 2 p  =  0. 3 p  =  0. 4 p  =  0. 5

ai - 2 .  269 2 - 2 .  269 2 - 2 .  269 2 - 2 .  269 2 - 2 .  269 2

ai —0. 869 2 —0. 869 2 —0. 869 2 —0. 869 2 —0. 869 2

3.135 0 3.135 0 3.135 0 3. 135 0 3. 135 0

a i ( k i p ) —0. 033 2 — 0.066 4： — 0.099 6 —0. 132 9 - 0 .  166 1

a i ^ k . p ) —0. 083 6 - 0 .  167 1 — 0.250 7 - 0 .  334 3 - 0 .  417 9

0.307 4 0.614 7 0. 922 1 1. 229 4 1. 536 8

a\ (.k-,p) — 0.066 2 —0.132 0 - 0 .  197 4 - 0 .  262 4 —0. 326 9

a i i k ^ p ) —0. 159 1 —0.302 2 —0. 429 1 - 0 .  54 —0. 634 8

办 0 ，A) 0. 584 6 1.108 9 1. 572 9 1. 976 7 2. 320 2

m s e G ) 770.316 770. 316 770.316 770.316 770.316

MSECaCk >,p)) 36. 088 0 34.151 8 30 .288 2 31. 251 9 32. 539 8

MSE(a(k, p ' ) ' ) 34.306 4 31.678 1 29. 766 9 29. 629 3 30. 199 7

表 2 当户 =  0 . 4 时 J 分 别 取 0 . 5 , 0 . 6 , 0 . 7 , 0 . S, 9 时 参 数 估 计 值 及 均 方 误 差

参数估计值及均方误差 k =  0. 9 k =  0. 8 k =  0. 7 k =  0. 6 k =  0. 5

ai - 2 .  269 2 - 2 .  269 2 - 2 .  269 2 - 2 .  269 2 - 2 .  269 2

az —0. 869 2 —0. 869 2 —0. 869 2 —0. 869 2 —0. 869 2

as 3.135 0 3.135 0 3 . 135 0 3. 135 0 3. 135 0

ai  (kip' ) —0. 061 2 —0. 068 6 —0. 078 — 0.090 5 —0. 107 6

a i ( k i p ) —0. 318 9 —0.321 9 —0. 324 9 —0. 328 0 - 0 .  331 1

a 3 ( k , p ) 1.200 0 1.205 8 1 . 211 6 1. 217 5 1. 223 4

a\ (.k-,p) - 0 .  121 7 —0. 136 3 —0. 154 9 - 0 .  179 4 - 0 .  213 1

0.2 (.k-,p) 一0. 520 8 - 0 .  524 6 - 0 .  528 4 一0. 532 2 一0. 536 1

a：i ( k , p ) 1.940 7 1.947 8 1. 954 9 1. 962 2 1. 969 4

m s e G ) 770.316 770. 316 7 7 0 .316 770.316 770.316

MSECaCk >,p)) 31.703 7 31.634 3 3 1 .555 5 31. 465 5 31. 363 0

MSECaCk >,p)) 29. 592 2 29. 540 2 2 9 .493 5 29. 464 4 29. 482 7

从 表 1 中可以看出，々 =  〇. 4,不 管 f 取 0. 1 至 0. 5 中的何值都有MSEG?(々 ，f )) < M SE (̂ (々 ，f )) <  

M S E C ).且 与 M S E G (々 ，f ) )较为接近.

从表 2 中可以看出 ， f  =  0.4,不管々取0.5至 0 . 9中的何值都有M S E G (々 ，f )) < M S E G (々 ，f )) <  

M SE(^).且 M SE(^(々，f ) )与 M SE(5t ，々f ) )较为接近，远小于 M S E C ).

综上所述，在均方误差准则下，给定& =  〇. 4，不管々取0. 1 至 0. 5 中的何值，或者给定p =  0. 4，不管是取

0. 5 至 0. 9 中的何值，几乎无偏 Stem岭型主成分估计结果比最小二乘估计和Stem岭型主成分估计的结果 

要好.几乎无偏Stem岭型主成分估计的均方误差与Stem岭型主成分估计的均方误差比较接近，但远远大 

于最小二乘估计.因此说明当数据存在较为严重的共线性时，利用几乎无偏 Stem岭型主成分估计进行参数 

估计具有实际意义.
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4 结 论

本文首先在 Stem 岭型主成分估计的基础上，运用几乎无偏估计的思想，给出了几乎无偏 S tem 岭型主 

成分估计.然后在均方误差准则下，研究几乎无偏 Stem 岭型主成分估计优于最小二乘估计和 S tem 岭型主 

成分估计的充分条件.最后通过实例证明在々和々的一些特定取值下，几 乎 无 偏 S tem 岭型主成分估计的结 

果较好.
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The Optimal Property of Almost Unbiased Stein Ridge Type Principal 
Component Estimator Under Mean Square Error

Zhu Ninga, Liu Qinghuaa, Zhou Guilana, Nong Yiningb

(a. School of Mathematics and Computing Science；b. School of Life and Environment Science»

Guilin University of Electronic Technology, Guilin 541004»China)

Abstract：We optimize the Stein ridge type principal component estimator by using the mind of almost unbiased estima­
tor , and we get the almost unbiased Stein ridge type principal component estimator. In terms of the mean square error criteri­
on, some sufficient conditions for the almost unbiased stein principal component estimator being better than the least squares 
estimator, the almost unbiased stein principal component estimator being better than the stein principal component estimator are 
given . Through numerical experiments, when  ̂or is given, it proves that the mean square error of the almost unbiased Stein 
ridge type principal component estimator is relatively close the Stein ridge type principal component estimator, and it is greater 
than the least squares estimator.

Keywords ： mean square error； almost unbiased estimator； Stein ridge type principal component estimator； the optimal
property
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