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重尾分布S 下延迟索赔风险过程的精细大偏差

肖鸿民,赵弘宇,王占魁

(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘 要:讨论了一类非经典风险模型(延迟索赔风险模型)的极限性质.假设主索赔额序列和延迟索赔额序列

均是同分布的重尾随机变量序列.在索赔额属于S 族的条件下,利用鞅论得到了损失过程的部分和与随机和的精细

大偏差.
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关于重尾分布的精细大偏差的研究一直以来是保险与金融行业中的研究重点,它有利于保险公司做出

更好的决策及降低在经营过程中的风险.早期关于精细大偏差的研究可见文献[1-2],许多研究只讨论了

{Xn,n⩾1}是独立同分布重尾随机变量的经典风险模型下的精细大偏差,如文献[3-4].在实际生活中索

赔额之间往往不是独立同分布的,会呈现出各种相依关系见文献[5-6],且要求在更大的重尾分布族上,关
于各种重尾分布族及其之间关系见文献[7],因此,引起精细大偏差研究的热潮.文献[8-9]在随机变量为

负相协的条件下得到了部分和的大偏差结果,文献[10]首次将其推广到负相依上,并得到随机变量随机和的

大偏差结果;文献[11]在复合更新风险模型下研究了不同分布随机变量的精细大偏差;文献[12]研究了索赔

额和索赔时间间隔相依时的更新风险模型的精细大偏差,文献[13]在相同的模型下将文献[12]的结论扩展

到了S 族.
延迟索赔风险模型描述了在某种赔付发生一段时间后,由此引发延迟索赔的发生,包括主索赔和延迟索

赔两部分.例如,车祸发生,地震等,都会涉及延迟索赔.当车祸发生时不仅仅要赔付车的损失,而且,如果还

买了第三方保险,担保人可能在随机延迟一段时间后为第三方赔付.地震过后也会随机引发很多疾病的发

生.针对这类更接近现实情况的模型引起了很多学者的研究,如文献[14-17]介绍了延迟索赔风险模型并

给出了一些相应结果.
延迟索赔风险模型具体表达式为:

Rt=u+ct-∑
Nt

i=1
Xi-∑

Nt

i=1
YiI{Ti+Wi⩽t}

,t⩾0, (1)

其中u⩾0表示保险公司的初始资本;c⩾0为保费率;{Nt,t⩾0}为索赔计数过程,Nt=sup{i:Ti⩽t},

t⩾0;{Xi}是第i次主索赔额;{Yi}是第i次主索赔发生后等待Wi 时间的延迟索赔额;Ti=∑
n

k=1θi,其中

Ti 为第i个主索赔发生的时刻;θi(i=1,2,….)为主索赔到达间隔时间;{Wi,i=1,2,…}是第i次延迟索赔

间隔,独立同分布于W.
针对延迟索赔风险模型本文做了一些研究,文献[18]研究了延迟索赔风险模型的破产概率,随后文献

[19]研究了D∩L 下延迟索赔风险模型的精细大偏差,本文使用新的证明方法对文献[19]进行了推广.在延

迟索赔风险过程的精细大偏差研究中,不但将分布族推广到了一个更加重要的S 族上,而且索赔额随机变

量与索赔到达时间间隔随机变量之间有某一确定的相依结构,运用鞅论证明得到了损失过程的部分和及随
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机和的精细大偏差.

1 预备知识

若非负随机变量X 不存在任何指数阶矩,即对于任意的t⩾0都有EetX =∞,则称它或相应的分布F为

重尾分布.下面介绍几个重要的重尾分布族.

定义1 (1)称F ∈L,如果对任意y⩾0,lim
x→∞

􀭺F(x+y)
􀭺F(x)

=1.

(2)称F ∈S,如果对任意n⩾2(或等价地说,n=2),lim
x→∞

􀭺F*n(x)
􀭺F(x)

=n.这里F*n 是F 的n重卷积.关于

重尾分布族L 与S 有S∈Ł,且当F ∈S 满足时有下式成立见文献[6],

lim
x→∞

P(X1+X2+…+Xn >x)
P(max{X1,…,Xn}>x) =1. (2)

  (3)称F ∈C,分布F 满足lim
y→1
lim
x→∞
inf
􀭺F(xy)
􀭺F(x)

=1,或等价地lim
y→1
lim
x→∞
sup
􀭺F(xy)
􀭺F(x)

=1.

根据重尾分布族之间的关系,有C ⊂L ∩D ⊂S⊂L.
引理1[20] 假设{Nt,t⩾0}是强度为λ的齐次Poisson过程,给定Nt=n,则n个到达时间T1,T2,…,

Tn 与n个在(0,t)上服从均匀分布的独立同分布随机变量的次序统计量U(1),U(2),…,U(n)具有相同的分布.

引理2[21] 对于计数过程Nt,假设E[θ]=
1
λ < ∞.则对于任意p⩾1,有E[Nt]p ~ (λt)p,t→ ∞.

引理3 对于随机变量序列YiI{Ti+Wi⩽t}
,设其共同分布函数为J(x),则有􀭺J(x)=β(t)􀭺G(x).如果G∈

S,则J∈S.
证明 因为􀭺J(x)=P(YiI{Ti+Wi⩽t}

>x)=P(I{T1+W1⩽t}
=1)P(Y1 >x)=β(t)􀭺G(x),故􀭺J(x)=

β(t)􀭺G(x).下证J∈S.

由G ∈S,有J*n(x)
􀭺J

=β(t)G
*n(x)

β(t)􀭺G(x)
=n.证毕.

引理4[7,22] 设 {Xi,i⩾1}和{Yi,i⩾1}是两个非负独立随机变量,各自的分布函数为F,G.若G∈S且

􀭺G(x)=o(􀭺F(x)),则{Xi+Yi}的分布函数也属于S,且有P(X1+Y2>x)~P(X1>x)+P(Y2>x).
由引理3、引理4可得非负随机变量序列 {Hi,i⩾1}的分布函数属于S 族,且P(Hi>x)~􀭺F(x)+

β(t)􀭽G(x),这里 Hi=Xi+YiI{Ti+Wi⩽t}
.

2 主要结论及其证明

下面给出本文的假设条件:
(a)索赔过程 {Nt,t⩾0}是强度为λ的齐次Poisson过程,即λt=E(Nt).
(b)随机向量(Xi,θi),i=1,2,…,独立同分布于(X,θ),X 的边缘分布为F(x),且F∈S,均值为μ1<

∞.θ的边缘分布为B(x),X 与θ之间具有某种确定的相依结构.
(c)延迟索赔额 {Yi,i⩾1}是非负同分布于Y,分布函数为G(x),且G ∈S,均值为μ2 < ∞.
(d)序列 {Xi,i⩾1},{Yi,i⩾1},{Wi,i=1,2,…}两两间相互独立.

定理1 在延迟索赔风险模型(1)中.若假设(a)~(d)成立,且满足􀭺G(x)=o(􀭺F(x)),则对任意给定的

常数γ>0,当x⩾γn时,一致地有P(Sn -n(μ1+β(t)μ2)>x)~n(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)),x→ ∞.Sn =

∑
n

i=1
Xi+YiI{Ti+Wi⩽t}

=∑
n

i=1
Hi.

证明 由F ∈S,G ∈S 及引理3和引理4可知,欲证定理1,由(2)式只需证下式
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P{max
k⩽n
[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}~n(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)).

即证

lim
n→∞
infinf

x⩾γn
P{max

k⩽n
[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}⩽n(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)), (3)

lim
n→∞
supsup

x⩾γn
P{max

k⩽n
[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}⩾n(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)). (4)

  (3)式的证明,定义ξk =I{Hk-(μ1+β(t)μ2)>x}
,I{maxk⩽n[Hk-(μ1+β(t)μ2)]>x}

⩽∑
n

k=1
ξk.对上式两边求数学期望得

P{max
k⩽n
[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}⩽nP[Hk -(μ1+β(t)μ2)>x],

由P[Hk -(μ1+β(t)μ2)>x]~P(Hk >x)(S⊂L 和L 族的定义)可得

P{max
k⩽n
[Hk -(μ1+β(t)μ2)>x]}⩽n(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)).

(3)式得证,下证(4)式.
即证P{max

k⩽n
[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}⩾n(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)).由

I{maxk⩽n[Hk-(μ1+β(t)μ2)]>x}
⩾∑

n

k=1
ξk - ∑

1⩽j<k⩽n
ξjξk =I1-I2 (5)

成立.
记Ln ≡ ∑

1⩽j<k⩽n
ξj(ξk -Eξk),n=1,2,… 是一个鞅,故ELn =EL1=0,即E(∑

1⩽j<k⩽n
ξj(ξk -Eξk))=0.

因此EI2=E(∑
1⩽j<k⩽n

ξjξk)=EξE(∑
1⩽j<k⩽n

ξj)=EξE(∑
n-1

j=1
ξj(n-j)).由E(∑

n-1

j=1
ξj(n-j))=E[ξ1(n-1)+

ξ2(n-2)+…+2ξn-2+ξn-1]=
n2

-n
2 Eξ,从而

EI2=E(∑
1⩽j<k⩽n

ξjξk)=
n2

-n
2

(Eξ)2 ⩽
1
2n

2(Eξ)2=

1
2n

2[(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x))]2=o[(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x))].

  对(5)式两边取期望得P{max
k⩽n
[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}⩾n(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)),即(4)式得证.从

而得P{max
k⩽n
[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}~n(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)),定理1证毕.

定理2 在延迟索赔风险模型(1)中.若假设(a)~(d)成立,且满足􀭺G(x)=o(􀭺F(x)),则对任意给定的

常数γ>0,当x⩾γt时,一致地有P(S*
t -λt(μ1+β(t)μ2)>x)~λt(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)).t,x→∞.S*

t =

∑
N*t

i=1
Xi+YiI{Ti+Wi⩽t}

=∑
N*t

i=1
Hi.N*

t =inf{i:Ti ⩾t},这里N*
t 是一个停时.

证明 同理,欲证定理2,只需证P{max
k⩽N*t

[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}~λt(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)).即证

lim
t→∞
infinf

x⩾γt
P{max

k⩽N*t
[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}⩽λt(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)), (6)

lim
t→∞
supsup

x⩾γt
P{max

k⩽N*t
[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}⩾λt(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)). (7)

  (6)式的证明,同样定义ξk =I{Hk-(μ1+β(t)μ2)>x}
,I{max

k⩽N*t
[Hk-(μ1+β(t)μ2)]>x}

⩽∑
N*t

k=1
ξk.

由 Wald方程,P{max
k⩽N*t

[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}⩽E(N*
t )P[Hk -(μ1+β(t)μ2)>x].

由引理2和P[Hk -(μ1+β(t)μ2)>x]~P(Hk >x)(由S⊂L 和L 族的定义)同理可得下式

P{max
k⩽N*t

[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}⩽λt(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)),

从而(6)式得证.
下证(7)式,即证P{max

k⩽N*t
[Hk -(μ1+β(t)μ2)]>x}⩾λt(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)).同样由

I{maxk⩽N*t
[Hk-(μ1+β(t)μ2)]>x}}

⩾∑
N*t

k=1
ξk - ∑

1⩽j<k⩽N*t

ξjξk =I1-I2 (8)
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成立.

由Ln ≡ ∑
1⩽j<k⩽n

ξj(ξk -Eξk),n =1,2,… 是一个鞅.根据 Doob's停时规则 ELN*t
=EL1 =0,即

E( ∑
1⩽j<k⩽N*t

ξj(ξk -Eξk))=0.因此EI2=E( ∑
1⩽j<k⩽N*t

ξjξk)=EξE( ∑
1⩽j<k⩽N*t

ξj)=EξE(∑
N*t -1

j=1
ξj(N*

t -j)).

记Mn =∑
n

j=1
ξj.则有∑

N*t -1

j=1
ξj(N*

t -j)=∑
N*t -1

n=1
Mn,因此

E(∑
N*t -1

j=1
ξj(N*

t -j))=E(∑
N*t -1

n=1
Mn)=∑

∞

n=1
E(MnI{N*t ⩾n+1}

)=∑
∞

n=1
E(MnI{Tn+1⩽t}

). (9)

  对于每个n,

E(MnI{Tn+1⩽t}
)=∑

n

j=1
E(ξjI{Tn+1⩽t}

)⩽∑
n

j=1
E(ξjI{∑n+1

k≠jθk⩽t}
)=

∑
n

j=1
EξP{∑

n

k=1
θk ⩽t}=nEξP{N*

t ⩾n}. (10)

通过(9)式和(10)式,∃c>0使得

E(∑
N*t -1

j=1
ξj(N*

t -j)⩽Eξ∑
∞

n=1
nP{N*

t ⩾n}⩽cEξcE(N*
t )2,

结合引理2,有

EI2=E( ∑
1⩽j<k⩽N*t

ξjξk)⩽c(Eξ)2E(N*
t )2 ⩽c[λt(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x))]2=o[(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x))].

类似于定理1的处理方法,对(8)式取期望可得到需要证的结果

P(S*
t -λt(μ1+β(t)μ2)>x)~λt(􀭺F(x)+β(t)􀭺G(x)),t→ ∞,

定理2证毕.

3 结 语

本文在重尾分布族S 下,假设主索赔额序列和延迟索赔额序列均是同分布的重尾随机变量序列,且索

赔额随机变量与索赔到达时间间隔随机变量之间有某一确定的相依结构,讨论了一类非经典风险模型(延迟

索赔风险模型),利用鞅论得到了与已有研究结果一致的部分和与随机和的精细大偏差表达式.该模型可以

应用于此类实际问题中:如交通事故、地震等,当交通事故发生时不仅仅要赔付车的损失,而且,如果还买了

第三方保险,担保人可能在随机延迟一段时间后为第三方赔付.地震过后可能随机延迟一段时间也会引发很

多疾病的发生,并产生相应的赔付.
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Thepreciselargedeviationsforadelayed-claimsrisk
processofheavy-tailedvariablesinS

XiaoHongmin,ZhaoHongyu,WangZhankui

(CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:Thispaperdiscussesthelimitpropertiesofaclassofnon-classicalriskmodelsthatiscalledasdelayed-claim
riskmodels.Itisassumedthatboththemainclaimamountsequenceandthedelayed-claimamountsequenceareidenticallydis-
tributedheavy-tailedrandomvariablesequences.UndertheconditionthattheclaimdistrutionbelongstoSclass,theprecise
largedeviationbetweenthepartialsumandtherandomsumofthetheprospective-lossprocessisobtainedbyusingmartingale
theory.

Keywords:delayed-claims;Sclass;stoppingtime;preciselargedeviations
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