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二维随机Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程的
中偏差原理
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摘 要:有界区域上带乘性噪声的随机Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程是描述等温不可压缩二元流体运动

的一类重要数学模型.由于乘性噪声的扰动,使得对方程解的研究变得复杂.通过构建新的近似系统和运用经典的弱

收敛方法,证明了该系统的中偏差原理.
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物理学中,Cahn-Hilliard-Navier-Stokes系统由描述二元物质相分离行为的Cahn-Hilliard方程和描述

单层不可压缩流体运动的Navier-Stokes方程耦合而成[1].该耦合系统是材料工程学和流体力学中一类重要

的界面扩散模型,描述了两个不混溶和不可压缩流体的等温混合物相分离的行为以及分离界面的演化过程,
在合金淬火时的旋节分解和粗化,液滴的形成和碰撞,晶体生长中的热毛细管流以及蒸汽的冷凝成核等现象

中被广泛应用[2].
本文考虑光滑有界区域D⊂R2 上带乘性噪声的二维随机不可压缩Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程

duε -(△uε -(uε·∇)uε -∇π+με∇ϕε)dt=εσ(t,uε,ϕε)dW1,

dϕε +(uε·∇)ϕεdt-△μεdt=εg(t,ϕε)dW2,

με =-△ϕε +(ϕε)3-ϕε,

∇·uε =0,

uε|∂D =0,ϕε|∂D =
∂ϕε

∂n|∂D =
∂△ϕε

∂n |∂D =0,

uε(0,x)=u0(x),ϕε(0,x)=ϕ0(x),

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(1)

其中uε ∈R2 为流体的速度,π为压力,ϕε 为相参数,με 是二元混合物的化学势,W1 和W2 是 Wiener过程,

n 是∂D 上的外法向量.
Cahn-Hilliard-Navier-Stokes(CH-NS)系统由Hohenberg和Halperin提出并用于描述二元流体混合物

的运动.GAL等[3]研究了二维CH-NS系统的渐近行为.QIU[4]讨论了二维随机CH-NS系统的不变测度的

存在性.MEDJO[5]证明了二维随机CH-NS系统解的存在唯一性.QIU等[6]基于 MEDJO的研究,进一步建

立了二维随机CH-NS系统的大偏差原理.
大偏差和中心极限定理是统计学中重要的渐近性质,利用偏差尺度描述了系统解的渐近行为,在偏微分

方程领域中得到了深入的研究[7-8].除此之外,中偏差也是描述系统解的渐近行为的重要工具.中偏差是介于

大偏差和中心极限定理之间的一种估计(中偏差定义见本文定义2),可以提供更精细的偏差估计.进一步,中
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偏差给出收敛速度的估计和构造有效的置信区间,从而提高渐近行为的精度.由于乘性噪声的扰动,使得通

常的指数逼近方法对系统的中偏差原理的研究变得复杂.WANG等[9]通过构建新的近似系统和运用弱收敛

方法,建立了带乘性噪声的二维随机Navier-Stokes方程的中偏差原理.BELFADLI等[10]证明了随机Bur-
gers方程的中偏差原理.LI等[11]运用弱收敛方法证明了时空白噪声驱动的随机Cahn-Hilliard方程的中偏

差原理.本文通过建立新的近似系统和运用弱收敛方法,证明了方程(1)的中偏差原理.

1 预备知识

1.1 空间和算子设置

设D 是R2中带光滑边界的有界区域.令L2(D)为平方可积函数空间,其范数和内积分别为‖·‖L2 和

(·,·),空间 H2(D)和H1
0(D)分别为通常的Sobolev空间W2,2(D)和W1,2

0 (D),且空间C(D)和C∞
c (D)

分别 为 连 续 函 数 空 间 和 具 有 紧 支 集 的 无 穷 次 可 微 的 连 续 函 数 空 间.定 义 空 间 H1 ∶=

{u∈C∞
c (D)|∇·u=0,x ∈D}

(L2(D))2
和V1∶={u∈C∞

c (D)|∇·u=0,x ∈D}
(H10(D))

2

,其范数分别

为 ‖·‖H1
和 ‖·‖V1.

令算子A0 和A1 分别为A0u∶=-PΔu,u∈D(A0)=H2(D)∩V1 和A1ϕ∶=-Δϕ,ϕ∈D(A1)=

H2(D),其中 P 是从L2(D)到 H1 的 Leray-Helmholtz投影.记 H2∶=D(A
1
2
0),V2∶=D(A0),H3∶=

D(A
1
2
1),V3∶=D(A1),H4∶=D(A

3
2
1),且空间H2,V2,H3,V3 和H4 的范数分别为 ‖·‖H2

,‖A0·‖L2,

‖·‖H3
,‖A1·‖L2 和‖·‖H4.设(B0,B1,B2)为从空间(V1×V1,V3×V3,V1×V3)到(L2(D),L2(D),

L2(D))的非线性算子且满足(B0(u,v),w)=∫D
(u·∇v)·wdx,(B1(μ,ϕ),w)=∫D

μ(∇ϕ·w)dx,

(B2(u,ϕ),ρ)=∫D
(u·∇ϕ)·ρdx,其中B0(u,v)=Pu·∇v,B1(μ,ϕ)=Pμ∇ϕ,B2(u,ϕ)=u·∇ϕ.

设W1 和W2 是取值于Hilbert空间H 的 Wiener过程,且 Wiener过程W1 和W2 分别具有正对称迹算

子Q1 和Q2.记Q∶=(Q1,Q2).令H0∶=Q
1
2H,则H0 是Hilbert空间,且范数为 ‖·‖20.令L2(H0;H)为

线性算子S 的空间,其范数为 ‖S‖2L2(H0;H)∶=tr(SQS
*),其中S* 是S 的伴随算子.

1.2 基本定义

设 (Ω,F,P)为概率空间,{Ft}0⩽t⩽T ⊂F是它的σ-代数流.令E为Polish空间,B(E)是它的Borelσ-域.

假设A为 H0 值{Ft}-可料过程h 的集合,且满足∫
T

0
‖h‖20dt⩽ ∞,a.s..任给M >0,定义

SM∶={h∈L2([0,T];H0)|∫
T

0
‖h‖20dt⩽M}和AM∶={h∈A|h(ω)∈SM,a.s.},

其中SM 是弱拓扑下的Polish空间.
定义1 假设I为E上的速率函数,即对任意的M < ∞,水平集{x∈E|I(x)⩽M}是E的紧子集.一

族E值随机变量{Oε}ε>0 在空间E上满足具有速率函数I的大偏差原理,若满足条件

(i)大偏差上界:对于E的任何闭子集Ξ1,有limsup
ε→0

εlgP(Oε ∈Ξ1)⩽-inf
x∈Ξ1

I(x);

(ii)大偏差下界:对于E的任何开子集Ξ2,有liminf
ε→0

εlgP(Oε ∈Ξ2)⩾-inf
x∈Ξ2

I(x).

令f(ϕε)∶=(ϕε)3-ϕε,则方程(1)可转化为

duε +A0uεdt+B0(uε,uε)dt-B1(A1ϕε,ϕε)dt=εPσ(t,uε,ϕε)dW1,

dϕε +A1μεdt+B2(uε,ϕε)dt=εg(t,ϕε)dW2,

με =A1ϕε +f(ϕε),

uε(0,x)=u0,ϕε(0,x)=ϕ0,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(2)

其中B1(A1ϕε,ϕε)=B1(με,ϕε).
根据文献[6]得,当ε→0时,方程(2)的解(uε,ϕε)逼近下述方程的解(u0,ϕ0),
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du0+A0u0dt+B0(u0,u0)dt-B1(A1ϕ0,ϕ0)dt=0,

dϕ0+A1μ0dt+B2(u0,ϕ0)dt=0,

μ0=A1ϕ0+f(ϕ0),

u0(0,x)=u0,ϕ0(0,x)=ϕ0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(3)

  定义2 假设 (uε,ϕε)和(u0,ϕ0)分别为方程(2)和(3)的解,若(u
ε -u0

ελ(ε)
,ϕ

ε -ϕ
0

ελ(ε)
)在空间C([0,T];

H1×H3)∩L2([0,T];V1×V3)中满足大偏差原理,且偏差尺度λ(ε)取值于大偏差尺度(λ(ε)=
1
ε
)和

中心极限定理尺度(λ(ε)=1)之间,即当ε→0时,偏差尺度λ(ε)满足λ(ε)→+∞ 和 ελ(ε)→0,则称此

类特殊的大偏差原理为(uε,ϕε)的中偏差原理.
1.3 相关引理

引理1[12] 令可测函数Γε:C([0,T];H)→E,如果存在一个可测函数Γ0:C([0,T];H)→E,使得对任

意的M >0有(i)若当ε→0时,集合{hε∈AM,ε>0}依分布收敛到h∈SM,有Γε(W(·)+
1
ε∫

·

0
hε(s)ds)

依分布收敛到Γ0(∫
·

0
h(s)ds);(ii)集合{Γ0(∫

·

0
h(s)ds),h∈SM}是空间E中的紧集,则称Γε(W(·))ε>0在空

间E中 满 足 具 有 速 率 函 数 I 的 大 偏 差 原 理,其 中 速 率 函 数 I(g)= inf
{h∈L2([0,T];H0)|g=Γ0(∫

·

0
h(s)ds)}

{1
2

∫
T

0
‖h(s)‖20ds},g∈E.特别地,记inf{⌀}∶=∞.

引理2[6] 存在正常数c使得非线性算子B0,B1,B2 满足

‖B0(u,v)‖L2 ⩽c‖u‖
1
2
H1‖u‖

1
2
V1‖v‖

1
2
H2‖A0v‖

1
2
L2,u∈V1,v∈V2,

‖B1(A1ϕ,ρ)‖L2 ⩽c‖ρ‖
1
2
H3‖A1ρ‖

1
2
L2‖A1ϕ‖

1
2
L2‖ϕ‖

1
2
H4
,ρ∈V3,ϕ∈H4,

‖B2(u,ϕ)‖L2 ⩽c‖u‖
1
2
H1‖u‖

1
2
V1‖ϕ‖

1
2
H3‖A1ϕ‖

1
2
L2,u∈V1,ϕ∈V3.

  假设1 对于方程(2),假设存在正常数K1 和K2 使得对任意的t∈ [0,T],函数σ 和g 满足

(i)σ∈C([0,T]×V1×V3;L2(H0;H1)),g∈C([0,T]×V3;L2(H0;H3));

(ii)‖σ(t,u,ϕ)‖
2
L2(H0;H1)⩽K2(1+‖u‖2H1 +‖ϕ‖

2
H3
),u∈H1,ϕ∈H3;

(iii)‖σ(t,u1,ϕ1)-σ(t,u2,ϕ2)‖2L2(H0;H1)⩽K1(‖u1-u2‖2H1+‖ϕ1-ϕ2‖2H3),u1,u2∈H1,ϕ1,

ϕ2 ∈H3;

(iv)‖g(t,ϕ)‖
2
L2(H0;H3)⩽K2(1+‖ϕ‖

2
H3
),ϕ∈H3;

(v)‖g(t,ϕ1)-g(t,ϕ2)‖2L2(H0;H3)⩽K1‖ϕ1-ϕ2‖2H3,ϕ1,ϕ2 ∈H3.
本文除特别说明外,C是与参数ε无关的正常数,且常数C的值有所不同.记1Υ 为属于Υ的有界闭集,Υc

为Υ 的补集.

2 近似系统

令 (Zε,Yε)∶=(
uε -u0

ελ(ε)
,ϕ

ε -ϕ
0

ελ(ε)
)和Xε∶=μ

ε -μ
0

ελ(ε)
,由方程(2)和(3)得:

dZε +A0Zεdt+B0(Zε,uε)dt+B0(u0,Zε)dt=B1(A1Yε,ϕε)dt+B1(A1ϕ0,Yε)dt+
λ-1(ε)Pσ(t,uε,ϕε)dW1,

dYε +A1Xεdt+B2(Zε,ϕε)dt+B2(u0,Yε)dt=λ-1(ε)g(t,ϕε)dW2,

Xε =A1Yε +
1

ελ(ε)
(f(ϕε)-f(ϕ0)),

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(4)
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带初值Zε(0)=0,Yε(0)=0.显然方程(4)存在唯一的解(Zε,Yε).令(Zε,Yε)∶=Gε(W(·)),其中Gε 是从空

间C([0,T];H)到C([0,T];H1×H3)∩L2([0,T];V1×V3)的Borel可测函数.
给定ε0 ∈ (0,1],对任意的{hε}ε∈[0,ε0]⊂AM,考虑随机控制方程

dZε +A0Zεdt+B0(Zε,uε)dt+B0(u0,Zε)dt=B1(A1Yε,ϕε)dt+B1(A1ϕ0,Yε)dt+
λ-1(ε)Pσ(t,uε,ϕε)dW1+Pσ(t,uε,ϕε)hεdt,

dYε +A1Xεdt+B2(Zε,ϕε)dt+B2(u0,Yε)dt=λ-1(ε)g(t,ϕε)dW2+g(t,ϕε)hεdt,

Xε =A1Yε +
1

ελ(ε)
(f(ϕε)-f(ϕ0)),

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(5)

带初值Zε(0)=0,Yε(0)=0.根据文献[6],用Galerkin方法,易知方程(5)在空间L2(Ω;C([0,T];H1×

H3))∩L2(Ω×[0,T];V1×V3)中存在唯一的解(Zε,Yε).进而(Zε,Yε)=Gε(W(·)+λ(ε)∫
·

0
hε(s)ds).

任给s∈ [kT2-n,(k+1)T2-n),令sn∶=kT2-n 和sn∶=(k+1)T2-n,其中k=2n -1(整数n⩾0).对
任意的t∈ [0,T],N >0,令

GN(t)∶={sup
s∈[0,t]

(‖Zε‖2H1 +‖Yε‖2H3)+∫
t

0
‖Zε‖2V1 +‖A1Yε‖2L2 +‖Yε‖2H4ds⩽N}∩

{sup
s∈[0,t]

(‖uε‖2H1 +‖ϕε‖2H3)+∫
t

0
‖uε‖2V1 +‖A1ϕε‖2L2 +‖ϕε‖2H4ds⩽N}.

  引理3 任给ε0 >0,若函数σ 和g 满足假设1,则对任意的hε ∈AM,ε∈ [0,ε0],有

E(1GN(T)∫
T

0
‖Zε(s)-Zε(sn)‖2H1 +‖Yε(s)-Yε(sn)‖2H3ds)⩽C2-n,

E(1GN(T)∫
T

0
‖uε(s)-uε(sn)‖2H1 +‖ϕε(s)-ϕε(sn)‖2H3ds)⩽C2-n.

  证明 根据文献[13],利用Itô公式和Fubini定理易证上述结论.
任给h∈AM,考虑确定性控制方程

dZh +A0Zhdt+B0(Zh,u0)dt+B0(u0,Zh)dt=B1(A1Yh,ϕ0)dt+B1(A1ϕ0,Yh)dt+
Pσ(t,u0,ϕ0)hdt,

dYh +A1Xhdt+B2(Zh,ϕ0)dt+B2(u0,Yh)dt=g(t,ϕ0)hdt,

Xh =A1Yh,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(6)

带初值Zh(0)=0,Yh(0)=0.根据文献[6],用Galerkin方法,易知方程(6)在空间C([0,T];H1×H3)∩
L2([0,T];V1×V3)中存在唯一的解(Zh,Yh).进而类似文献[14]中定理3.1的证明,易得(Zh,Yh)=

G0(∫
·

0
h(s)ds),其中G0 是从空间C([0,T];H)到C([0,T];H1×H3)∩L2([0,T];V1×V3)的可测函数.

对任意的t∈ [0,T],N >0,令

ĜN(t)∶={sups∈[0,t]
(‖Zh‖2H1 +‖Yh‖2H3)⩽N}∩ {∫

t

0
‖Zh‖2V1 +‖A1Yh‖2L2ds⩽N}∩

{sup
s∈[0,t]

(‖u0‖H1
2+‖ϕ0‖2H3)⩽N}∩ {∫

t

0
‖u0‖2V1 +‖A1ϕ0‖2L2ds⩽N},

Gε
N(t)∶=̂GN(t)∩ {sup

s∈[0,t]
(‖Zε‖2H1 +‖Yε‖2H3)⩽N}∩ {∫

t

0
‖Zε‖2V1 +‖A1Yε‖2L2ds⩽N}∩

{sup
s∈[0,t]

(‖uε‖2H1 +‖ϕε‖2H3)⩽N}∩ {∫
t

0
‖uε‖2V1 +‖A1ϕε‖2L2ds⩽N}.

  引理4 任给ε0 >0,当N → ∞ 时,有sup
0⩽ε⩽ε0

sup
h,hε∈AM

P(Gε
N(t)c)→0.

证明 根据文献[13],利用 Markov不等式易证上述结论.
引理5 假设 (uε,ϕε)和(u0,ϕ0)分别为方程(2)和(3)的解,则存在正常数ε0 使得对任意的0<ε⩽

ε0,有E(1Gε
N(T)
(sup
t∈[0,T]

(‖uε -u0‖2H1 +‖ϕε -ϕ0‖
2
H3
)+∫

T

0
‖uε -u0‖2V1 +‖A1(ϕε -ϕ0)‖

2
L2dt))⩽Cε.
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证明 令u∶=uε-u0,ϕ∶=ϕε-ϕ0 且μ∶=με-μ0.分别对‖u‖2H1 和‖ϕ‖
2
H3

运用Itô公式,且对等

式μ=A1ϕ+f(ϕε)-f(ϕ0)两边分别用A1μ-A1ϕ 作内积,可得:

E(1Gε
N(T)
(sup
0⩽t⩽T

(‖u‖2H1 +‖ϕ‖
2
H3
)+2∫

T

0
‖u‖2V1 +‖A1ϕ‖

2
L2 +‖μ‖

2
H3dt))⩽

2E(1Gε
N(T)∫

T

0
|(B0(u,uε),u)|dt)+4E(1Gε

N(T)∫
T

0
|(B1(A1ϕ,ϕε),u)|dt)+

2E(1Gε
N(T)∫

T

0
|(A1ϕ,μ)|dt)+2E(1Gε

N(T)∫
T

0
|(A1μ-A1ϕ,f(ϕε)-f(ϕ0))|dt)+

2E(1Gε
N(T)∫

T

0
|(B2(u0,ϕ),A1ϕ)|dt)+εE(1Gε

N(T)∫
T

0
‖σ(t,uε,ϕε)‖2L2(H0;H1)dt)+

εE(1Gε
N(T)∫

T

0
‖g(t,ϕε)‖2L2(H0;H3)dt)+2E(1Gε

N(T)∫
T

0
|(B1(A1ϕ0,ϕ),u)|dt)+

2εE(1Gε
N(T)sup0⩽t⩽T

|∫
t

0
(σ(s,uε,ϕε)dW1,u)|)+2εE(1Gε

N(T)sup0⩽t⩽T
|∫

t

0
(∇(g(s,ϕε)dW2),∇ϕ)|)∶=

I1+I2+·s+I10.
由引理2和假设1得:

I1 ⩽CE(1Gε
N(T)∫

T

0
‖u‖2V1 +‖uε‖2V1‖u‖

2
H1dt),

I2 ⩽CE(1Gε
N(T)∫

T

0
‖u‖2V1 +‖A1ϕ‖

2
L2 +‖u‖2H1‖ϕ

ε‖2H3‖A1ϕε‖2L2dt),

I3 ⩽CE(1Gε
N(T)∫

T

0
‖A1ϕ‖

2
L2 +‖μ‖

2
H3dt),

I4 ⩽CE(1GεN(T)∫
T

0
(1+‖ϕε‖2H3 ∨‖ϕ

0‖2H3 +‖ϕ
ε‖6H3 ∨‖ϕ

0‖6H3)‖ϕ‖
2
H3 +‖A1ϕ‖

2
L2 +‖μ‖

2
H3dt),

I5 ⩽CE(1Gε
N(T)∫

T

0
‖u0‖2H1‖u

0‖2V1‖ϕ‖
2
H3 +‖A1ϕ‖

2
L2dt),

I6 ⩽CεE(1Gε
N(T)∫

T

0
(1+‖uε‖2H1 +‖ϕε‖2H3)dt),I7 ⩽CεE(1Gε

N(T)∫
T

0
(1+‖ϕε‖2H3)dt),

I8 ⩽CE(1Gε
N(T)∫

T

0
‖u‖2V1 +‖A1ϕ‖

2
L2 +(‖u‖2H1 +‖ϕ‖

2
H3
)‖A1ϕ0‖2L2dt).

用Burkholder-Davis-Gundy不等式得:

I9 ⩽CE(1Gε
N(T)sup0⩽t⩽T

‖u‖2H1)+CεE(1Gε
N(T)∫

T

0
(1+‖uε‖2H1 +‖ϕε‖2H3)dt),

I10 ⩽CE(1Gε
N(T)sup0⩽t⩽T

‖ϕ‖
2
H3
)+CεE(1Gε

N(T)∫
T

0
(1+‖ϕε‖2H3)dt).

  因此,可得:

E(1Gε
N(T)
(sup
0⩽t⩽T

(‖u‖2H1 +‖ϕ‖
2
H3
)+∫

T

0
‖u‖2V1 +‖A1ϕ‖

2
L2dt))⩽CE∫

T

0
1Gε

N(t)
(1+‖uε‖2V1 +

‖ϕε‖2H3‖A1ϕε‖2L2 +‖A1ϕ0‖2L2 +‖u0‖2H1‖u
0‖2V1 +‖ϕε‖2H3 ∨ ‖ϕ

0‖2H3 +‖ϕε‖6H3 ∨

‖ϕ0‖6H3)sup0⩽s⩽t
(‖u‖2H1 +‖ϕ‖

2
H3
)dt+CεE(∫

T

0
1Gε

N(t)
(1+‖uε‖2H1 +‖ϕε‖2H3)dt).

进一步,根据Gronwall不等式和Gε
N(t)的定义得:

E(1Gε
N(T)
(sup
0⩽t⩽T

(‖u‖2H1 +‖ϕ‖
2
H3
)+∫

T

0
‖u‖2V1 +‖A1ϕ‖

2
L2dt))⩽

eCεE(∫
T

0
1Gε

N(t)
(1+‖uε‖2H1 +‖ϕε‖2H3)dt)⩽Cε.

  证毕.
引理6 给定N >0,对任意的h,hε ∈AM,若hε 在空间L2([0,T];H0)中弱收敛到h,则

lim
ε→0

E(1Gε
N(T)
(sup
t∈[0,T]

(‖Zε -Zh‖2H1 +‖Yε -Yh‖2H3)+∫
T

0
‖A1(Yε -Yh)‖2L2 +‖Zε -Zh‖2V1dt))=0.
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  证明 令 (Z1,Y1)∶=(Zε-Zh,Yε-Yh)且X1∶=Xε-Xh.分别对‖Z1‖2H1 和‖Y1‖2H3 运用Itô公式,

且对等式X1=A1Y1+
1

ελ(ε)
(f(ϕε)-f(ϕ0))两边分别用A1X1-A1Y1 作内积,类似引理5的证明方法

可得:

E(1Gε
N(T)
(sup
0⩽t⩽T

(‖Z1‖2H1 +‖Y1‖2H3)+∫
T

0
‖Z1‖2V1 +‖A1Y1‖2L2dt))⩽CE∫

T

0
1Gε

N(t)
(1+‖uε‖2V1 +

‖A1Yh‖2L2 +‖ϕε‖2H3‖A1ϕε‖2L2 +‖A1ϕ0‖2L2 +‖u0‖2H1‖u
0‖2V1)·sup0⩽s⩽t

(‖Z1‖2H1 +

‖Y1‖2H3)dt+CE(1Gε
N(T) supt∈[0,T]∫

t

0
(σ(s,u0,ϕ0)(hε -h),Z1)ds)+CE(1Gε

N(T)
·

sup
t∈[0,T]∫

t

0
(∇(g(s,ϕ0)(hε -h)),∇Y1)ds)+C(ε+λ-1(ε)+λ-2(ε)).

进一步,由Gronwall不等式和Gε
N(t)的定义得:

E(1Gε
N(T)
(sup
t∈[0,T]

(‖Z1‖2H1 +‖Y1‖2H3)+∫
T

0
‖Z1‖2V1 +‖A1Y1‖2L2dt))⩽eC(ε+λ-1(ε)+λ-2(ε))+

eCE(1Gε
N(T) supt∈[0,T]∫

t

0
(σ(s,u0,ϕ0)(hε -h),Z1)ds)+eCE(1Gε

N(T) supt∈[0,T]∫
t

0
(∇(g(s,ϕ0)(hε -

h)),∇Y1)ds)∶=J1+J2+J3.

  任给s∈ [kT2-n,(k+1)T2-n),令sn∶=kT2-n 和sn∶=(k+1)T2-n,有J2 ⩽C∑
4

i=1
EJ2i,其中k=

2n -1(整数n⩾0)且

J21∶=1Gε
N(T) supt∈[0,T]

|∫
t

0
(σ(s,u0(s),ϕ0(s))(hε(s)-h(s)),Z1(s)-Z1(sn))ds|,        

J22∶=1Gε
N(T) supt∈[0,T]

|∫
t

0
((σ(s,u0(s),ϕ0(s))-σ(sn,u0(sn),ϕ0(sn)))(hε(s)-h(s)),Z1(sn))ds|,

J23∶=1Gε
N(T) supk∈[1,2n]

sup
t∈[sn,sn]

|(σ(sn,u0(sn),ϕ0(sn))∫
t

sn
hε(s)-h(s)ds,Z1(sn))|,

J24∶=1Gε
N(T)∑

2n

k=1
|(σ(sn,u0(sn),ϕ0(sn))∫

sn

sn
hε(s)-h(s)ds,Z1(sn))|.

由假设1和引理3得

EJ21⩽ K2E(1GεN(T)∫
T

0
(1+‖u0(s)‖2H1 +‖ϕ

0(s)‖2H3)
1
2‖hε(s)-h(s)‖0‖Z1(s)-Z1(sn)‖H1ds)⩽

K2(1+N)(E∫
T

0
‖hε(s)-h(s)‖02ds)

1
2(E(1Gε

N(T)∫
T

0
‖Z1(s)-Z1(sn)‖2H1ds))

1
2 ⩽C2-

n
2,(7)

EJ22⩽ K1E(1GεN(T)∫
T

0
(‖u0(s)-u0(sn)‖2H1+‖ϕ

0(s)-ϕ0(sn)‖2H3)
1
2‖hε(s)-h(s)‖0‖Z1(sn)‖H1ds)⩽

K1MN(E(1Gε
N(T)∫

T

0
(‖u0(s)-u0(sn)‖2H1 +‖ϕ0(s)-ϕ0(sn)‖2H3)ds))

1
2 ⩽C2-

n
2, (8)

EJ23⩽ K2E(1GεN(T) supk∈[1,2n]
(1+‖u0(sn)‖2H1 +‖ϕ

0(sn)‖2H3)
1
2∫

sn

sn
‖hε(s)-h(s)‖0ds‖Z1(sn)‖H1

)⩽

K2N(1+N)E(sup
k∈[1,2n]∫

sn

sn
‖hε(s)-h(s)‖0ds)⩽C2-

n
2, (9)

其中常数C 与n 无关.

根据J23的证明方法类似可得J24⩽C K2MN(1+N).当ε→0时,hε 在空间L2([0,T];H0)中弱收

敛到h,则对任意的a,b∈[0,T],∫
b

a
hε(s)ds在H0中弱收敛到∫

b

a
h(s)ds.进一步,由于σ(t,u,ϕ)是从H0到

H1 的紧映射,则当ε→0时,有 ‖σ(t,u,ϕ)(∫
b

a
hε(s)-h(s)ds)‖H1 →0.

因此,给定n,当ε→0时,有J24 →0,a.s..进而根据控制收敛定理,当ε→0时,有EJ24 →0,a.s..
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任给δ>0,选取n0 足够大使得对所有n⩾n0,C2-
n
2 <δ 成立,则由(7)~ (9)式得J2 ⩽3δ.

类似J2 的证明方法得J3 ⩽3δ.

综上可得lim
ε→0

E(1Gε
N(T)
(sup
t∈[0,T]

(‖Z1‖2H1 +‖Y1‖2H3)+∫
T

0
‖Z1‖2V1 +‖A1Y1‖2L2dt))=0.证毕.

3 中偏差原理

命题1 任给M >0,如果当ε→0时,hε 在空间AM 中依分布收敛到h,则Gε(W(·)+λ(ε)∫
·

0
hε(s)ds)

在空间C([0,T];H1×H3)∩L2([0,T];V1×V3)中依分布收敛到G0(∫
·

0
h(s)ds).

证明 令X∶=sup
t∈[0,T]

(‖Z1‖2H1+‖Y1‖2H3)+∫
T

0
‖Z1‖2V1+‖A1Y1‖2L2dt,由Markov不等式得,任

给ε>0,有P(X >ε)=P(Gε
N(T)c)+

1
εE(1Gε

N(T)X).

由引理4得,任给δ>0,ε∈[0,ε0],当N 足够大时,有P(Gε
N(T)c)→0.由引理6可知给定N,当ε足

够小时,有E(1Gε
N(T)X)<εδ.进一步,当n 足够大时,有1

εE(1Gε
N(T)X)→0.证毕.

命题2 任给M >0,令KM∶={(Zh,Yh),h∈SM},则KM 是空间C([0,T];H1×H3)∩L2([0,T];
V1×V3)中的紧集.

证明 令(Zhn
,Yhn

)为KM 中的序列.由于SM 是Hilbert空间L2([0,T];H0)中的有界闭集,则SM 弱

紧.因此,对任意的h∈SM,存在hn 的子序列hn' 弱收敛到h.

令 (Zh,Yh)∶=(Zhn' -Zh,Yhn' -Yh)且Xh∶=Xhn' -Xh.类似引理5的证明方法得:

‖Zh‖2H1 +‖Yh‖2H3 +∫
t

0
‖Zh‖2V1 +‖A1Yh‖2L2ds⩽C∫

t

0
(‖u0‖2H1‖u

0‖2V1 +‖ϕ
0‖2H3‖A1ϕ0‖

2
L2 +

‖A1ϕ0‖2L2)(‖Zh‖2H1 +‖Yh‖2H3)ds+C∫
t

0
(σ(s,u0,ϕ0)(hn' -h),Zh)ds+

C∫
t

0
(∇(g(s,ϕ0)(hn' -h)),∇Yh)ds.

  任给s∈ [kT2-n,(k+1)T2-n),令sn∶=kT2-n 和sn∶=(k+1)T2-n,其中k=2n -1(整数n⩾0).
由Gronwall不等式得:

sup
t∈[0,T]

(‖Zh‖2H1 +‖Yh‖2H3)+∫
T

0
‖Zh‖2V1 +‖A1Yh‖2L2dt⩽e

C∫
T

0
|(σ(t,u0(t),ϕ0(t))(hn'(t)-

h(t)),Zh(t)-Zh(sn))|dt+eC∫
T

0
|((σ(t,u0(t),ϕ0(t))-σ(sn,u0(sn),ϕ0(sn)))(hn'(t)-

h(t)),Zh(sn))|dt+eC sup
k∈[1,2n]

sup
t∈[sn,sn]

|(σ(sn,u0(sn),ϕ0(sn))∫
t

sn
hn'(s)-h(s)ds,Zh(sn))|+

eC∑
2n

k=1
|(σ(sn,u0(sn),ϕ0(sn))∫

sn

sn
hn'(s)-h(s)ds,Zh(sn))|+eC∫

T

0
|(∇(g(t,ϕ0(t))(hn'(t)-

h(t))),∇(Yh(t)-Yh(sn)))|dt+eC∫
T

0
|(∇((g(t,ϕ0(t))-g(sn,ϕ0(sn)))(hn'(t)-

h(t))),∇Yh(sn))|dt+eC sup
k∈[1,2n]

sup
t∈[sn,sn]

|(∇(g(sn,ϕ0(sn))∫
t

sn
hn'(s)-h(s)ds),∇Yh(sn))|+

eC∑
2n

k=1
|(∇(g(sn,ϕ0(sn))∫

sn

sn
hn'(s)-h(s)ds),∇Yh(sn))|∶=Q1n +Q2n +·s+Q8n.

  类似引理6的证明方法可得lim
n→∞

Qi
n =0(i=1,2,…,8).

综上可得,当n→ ∞ 时,有sup
t∈[0,T]

(‖Zh‖2H1 +‖Yh‖2H3)+∫
T

0
‖Zh‖2V1 +‖A1Yh‖2L2dt→0.证毕.
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定理1 任给M >0,当ε→0时,(Zε,Yε)在空间C([0,T];H1×H3)∩L2([0,T];V1×V3)中依分

布收敛到(Zh,Yh)且{(Zh,Yh),h∈SM}是空间C([0,T];H1×H3)∩L2([0,T];V1×V3)中的紧集.

进一步,当ε→0时,偏差尺度λ(ε)满足λ(ε)→+∞ 和 ελ(ε)→0,则方程(1)满足中偏差原理.

证明 由命题1、命题2和引理1得 (u
ε -u0

ελ(ε)
,ϕ

ε -ϕ
0

ελ(ε)
)在空间 C([0,T];H1×H3)∩L2([0,T];

V1×V3)中满足大偏差原理,进而根据中偏差原理的定义得方程(1)满足中偏差原理.证毕.
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Amoderatedeviationprincipleof2DstochasticCahn-Hilliard-Navier-Stokesequation

ChenGuanggan,WangYueyang,YangMin

(SchoolofMathematicalSciences;VisualComputingandVirtualRealityKeyLaboraKeyLab,

SichuanNormalUniversity,Chengdu610068,China)

  Abstract:ThispaperconsidersastochasticCahn-Hilliard-Navier-Stokesequationwithmultiplicativenoiseinabounded
domaininR2,whichisanimportantmathematicalmodeltodescribethemotionofisothermalincompressiblebinaryfluid.Due
toperturbingofmultiplicativenoise,thesystembecomesmorecomplicated.Byconstructinganewapproximatesystemandu-
singtheclassicalweakconvergencemethod,themoderatedeviationprincipleofthesystemisproved.

Keywords:moderatedeviationprinciple;stochasticCahn-Hilliard-Navier-Stokesequation;weakconvergencemethod
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