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污染环境中具有尺度结构非线性害鼠模型的最优不育控制

王战平,龚薇

(宁夏大学 数学统计学院,银川750021)

摘 要:研究了污染环境中依赖个体尺度和迁移项非线性害鼠模型的最优不育控制.首先,考虑模型的可分

离形式解,确立了状态系统模型非负解的存在唯一性,其次利用极值化方法和紧性原理证明最优不育策略的存在

性,接着利用共轭系统技巧导出最优不育控制策略的必要性条件,最后利用 MATLAB进行数值模拟,验证了理论成

果的有效性.
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随着科学技术的发展,许多新技术被研发出来运用到工农业生产活动,与此同时,大量有毒有害物质排

放到大气中,严重影响了环境质量.环境污染对人类、动物、植物和微生物造成了极大的危害.因此,需要建

立模型去解决污染环境中的问题[1-4].
在我国,每年有大片的草原面积发生鼠害,给畜牧业造成巨大损失,所以对害鼠进行人为干预就非常有

必要.我们知道,在害鼠数量较多的地区,常常使用杀虫剂来毒杀害鼠种群,但事实上,这种做法只能暂时降

低害兽的数量,在较短的时间内害兽种群又会恢复到原来的水平,并且使用杀虫剂来毒杀害鼠时,不仅会造

成环境污染,而且大量非目标野生动物(尤其是鹰类种群)的数量会急剧下降.由于这些野生动物以害鼠的

尸体为食,从而导致二次中毒[5].因此,对害鼠无污染无公害的有效防治已成为研究重点之一,研究表明相

对于传统的增加物种死亡率而言,降低物种的繁殖率被认为是一种非常有效的方法,于是人们开始考虑利用

不育技术防治害兽.不育控制就是借助某种技术或方法使雄性或(和)雌性绝育,或阻碍胚胎着床发育,甚至

阻断幼体生长发育以降低生育率,从而控制种群数量的增长.文献[6]建立了免疫不育控制下的具有性别结

构的单种群模型,讨论了系统平衡点的局部稳定性.文献[7]建立了具有竞争性繁殖干扰的不育控制.以上

模型是将生活在同一区域的同一类害兽视为一个整体,通过建立常微分不育控制模型,分析模型平衡态的稳

定性,研究结果为鼠害的防治提供一定的理论依据.
生物种群是由个体组成的,而个体之间存在着诸如年龄、尺度、基因、性别等结构差异,为了更准确地刻

画种群的演化,学者们首先研究了具有年龄结构的种群模型,并取得大量的研究成果[8-12].然而,生物学家发

现个体尺度比年龄结构更能逼真地模拟生物种群的演化过程,所谓个体尺度,是指用来描述种群个体的一些

特征数量指标.文献[13-14]建立并分析了周期环境和模拟周期环境尺度结构种群系统的最优收获率.文
献[15]研究了一类周期环境中具有尺度结构的线性害鼠模型的适定性及最优不育控制问题.文献[16]研究

了一类基于个体尺度的种群模型的适定性及最优不育控制策略.
由于害鼠的生存环境和食物的有限性会导致害鼠个体间产生相互竞争,从而产生额外的死亡及害鼠种

群的迁移.同时,种群的生命参数不仅会受到环境的影响还会受到种群个体总量的影响.所以,在建模时考虑
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害鼠的种内竞争及建立可分离死亡率的模型更为合理.基于此,建立并分析如下污染环境中依赖个体尺度

和迁移项的非线性害鼠模型.

1 基本模型

本文建立污染环境中一类具有尺度结构和迁移项的非线性害鼠模型

∂u(x,t)
∂t +

∂[V(x,t)u(x,t)]
∂x =f(x,t)-μ(x,t,c0(t))u(x,t)-

δ1α(x,t,c0(t))u(x,t)-Φ(c0(t),J(t))u(x,t),

dc0(t)
dt =kce(t)-gc0(t)-mc0(t),t∈ [0,T],

dce(t)
dt =-k1ce(t)U(t)+g1c0(t)U(t)-hce(t)+v1(t),t∈ [0,T],

V(0,t)u(0,t)=∫
l

0
β(x,t,c0(t),R(t))ω(x,t)[1-δ2α(x,t,c0(t))]u(x,t)dx,t∈ [0,T],

J(t)=∫
l

0
b(x)u(x,t)dx,R(t)=∫

l

0
γ(x)u(x,t)dx,t∈ [0,T],

0⩽c0(0)⩽1,0⩽ce(0)⩽1,

U(t)=∫
l

0
u(x,t)dx,(x,t)∈Q,

u(x,0)=u0(x),x∈ (0,l),

ì

î

í
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(1)

其中Q=(0,l)×[0,T],固定常数l,T 分别表示个体所不能超越的最大尺度和环境变化周期;状态变量

u(x,t)表示t时刻尺度为x 的害鼠个体分布密度;u0(x)表示种群初始尺度分布;V(x,t)表示个体尺度增

长率,即V(x,t)=
dx
dt
;函数f(x,t)表示外界向种群生存环境的迁入率;ω(x,t)表示雌性个体比例;c0(t)和

ce(t)分别表示t时刻有机物中污染物的浓度和环境中污染物的浓度;控制函数α(x,t,c0(t))表示t时刻人

类对尺度为x 的单个害鼠个体所误食的雌性不育剂的平均量;生命参数β(x,t,c0(t),R(t))表示种群个体

的平均繁殖率;μ(x,t,c0(t))表示t时刻尺度为x的种群个体的自然死亡率;v1(t)表示t时刻外界输入率;

Φ(c0(t),J(t))表示依赖于权函数b(x)的加权总量J(t)的额外死亡率;δ1α(x,t,c0(t))表示害鼠个体因

误食不育剂所导致的额外死亡率;δ2α(x,t,c0(t))为t时刻尺度为x的雌性个体的不育率;U(t)表示t时刻

种群总规模.
做出如下假设.(H1)V:Q→R+ 是有界的连续函数,对任意的(x,t)∈Q,∀V(x,t)>0,V(l,t)=0,即

尺度达到最大后不再生长,并且V(x,t)关于x 满足局部Lipschitz条件,存在Lipschitz常数为LV,使得对于

任意的x1,x2 ∈ (0,l),t∈(0,T),|V(x1,t)-V(x2,t)|⩽LV|x1-x2|;(H2)β:Q→R+ 为可测函数

且存在􀭰β>0,使得0⩽β(x,t,c0(t),R(t))⩽􀭰β,a.e.(x,t)∈Q;(H3)μ:Q →R+ 为可测函数且存在􀭵μ>

0,使得0⩽μ(x,t,c0(t))⩽􀭵μ,a.e.(x,t)∈Q;(H4)f∈L∞(Q),0<b(x)<􀭵b,0<γ(x)<􀭵γ,x∈(0,

l);0⩽u0(x)⩽û,x∈(0,l);(H5)ω∈L∞(Q),0<ω(x,t)<1,0⩽δiα(x,t,c0(t))<1,(x,t)∈Q,

i=1,2;(H6)Φ:R+→R+ 为连续函数,且对于任意J∈R+,存在􀭺Φ ∈R+,使得Φ(J)⩽􀭺Φ,并且对任意J1,

J2 ∈ [0,r],存在递增函数CΦ:R+→R+,使得当|J1|⩽r,|J2|⩽r时|Φ(J1)-Φ(J2)|⩽CΦ(r)|J1-
J2|;(H7)控制变量α(x,t,c0(t))属于允许控制集α(x,t,c0(t))∈Ω={h∈L∞(Q):0⩽h⩽L,a.e.(x,

t)∈Q,其中,L 为正常数};(H8)g:R→R+ 为非负凸函数,对任意的s∈R,g'存在且有界,存在常数􀭵h>
0,使得h:[0,T]→ (0,􀭵h)为可测函数.

2 状态系统的适定性

定义1 初值问题x'(t)=V(x,t),x(t0)=x0 的唯一解x=φ(t;t0,x0),称为系统(1)通过点(t0,x0)
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的特征曲线,记作φ(t;t0,x0).特别地,在x-t平面上,记通过点(0,0)的特征曲线为z(t).
注 对任意的t∈[0,T]有φ(t;t0,x0)∈[0,l).对x-t平面第一象限上任意点(x,t),若x⩽z(t),

定义τ≜τ(x,t),则φ(t;τ,0)=x⇔φ(t;τ,x)=0,易知τ=φ-1(0;t,x).
定义2 若函数u(x,t)∈C([0,T];L1

+),沿着每条特征曲线φ 都绝对连续,且满足

Dφu(x,t)=f(x,t)-[μ(x,t,c0(t))+Vx(x,t)+Φ(c0(t),J(t))+δ1α(x,t,c0(t))]u(x,t),(x,t)∈Q,

V(0,t)lim
ε→0

u(φ(t+ε;t,0),t+ε)=∫
l

0
β(x,t,c0(t),R(t))ω(x,t)[1-

δ2α(x,t,c0(t))]u(x,t)dx,t∈ [0,T],

lim
ε→0

u(x+ε,ε)=u0(x),x∈ (0,l),

dc0(t)
dt =kce(t)-gc0(t)-mc0(t),t∈ [0,T],

dce(t)
dt =-k1ce(t)U(t)+g1c0(t)U(t)-hce(t)+v1(t),t∈ [0,T],

J(t)=∫
l

0
b(x)u(x,t)dx,R(t)=∫

l

0
γ(x)u(x,t)dx,t∈ [0,T],

U(t)=∫
l

0
u(x,t)dx,(x,t)∈Q,

ì

î

í
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则称 (u(x,t),c0(t),ce(t))为系统(1)的解.这里Dφu(x,t)表示u(x,t)沿特征曲线φ 的方向导数,即

Dφu(x,t)=lim
h→0

u(φ(t+h;t,x),t+h)-u(x,t)
h .

  定义3 模型(1)的解空间为 X ={(u,c0,ce)∈L∞(0,T;L1(0,l))×L∞(0,T)×L∞(0,T)|0⩽

c0(t)⩽1,0⩽ce(t)⩽1,0⩽∫
l

0
u(x,t)dx ⩽M,a.e.(x,t)∈ (0,l)×(0,T)}.

  定义4 函数u(x,t)∈C([0,T];L1
+)称为系统(1)的解,如果u 满足

u(x,t)=

F(τ,u(.,τ))
V(0,τ) +∫

t

τ
GV(s,u(.,s))(φ(s;t,x))ds,x⩽z(t),

u0(φ(0;t,x))+∫
t

0
GV(s,u(.,s))(φ(s;t,x))ds,x>z(t),

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

其中,对任意的t ∈ [0,T]及ϕ ∈L1,F(t,c0(t),ϕ)=∫
l

0
β(x,t,c0(t),R(t))ω(x,t)[1-δ2α(x,t,

c0(t))]ϕ(x)dx,GV(t,c0(t),ϕ)= f(x,t) - [μ(x,t,c0(t)) + Vx(x,t) + δ1α(x,t,c0(t)) -

Φ(∫
l

0
b(x)ϕ(x)dx)]ϕ(x).

  由于系统(1)的第2式和第3式为常微分方程,由此得

c0(t)=c0(0)exp{-(g+m)t}+k∫
T

0
ce(s)exp{(s-t)(g+m)}ds,

ce(t)=ce(0)exp{-∫
T

0
(k1U(τ)+h)dτ}+∫

T

0
(g1c0(s)U(s)+v1(s))exp{∫

s

t
(k1U(τ)+h)dτ}ds.

  引理1 对于系统(1),如果g⩽k⩽g+m,v1<h,则∀t∈[0,T],有0⩽c0(t)⩽1,0⩽ce(t)⩽1.
证明 见参考文献[17].
引理2 假设(H1)~(H7)成立,系统(1)有唯一的非负解 (u(x,t),c0(t),ce(t))使得

(1)(u(x,t),c0(t),ce(t))∈L∞(Q)×L∞(0,T)×L∞(0,T),(2)0⩽c0(t)⩽1,0⩽ce(t)⩽1.
证明 见参考文献[18].
考虑系统(1)的可分离形式解

u(x,t)=􀭹u(x,t)y(t), (2)

  将(2)代入系统(1),可得如下关于u(x,t)和y(t)的两个子系统
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∂􀭹u
∂t+

∂(V(x,t)􀭹u(x,t))
∂x =

f(x,t)
y(t) -[μ(x,t,c0(t))+δ1α(x,t,c0(t))]􀭹u(x,t),(x,t)∈Q,

V(0,t)􀭹u(0,t)=∫
l

0
β(x,t,c0(t),􀭾R(t))ω(x,t)[1-δ2α(x,t,c0(t))]􀭹u(x,t)dx,t∈ [0,T],

􀭹u(x,0)=u0(x),x∈ (0,l),

􀭾R(t)=∫
l

0
γ(x)􀭹u(x,t)dx,t∈ [0,T],

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(3)

y'(t)+Φ(y(t)􀭾J(t))y(t)=0,t∈ [0,T],y(0)=1,􀭾J(t)=∫
l

0
b(x)􀭹u(x,t)dx,t∈ [0,T]. (4)

  定义5 函数对 (􀭹u(x,t),y(t))(其中􀭹u∈C([0,T];L1
+),y∈C([0,T];R+)),称为子系统(3)和(4)

的解.如果(􀭹u(x,t),y(t))满足如下的积分形式

􀭹u(x,t)=

F(τ,􀭹u(.,τ))
V(0,τ) +∫

t

τ
GV(s,􀭹u(.,s))(φ(s;t,x))ds,x⩽z(t),

u0(φ(0;t,x))+∫
t

0
GV(s,􀭹u(.,s))(φ(s;t,x))ds,x>z(t).

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

y(t)=exp{-∫
t

0
Φ(􀭾J(s)y(s))ds},

其中,对于任意的t∈ [0,T]及ϕ ∈L1,􀭾J(s)=∫
l

0
b(x)􀭹u(x,s)dx,Gy,V(t,c0(t),ϕ)(x)=-μ(x,t,

c0(t))ϕ(x)-Vx(x,t)ϕ(x)-δ1α(x,t,c0(t))ϕ(x)+
f(x,t)
y(t)

.

  定理1 若(H1)~(H7)成立,则对任意的α∈Ω,子系统(3)、(4)具有唯一非负有界解(􀭹u(x,t),y(t)).
证明 记θ≜exp{-ΦT}>0,令A={h∈C[0,T]∶θ⩽h(t)⩽1}.对任意的h∈C[0,T]及λ>

0,定义空间C[0,T]上的等价范数‖h‖λ=supt∈[0,T]e
-λt|h(t)|.显然,(C[0,T],‖·‖λ)为Banach空间.

由于A 是C[0,T]中的非空闭子集,因此(A,‖·‖λ)也为Banach空间.

第1步:由子系统(4)的第一式解得y(t)=exp{-∫
t

0
Φ(􀭾J(s)y(s))ds}⩾0,即y(t)∈A.由文献[19],对

任意固定y(t)∈A,子系统(4)有唯一非负解􀭹uy(x,t)∈L∞(Q),且

‖􀭹uy(·,t)‖L1 ⩽e
(􀭰β+2Lv)t‖u0‖L1 +∫

t

0
e
(􀭰β+2Lv)(t-s) f(·,s)

y(s) L1
ds⩽e

(􀭰β+2Lv)t‖u0‖L1 +

∫
t

0
e
(􀭰β+2Lv)(t-s)

‖f(·,s)L1‖
y(s)

ds⩽e
(􀭰β+2Lv)T(‖u0‖L1 +

‖f(·,·)‖L1Q

θ
)≜r0. (5)

  第 2 步:令 􀭾Jy(t)=∫
l

0
b(x)􀭹uy(x,t)dx,对 固 定 的 􀭾Jy,定 义 映 射 A,[Ah](t)=exp{-

∫
t

0
Φ(􀭾Jy(s)h(s))ds}⩾θ,易知A是从A到自身的映射.由(5)式得

|􀭾Jy(t)|=|∫
l

0
b(x)􀭹uy(x,t)dx|⩽∫

l

0
|b(x)||􀭹uy(x,t)|dx⩽􀭵br0 ≜r1, (6)

则对任意的h1,h2 ∈A

‖(Ah1)(t)-(Ah2)(t)‖λ = sup
t∈[0,T]

{e-λt|(Ah1)(t)-(Ah2)(t)|}⩽ sup
t∈[0,T]

{e-λt∫
t

0
|Φ(􀭾Jy(s)h1(s))-

Φ(􀭾Jy(s)h2(s))|ds}⩽ sup
t∈[0,T]

{e-λtCΦ(r1)r1∫
t

0
eλse-λs|h1(s)-h2(s)|ds}⩽

CΦ(r1)r1
λ ‖h1-h2‖λ,

于是,当λ>CΦ(r1)r1 时,A是Banach空间(A,‖·‖λ)上的压缩映射.故映射A有唯一的不动点,即存在

唯一的􀭹y∈A,使得

􀭹y(t)=exp{-∫
t

0
Φ(􀭾Jy(s)􀭹y(s))ds}. (7)

  第3步,由文献[19]可知,对任意的y1,y2∈A,存在M >0,使得对于任意的t∈[0,T],‖􀭹uy1(·,t)-
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􀭹uy2(·,t)‖L1 ⩽M∫
t

0
|y1(s)-y2(s)|ds,e-λt‖􀭹uy1(·,t)-􀭹uy2(·,t)‖L1 ⩽

M
λ‖y1-y2‖λ.

  定义映射B:A →A
(By)(t)=􀭹y(t),∀y∈A, (8)

其中􀭹y 满足(7)式.由(6)、(7)式知,对任意的y1,y2 ∈A,

|(By1)(t)-(By2)(t)|=|􀭹y1(t)-􀭹y2(t)|=|exp{-∫
t

0
Φ(􀭾Jy1(s)􀭹y1(s))ds}-

exp{-∫
t

0
Φ(􀭾Jy2(s)􀭹y2(s))ds}|⩽|∫

t

0
Φ(􀭾Jy1(s)􀭹y1(s))ds-∫

t

0
Φ(􀭾Jy2(s)􀭹y2(s))ds|⩽

CΦ(r1)r1∫
t

0
|􀭹y1(s)-􀭹y2(s)|ds+CΦ(r1)∫

t

0
|􀭾Jy1(s)-􀭾Jy2(s)|ds, (9)

由于|􀭾Jy1(s)-􀭾Jy2(s)|=|∫
l

0
b(x)􀭹uy1(x,t)dx-∫

l

0
b(x)􀭹uy2(x,t)dx|⩽􀭵b‖􀭹uy1(·,s)-􀭹uy2(·,s)‖L1,

则

e-λt∫
t

0
|􀭾Jy1(s)-􀭾Jy2(s)|ds⩽􀭵be-λt∫

t

0
‖􀭹uy1(·,s)-􀭹uy2(·,s)‖L1ds⩽

M􀭵b
λ2
‖y1-y2‖λ, (10)

结合(9)和(10)式可得

e-λt|􀭹y1(t)-􀭹y2(t)|⩽
CΦ(r1)M􀭵b

λ2
‖y1-y2‖λ +CΦ(r1)r1∫

t

0
e-λs|􀭹y1(s)-􀭹y2(s)|ds,

于是,由Gronwall不等式得

e-λt|􀭹y1(t)-􀭹y2(t)|⩽
CΦ(r1)M􀭵be

CΦ(r1)r1T

λ2
‖y1-y2‖λ,

选择λ>0使得
CΦ(r1)M􀭵be

CΦ(r1)r1T

λ2 <1.则B是Banach空间(A,‖·‖λ)上的压缩映射.从而映射B在A上

有唯一不动点.综上所述,子系统(3)和(4)存在唯一非负有界解(􀭹uy(x,t),y(t)).
定理2 若(H1)~(H7)成立,则对于任意的α∈Ω,系统(1)在C([0,T];L1

+)上有唯一的非负有界解

u(x,t)且u(x,t)=􀭹uy(x,t)y(t),其中􀭹uy(x,t),y(t)分别是系统(3)和(4)的解.进一步,存在常数M >
0,使得|u(x,t)|⩽M.

证明 见参考文献[13].
定理3 若(H1)~(H7)成立,则系统(1)在C([0,T];L1

+)上的解属于L2[0,T;H1(0,L)]的解,即

u(x,t)∈L2[0,T;H1(0,L)].
证明 见参考文献[18].

3 最优不育策略的存在性

设uα 是系统(1)相应于α∈Ω 的解,考虑如下的最优化问题

min
α∈Ω

J(α)=∫
l

0
g(uα(x,T)-􀭵u(x))dx+∫

T

0∫
l

0
h(t)α(x,t,c0(t))uα(x,t)dxdt, (11)

其中,函数􀭵u∈L∞(0,l)是给定的理想分布,即在不影响农作物生长情况下害鼠的最大量,g(uα(x,T)-
􀭵u(x))表示在给定时刻害鼠密度与理想分布的接近程度,h(t)α(x,t,c0(t))uα(x,t)代表不育控制成本,包
括所投放的不育剂的成本以及治理环境污染费用.因此,最优不育控制策略表示在给定时间T 内,使害鼠的

密度尽可能接近于理想分布,并且使控制成本尽可能低.

引理3 若(H1)~(H8)成立,令Jα(t)=∫
l

0
b(x)uα(x,t)dx,Rα(t)=∫

l

0
γ(x)uα(x,t)dx,则{Jα(t)∶

α∈Ω},{Rα(t)∶α∈Ω}在L2(0,T)中是相对紧的.
证明 首先证明 {Jα(t)∶α∈Ω}在L2(0,T)中是相对紧的.
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由于dJ
α(t)
dt =∫

l

0
b(x)∂u

α(x,t)
∂t dx,由系统(1)两边同时乘以b(x),在(0,l)上积分可得

∫
l

0
b(x)∂u

α

∂tdx=∫
l

0
b(x)[f-μuα -Φ(c0(t),Jα(t))uα -δ1αuα]dx-∫

l

0
b(x)∂

(Vuα)
∂x dx≜I1+I2.

  由于I1 关于α∈Ω 一致有界.对于I2,由系统(1)的第2式可得

I2=-∫
l

0
b(x)∂

(Vuα)
∂x dx=V(0,t)uα(0,t)b(0)+∫

l

0
b'(x)V(x,t)uα(x,t)dx=b(0)∫

l

0
β(x,t,

c0(t),R(t))ω(x,t)[1-δ2α(x,t,c0(t))]uα(x,t)dx+∫
l

0
b'(x)V(x,t)uα(x,t)dx,

可得I2 关于α∈Ω 一致有界.于是,dJ
α(t)
dt

关于α∈Ω 一致有界.

当t<0或t>T 时,令Jα(t)=0,将Jα(t)延拓到(-∞,+∞)上,则Jα(t)在(-∞,+∞)上连续.

(1)Jα(t)关于α∈Ω 的一致有界性.由于Jα(t)=∫
l

0
b(x)uα(x,t)dx,则由假设(H4)及定理2知,

Jα(t)关于α∈Ω 一致有界.

(2)证明lim
t→0∫

T

0
[Jα(s+t)-Jα(s)]2ds=0.由于∫

T

0
[Jα(s+t)-Jα(s)]2ds=∫

T

0∫
s+t

s

dJα(r)
dr dré

ë
êê

ù

û
úú

2

ds⩽

|t|∫
T

0∫
s+t

s

dJα(r)
dr

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

dré

ë
êê

ù

û
úúds⩽|t|T∫

T

0

dJα(r)
dr

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

dr,且dJ
α(t)
dt

关于α∈Ω 一致有界,则lim
t→0∫

T

0
[Jα(s+

t)-Jα(s)]2ds=0.

(3)显然lim
a→∞∫|s|>a

[Jα(s)]2ds=0.

综上所述,由Fréchet-Kolmogorow准则可知,{Jα(t)∶α∈Ω}在L2(0,T)中是相对紧的.
同理可证,{Rα(t)∶α∈Ω}在L2(0,T)中是相对紧的.引理证毕.
定理4 若假设(H1)~(H8)成立,则不育控制问题(3)、(4)、(11)至少存在一个最优解α* ∈Ω.
证明 令d=min

α∈Ω
J(α),由定理2可知,0⩽d<+∞.

设 {αn∶n⩾1}为J(α)中的极小化序列,使得d⩽J(αn)<d+
1
n.

由于 {uαn}关于αn ∈Ω 一致有界,故存在子序列(仍记为{αn}),使得当n→+∞时,uαn 在L2(Q)中弱

收敛于u*,同时,存在子序列{cn
0}、{cn

e}满足在[0,T]中分别弱收敛于c*
0 (n→ ∞)、弱收敛于c*

e (n→ ∞).
由引理3知,存在子序列(仍记为{αn}),有Jαn →J*,Rαn →R*,(n→ ∞),对[0,T]中几乎所有的t,

有Jαn(t)→J*(t),Rαn(t)→R*(t).于是有J*(t)=∫
l

0
b(x)u*(x,t)dx,R*(t)=∫

l

0
γ(x)u*(x,t)dx.

  对序列 {uαn},{ci
0},{ci

e}应用 Mazur定理,存在{uαn},{􀭴cn
0},{􀭴cn

e}的有限凸组合,

􀭹un =∑
kn

i=n+1
λn

iuαi,􀭴cn
0(t)=∑

kn

i=n+1
λn

ici
0(t),􀭴cn

e(t)=∑
kn

i=n+1
λn

ici
e(t),

λn
i ⩾0,∑

kn

i=n+1
λn

i =1,kn ⩾n+1,
(12)

使得当n→ ∞,{􀭹un}在L2(Q)中收敛于u*,{􀭴cn
0}在[0,T]中收敛于c*

0 ,{􀭴cn
e}在[0,T]中收敛于c*

e .
定义控制函数序列

􀭹αn(x,t,c0(t))=

∑
kn

i=n+1
λn

iαi(x,t,c0(t))u
αi(x,t)

∑
kn

i=n+1
λn

iu
αi(x,t)

,若∑
kn

i=n+1
λn

iuαi(x,t)≠0;

α,若∑
kn

i=n+1
λn

iuαi(x,t)=0,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(13)
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显然􀭹αn ∈Ω,且􀭹un(x,t)=u
􀭹αn(x,t),a.e.(x,t)∈Q.

利用L2(Q)中有界序列的弱紧性知:存在{􀭹αn}的子序列(仍记为{􀭹αn}),使得

􀭹αn 在L2(Q)中弱收敛于α*.

  下面证明u*(x,t)=uα*(x,t),a.e.(x,t)∈Q.
根据(13)式及系统(1)可得

Dφ􀭹un(x,t)=f(x,t)-[μ(x,t,c0(t))+Vx(x,t)+δ1􀭹αn(x,t,c0(t))]􀭹un(x,t)-

∑
kn

i=n+1
λn

iΦ(c0(t),Jαi(t))uαi(x,t),

d􀭴cn
0(t)
dt =k􀭴cn

e(t)-g􀭴cn
0(t)-m􀭴cn

0(t),t∈ [0,T],

d􀭴cn
e(t)
dt =-∑

kn

i=n+1
λn

ik1ci
e(t)􀮃Un(t)+∑

kn

i=n+1
λn

ig1ci
0(t)􀮃Un(t)-h􀭴cn

e(t)+v(t),t∈ [0,T],

V(0,t)􀭹un(0,t)=∫
l

0∑
kn

i=n+1
λn

iβ(x,t,c0(t),R
αi(t))ω(x,t)[1-δ2􀭴αn(x,t,c0(t))]uαi(x,t)dx,t∈[0,T],

Jαi(t)=∫
l

0
b(x)uαi(x,t)dx,Rαi(t)=∫

l

0
γ(x)uαi(x,t)dx,t∈ [0,T],

0⩽􀭴cn
0(t)⩽1,0⩽􀭴cn

e(t)⩽1,t∈ [0,T],

􀮃Un(t)=∫
l

0
􀭹un(x,t)dx,(x,t)∈Q,

􀭹un(x,0)=􀭹u0(x),x∈ (0,l),

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(14)

当n→+∞ 时,Jαn(t)→J*(t),Rαn(t)→R*(t).由于Φ 的连续性可知,

∑
kn

i=n+1
λn

iΦ(c0(t),J
αi(t))uαi(x,t)→Φ(c0(t),J*(t))u*(x,t),

∑
kn

i=n+1
λn

iβ(x,t,c0(t),R
αi(t))uαi(x,t)→β(x,t,c0(t),R*(t))u*(x,t),

∑
kn

i=n+1
λn

ic
i
0(t)P

ui(t)→c*
0 (t)P

*(t),

∑
kn

i=n+1
λn

ic
i
e(t)P

ui(t)→c*
e (t)P

*(t),

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

当n→+∞时,对系统(14)取极限可得

u*(x,t)=uα*(x,t),J*(t)=Jα*(t),R*(t)=Rα*(t),a.e.(x,t)∈Q.
接下来,证明α* ∈Ω 为最优不育控制.

一方面,对任意αi ∈Ω,d⩽ ∑
kn

i=n+1
λn

iJ(αi)<d+
1
n
,故∑

kn

i=n+1
λn

iJ(αi)→d(n→ ∞),另一方面,由(12)、

(13)式及假设(H8)可知

∑
kn

i=n+1
λn

iJ(αi)=∑
kn

i=n+1
λn

i∫
l

0
g(uαi(x,t)-􀭵u(x))dx+∑

kn

i=n+1
λn

i∫
T

0∫
l

0
h(t)αi(x,t,c0(t))uαi(x,t)dxdt⩾

∫
l

0
g(∑

kn

i=n+1
λn

iuαi(x,t)-􀭵u(x))dx+∫
T

0∫
l

0
h(t)
∑
kn

i=n+1
λn

iαi(x,t,c0(t))u
αi(x,t)

∑
kn

i=n+1
λn

iu
αi(x,t)

∑
kn

i=n+1
λn

iuαi(x,t)dxdt=

∫
l

0
g(􀭹un(x,t)-􀭵u(x))dx+∫

T

0∫
l

0
h(t)􀭹αn(x,t,c0(t))􀭹un(x,t)dxdt→∫

l

0
g(u*(x,t)-
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􀭵u(x))dx+∫
T

0∫
l

0
h(t)α*(x,t,c0(t))u*(x,t)dxdt=J(α*),

所以,J(α*)=d=min
α􀆠Ω

J(α),这说明α*(x,t)是控制问题(1)、(11)的最优不育控制策略.

4 数值模拟

例 考虑具有如下参数的最优不育问题

β(x,t,c0(t),R(t))=5x
2(1-x)(1+sinπt),μ(x,t,c0(t))=e

-5x(1-x)-1.4(2+cosπt),

V(x,t)=2-x2,u0(x)=2(1-x)2,f(x,t)=(1+x)sinπt,

h(t)=0.1e-5t(1-t),Φ(c0(t),J(t))=0,g(u(x,t)-􀭵u(x))=|u(x,t)-􀭵u(x)|,

ω(x,t)=0.5,c0(t)=0.001,ce(t)=0.003,δ1=δ2=0.02,T=1,l=1,L=4,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(15)

  图1刻画了生命参数即出生率、死亡率和增长率的变化规律;图2可以看出在某时刻之后种群个体总量

P(t)呈周期性变化,对害鼠种群投放雌性不育剂可降低害鼠的总量,从而达到控制害鼠的目的,与理论分析

得到的结果是一致的.
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Optimalcontraceptioncontrolforanonlinearverminpopulation
modelwithsize-structureinapollutedenvironments

WangZhanping,GongWei

(SchoolofMathematicsandStatistics,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China)

Abstract:Thispaperstudiestheoptimalcontraceptioncontrolofanon-linearverminpopulationmodelthatdependson
size-structureandmigrationtermsinapollutedenvironment.First,weobtaintheexistenceofauniquenon-negativesolutionby
consideringtheseparablesolutionofthemodel.Secondly,theexistenceofanoptimalcontrolstrategyisprovedviacompact-
nessandextremalsequence.Then,thenecessaryconditionsofoptimalcontraceptioncontrolisestablishedbytheuseoftan-

gent-normalconetechniqueandadjointsystem.Finally,thenumericalsimulationiscarriedoutbyusingMatlabtoverifytheef-
fectivenessofthetheoreticalresults.

Keywords:pollutedenvironments;size-structure;contraceptioncontrol;nonlinearverminpopulation
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