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一类带p(t)-Laplacian算子的分数阶微分方程
边值问题解的存在性

张迪,刘文斌,张伟

(中国矿业大学 数学学院,江苏 徐州221116)

摘 要:研究了一类带p(t)-Laplacian算子的分数阶微分方程边值问题,利用Schaefer不动点定理得到了解

的存在性,并举例验证其主要结论.p-Laplacian算子是p(t)-Laplacian算子的特殊形式,所得结果推广和丰富了已有

结果.
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分数阶微分方程是微分方程理论的重要分支之一,它在热学、光学、生物组织学、黏弹性力学及材料学都

有重要的应用,因此研究这类问题有重要的理论意义和实际意义.近年来,很多学者对分数阶微分方程解存

在性进行了广泛的研究,得到许多结果[1-4].
在文献[4]中,用锥不动点定理及Leggett-Williams不动点定理得到了如下分数阶微分方程边值问题解

的存在性与多解性:

Dα
0+u(t)=f(t,u(t)),t∈ (0,1)

u(0)+u'(0)=0,u(1)+u'(1)=0,{ (1)

其中Dα
0+

是Caputo分数阶导数,1<α⩽2,f∶[0,1]×[0,+∞)→ [0,+∞)是连续的.
近年来,关于带p-Laplacian算子分数阶微分方程边值问题解的研究受到人们的关注,且得到很多优秀

的成果[5-9].例如,文献[6]用Schaefer不动点定理得到了如下带p-Laplacian算子的反周期边值问题解的

存在性:

Dβ
0+φp(Dα

0+x(t))=f(t,x(t)),t∈ (0,1),

x(0)=-x(1),Dα
0+x(0)=-Dα

0+x(1),{ (2)

其中Dα
0+ 是Caputo分数阶导数,0<α,β⩽1,1<α+β⩽2,f∶[0,1]×R→R是连续的,φp(·)是p-Lapla-

cian映射.
p(t)-Laplacian算子作为p-Laplacian算子的推广形式,在物理学及图像处理等领域有着广泛的应

用[10-12],从而引起了人们的研究兴趣.当p(t)为一个常数时p(t)-Laplacian算子就转化为所熟悉的p-
Laplacian算子,相比p-Laplacian算子p(t)-Laplacian算子不是标准的增算子,不具有标准增算子的一些

性质,所以研究这类问题有一定的复杂性.同时,对于整数阶带p(t)-Laplacian算子微分方程解的存在性研

究已有一些成果[13-14],但关于分数阶带p(t)-Laplacian算子微分方程解的存在性研究成果较少[15-16].
文献[15]用Leggett-Williams不动点定理及锥不动点得到如下带p(t)-Laplacian算子的分数阶微分方
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程解的存在性与多解性:

Dβ
0+φp(t)(Dα

0+x(t))+f(t,x(t))=0,t∈ [0,1],

x'(0)=x(1)=x″(0)=0,Dα
0+x(0)=0,{ (3)

其中Dα
0+ 是Caputo分数阶导数,2<α<30,0<β⩽1,f∶[0,1]×R→R是连续函数,φp(t)(·)是p(t)-

Laplacian映射,p(t)>1,p(t)∈C1[0,1].
基于上述文献的启发,本文讨论如下带p(t)-Laplacian算子的分数阶微分方程边值问题解的存在性:

Dβ
0+φp(t)(Dα

0+x(t))=f(t,x(t)),t∈ (0,1),

x(0)=-x(1),φp(0)(Dα
0+x(0))=-φp(1)(Dα

0+x(1)),{ (4)

其中Dα
0+ 是Caputo分数阶导数,0<α,β⩽1,1<α+β⩽2,f∶[0,1]×R→R是连续的,φp(t)(·)是p

(t)-Laplacian映射,p(t)>1,p(t)∈C1[0,1].
注意到当p(t)=p 时,文献[6]所讨论的反周期边值问题是本文所研究问题的一个特例.

1 预备知识及相关结论

定义1[17] 函数x∶(0,+∞)→R的α(α>0)阶Riemann-Liouville型分数积分定义为:

Iα
0+x(t)=

1
Γ(α)∫

t

0
(t-s)α-1x(s)ds,

其中n=[α]+1,右式在(0,+∞)上有定义.
定义2[17] 函数x∶(0,+∞)→R的α(α>0)阶Caputo型分数导数定义为:

Dα
0+x(t)=In-α

0+
dnx(t)
dtn =

1
Γ(n-α)∫

t

0
(t-s)n-α-1x(n)(s)ds,

其中n=[α]+1,右式在(0,+∞)上有定义.
引理1[17] 假设Dα

0+x ∈C[0,1],α>0,则

Iα
0+D

α
0+x(t)=x(t)+c0+c1t+c2t2+…+cn-1tn-1,

其中ci ∈R,i=0,1,2,…,n-1,n=[α]+1.
引理2[14] 对任意的 (t,x)∈ [0,1]×R,φp(t)(x)=|x|p(t)-2x,是从R到R的同胚映射,且当t固定

时是严格单调增的.其逆映射φ-1
p(t)
(·)被定义为:

φ-1
p(t)
(x)=|x|

2-p(t)
p(t)-1x,x∈R\{0},

φ-1
p(t)
(x)=0,x=0,{

它是将有界集映成有界集的连续映射.
引理3[18](Schaefer不动点定理) 设X 是Banach空间,算子T∶X →X 为全连续算子.若集合Ω∶=

{x ∈X|x=λTx,λ∈ (0,1)}有界,则算子T 在Ω 中至少存在一个不动点.
引理4 设h∈C[0,1],则边值问题

Dβ
0+φp(t)(Dα

0+x(t))=h(t),t∈ (0,1),

x(0)=-x(1),φp(0)(Dα
0+x(0))=-φp(1)(Dα

0+x(1)){ (5)

有一解为

x(t)=Iα
0+φ

-1
p(t)
(Iβ
0+h(t)+Ah(t)+Bh(t))=

1
Γ(α)∫

t

0
(t-

s)α-1φ-1
p(t)
(1
Γ(β)∫

s

0
(s-τ)β-1h(τ)dτ+Ah(s))ds+Bh(t),

其中

Ah(t)= -
1
2I

β
0+h(t)

t=1
=-

1
2Γ(β)∫

1

0
(1-s)β-1h(s)ds,∀t∈ [0,1],
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Bh(t)= -
1
2I

α
0+(φ

-1
p(t)
(Iβ
0+h(t)+Ah(t)))

t=1
=-

1
2Γ(α)∫

1

0
(1-s)α-1φ-1

p(t)
(1
Γ(β)∫

s

0
(s-

τ)β-1h(τ)dτ+Ah(s))ds,∀t∈ [0,1].
  证明 设函数x(t)满足方程(5)式,则由引理1可知:

φp(t)(Dα
0+x(t))=c0+Iβ

0+h(t),c0 ∈R,

结合边值条件φp(0)(Dα
0+x(0))=-φp(1)(Dα

0+x(1)),可得:

c0= -
1
2I

β
0+h(t)

t=1
=Ah(t),

进而,由引理1得x(t)=c1+Iα
0+φ

-1
p(t)
(Ah(t)+Iβ

0+h(t)),c1 ∈R,连同边值条件x(0)=-x(1),得c1=

-
1
2I

α
0+φ

-1
p(t)
(Ah(t)+Iβ

0+h(t))
t=1

=Bh(t),从而引理4得证.

定义算子T∶C[0,1]→C[0,1]为

Tx(t)=Iα
0+φ

-1
p(t)
(Iβ
0+f(t,x(t))+Af(t,x(t)))+Bf(t,x(t)). (6)

显然算子T 的不动点是边值问题(4)的解.

2 主要结果

定义空间X∈C[0,1],其范数定义为‖x‖∞=maxt∈[0,1]|x(t)|,显然(X,‖·‖∞)是Banach空间,

记Q=61/(Pm-1)Γ(α)(2Γ(β+1))1
/(PM-1),Pm∶=mint∈[0,1]p(t),PM∶=maxt∈[0,1]p(t).

  引理5 若算子T 的定义由(6)式给出,则算子T 是全连续算子.
证明 由f的连续性易证T 是连续的,设Ω∈C[0,1]是有界开集.因为φ-1

p(t)
(·)与f都是连续的,可知

存在M1 >0使得|φ-1
p(t)
(Af(t,x(t))+Iβ

0+f(t,x(t)))|⩽M1,∀x ∈Ω,t∈ [0,1],因此得:

‖Tx‖∞ =maxt∈[0,1]|Tx(t)|⩽
M1

Γ(α)∫
t

0
(t-s)α-1ds+

M1

2Γ(α)∫
1

0
(1-s)α-1ds⩽

3M1

2Γ(α+1)
,

即TΩ 是一致有界的,下证TΩ ⊂C[0,1]是等度连续的.
事实上,对 ∀t1,t2 ∈ [0,1],x ∈Ω,不妨设0⩽t1 <t2 ⩽1,则有

|Tx(t2)-Tx(t1)|=|Iα
0+φ

-1
p(t)(Af(t,x(t))+Iβ

0+f(t,x(t)))|t=t2 -Iα
0+φ-1

p(t)(Af(t,x(t))+

Iβ
0+f(t,x(t)))|t=t1|=

1
Γ(α)|∫

t2

0
(t2-s)α-1φ-1

p(s)
(Af(s,x(s))+Iβ

0+f(s,x(s)))ds-

∫
t1

0
(t1-s)α-1φ-1

p(s)
(Af(s,x(s))+Iβ

0+f(s,x(s)))ds|⩽
1
Γ(α)|∫

t1

0
((t2-s)α-1-

(t1-s)α-1)φ-1
p(s)
(Af(s,x(s))+Iβ

0+f(s,x(s)))ds+∫
t2

t1
(t2-

s)α-1φ-1
p(s)
(Af(s,x(s))+Iβ

0+f(s,x(s)))ds|⩽
1
Γ(α)|∫

t1

0
((t2-

s)α-1-(t1-s)α-1)φ-1
p(s)
(Af(s,x(s))+Iβ

0+f(s,x(s)))ds|+

|∫
t2

t1
(t2-s)α-1φ-1

p(s)
(Af(s,x(s))+Iβ

0+f(s,x(s)))ds|⩽

M1

Γ(α)
(∫

t1

0
((t1-s)α-1-(t2-s)α-1)ds+∫

t1

t1
(t2-s)α-1ds)=

M1

Γ(α+1)
(tα
1-tα

2+2(t2-t1)α).

由tα 及t在[0,1]是一致连续的可知TΩ ⊂C[0.1]是等度连续的.根据Arzela-Ascoli引理可得T 是全连

续的.
定理1 设f∶[0,1]×R→R连续,如果满足条件

(H)存在常数a,b>0使得|f(t,x)|⩽a+b|x|r-1,1<r⩽Pm,其中
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3·61/(Pm-1)max{b1/(Pm-1),b1/(PM-1)}
2Γ(α+1)(2Γ(β+1))1/(PM-1) <1. (7)

则边值问题(4)至少有一个解.
证明 定义Ω={x ∈C[0,1]|x=λTx,λ∈ (0,1)}.下面证明Ω 是有界的.
事实上,对 ∀x ∈Ω,由(H)可得

|Af(t,x(t))|=
1

2Γ(β)∫
1

0
(1-s)β-1f(s,x(s))ds ⩽

1
2Γ(β)∫

1

0
(1-s)β-1|f(s,x(s))|ds⩽

1
2Γ(β)∫

1

0
(1-s)β-1(a+b|x|r-1)ds⩽

1
2Γ(β+1)

(a+b‖x‖r-1
∞ ). (8)

从而有

|Af(t,x(t))+Iβ
0+f(t,x(t))|⩽|Af(t,x(t))|+|Iβ

0+f(t,x(t))|⩽|Af(t,x(t))|+
1
Γ(β)∫

t

0
(t-

s)β-1|f(s,x(s))|ds⩽|Af(t,x(t))|+
1
Γ(β)∫

t

0
(t-s)β-1(a+b|x|r-1)ds⩽

3(a+b‖x‖r-1
∞ )

2Γ(β+1)
.

  考虑到不等式 (x +y)p ⩽2p(xp +yp),x,y,p >0,以及xk ⩽x +1,k∈ [0,1],x >0,可知对

∀t∈[0,1]有

|Bf(t,x(t))|=
1

2Γ(α)∫
1

0
(1-s)α-1φ-1

p(s)(Af(s,x(s))+Iβ
0+f(s,x(s)))ds ⩽

1
2Γ(α)∫

1

0
(1-s)α-1φ-1

p(s)(|Af(s,x(s))+Iβ
0+f(s,x(s))|)ds⩽

31/(Pm-1)·21/(Pm-1)

2Γ(α)(2Γ(β+1))1/(PM-1)∫
1

0
(1-s)α-1(a1/(P(s)-1)+b1/(P(s)-1))ds+(

∫
1

0
(1-s)α-1b1/(P(s)-1)‖x‖∞ds) . (9)

因此,

|x(t)|⩽|Iα
0+φ

-1
p(t)(Iβ

0+f(t,x(t))+Af(t,x(t)))|+|Bf(t,x(t))|⩽Q∫
t

0
(t-s)α-1(a1/(P(s)-1)+

b1/(P(s)-1))ds+Q∫
t

0
(t-s)α-1b1/(P(s)-1)‖x‖∞ds+

Q
2∫

1

0
(1-s)α-1(a1/(P(s)-1)+

b1/(P(s)-1))ds+
Q
2∫

1

0
(1-s)α-1b1/(P(s)-1)‖x‖∞ds, (10)

由(7)式与(10)式可知存在常数M 使得 ‖x‖∞ ⩽M.
根据Schaefer不动点定理,可知T 在Ω 上存在一个不动点,即边值问题(4)至少存在一个解.

3 例 子

例1 考虑边值问题

D3/4
0+φ(t2+4)(D

3/4
0+x(t))=sint+

1
100x

2,t∈ (0,1),

x(0)=-x(1),φp(0)(D
3/4
0+x(0))=-φp(1)(D

3/4
0+x(1)),

ì

î

í

ïï

ïï

其中f(t,x(t))=sint+
1
100x

2,p(t)=t2+4,α=β=3/4,取r=3,a=1,b=1/100,则有Pm =4,PM =

5,f(t,x(t))⩽1+
1
100x

2, 3·61/3·(0.01)1/4

2Γ(3/4+1)(2Γ(3/4+1))1/4
<1.由定理1可知边值问题(4)至少有一个解.
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Existenceofsolutionsofboundaryvalueproblemsforaclassof
fractionaldifferentialequationswithp(t)-Laplacian

ZhangDi,LiuWenbin,ZhangWei

(CollegeofMathematics,ChinaUniversityofMiningandTechnology,Xuzhou221116,China)

Abstract:Inthispaper,byusingschaeferfixedpointtheorem,wepresentanexistenceresultforthesolutionoffractional
differentialequationswithp(t)-Laplacianoperator.Anexampleisgiventoillustratetheresearchresult.p-Laplacianoperatoris
aspecialformofthep(t)-Laplacianoperator,ourpapergeneralizesandenrichestheexistingresults.

Keywords:fractionaldifferentialequation;boundaryvalueproblem;p(t)-Laplacianoperator;Schaeferfixedpointtheo-
rem
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