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关于非扩张映射上三类问题公共元的迭代算法 
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摘 要：基于 Hilbert空间的非扩张映射的一类问题的解或两类问题的公共解已给出了相应的迭代算法．针 

对非扩张映射上的广义均衡问题的解集，不动点集及变分包含问题的解集的公共元问题，提出了一种迭代算法，获 

得一强收敛定理和若干相关的推论． 
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设 H为实 Hilbert空间，其内积和范数分别表示为<．，．>，ll·ll，C为 Hilbert空间中一非空闭凸子集． 

映射 T：c— c称为非扩张映射，如果满足 lj Tx—Ty ll三三三II z—Y I{，V X，Y∈C．用 F(T)表示 T的不动 

点集 ，即 F(T)==={z∈ C，Tx— }． 

设二元函数 ，：C×c— R，R为实数集，A：C— H为一非线性映射，所谓的广义均衡问题为：求解 ∈C 

使得 

f(x， )+ <Ax，Y—z>三三=0，V Y∈ C， (1) 

其解集记为 GEP(，，A)． 

特别地，如果 A三 0，则问题(1)为一般的均衡问题，即求 ∈C使得 

f(x， ) 0，V Y∈ C， (2) 

记其解集为 EP(-厂)． 

当f三 0时，则问题(1)成为变分不等式问题，即求 X∈C使得 

<Ax，Y— > 0，V Y ∈ C， (3) 

其解集记为 VI(C，A)． 

2009年 ，Yonghong Yao L】 提出了一种新的迭代算法来解决非扩张映射的不动点问题，即 

fY 一Pc[(1一口 ) ]， 

【Xn+1： (1一 ) + Ty ， 

在适当的条件下，序列{ )强收敛于 F(T)中的一点． ． 

2009年，Jintana JoomwongE 提出了一种迭代算法来解决非扩张映射族的不动点问题，即 

fy 一 Pc[(1一口 ) ]， 

Iz井l一 (1一 ) + T Y ， 

证明了在适当的条件下，序列{ }强收敛于 F( )中的一点． 

与此同时，又有许多学者把不动点问题，变分包含问题和变分不等式问题等结合起来，提出了一些新的 

迭代算法，以此来研究寻求他们的相关公共元的问题． 

2007，ShangE。 等人提出一种新的迭代算法，用来寻求非扩张映射的不动点集和变分不等式问题的解集 
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的公共元．即z ===a 厂(z )+ z +7．SPc(I—r．B)z ，V 1，证明了在一定的条件下，所生成的序列 

{z }强收敛于一点 2∈ F(S)n VI(C，B)． 

2008，Chang[4 等人研究了一个寻求变分包含问题的解集和非扩张映射不动点集合的公共元的迭代方 

法，即对任意的z。一z∈H，Y 一 J (z 一,tAx )，Xn+ 一a z+(1一a ) ，V 三三三0，其中 J 一 (I+ 

IM) 为预解算子． 

受文献[1—4]的启示，本文结合广义均衡问题，提出了一种迭代算法，得到了广义均衡问题的解集和非 

扩张映射族的公共不动点集及变分包含问题的解集的公共元，获得一个强收敛定理和若干相关的推论．所 

得结果推广了文献[1—2]等的相关的结果． 

1 预备知识 

设 H为实 Hilbert空间，C为 Hilbert空间中一非空闭凸子集． 

设B：H— H为一单值的非线性映射，M ：H一 2 为一多值映射，研究如下变分包含问题：求U∈H， 

使得 ∈B(“)+M( )，其中 为H 中的零向量，记其解集为 I(B，M)． 

定义 1[5 多值映射M ：H一 2 称为单调的，如果对 V ， ∈H 以及 V f∈M：c，g∈My，有< — ， 

，一g) 0．单调映射M ：H一 2 称为极大单调的，如果( ， )∈H×H，( 一3，， 一g>三三三0对 V( ，g)∈ 

G(M)，有 ∈D(M)，f∈M(z)，其中G(M)一 {(z， )∈H×H ：Y∈M(z)}为映像 M 的图像． 

定义 2 映射 B：H— H称系数为 逆强单调算子，如果存在一常数 > 0使得<Bx一 ，z— )三三= 
1 

卢【l 一A 『l ．如果B是 逆强单调算子，那么B必是去一Lipschitz连续的． p 

引理 1_6] M ：H一 2“为一极大单调映射，B：H— H为 Lipschitz连续映射，那么映射 S—M+B： 

H一 2 为一极大单调映射． 

由极大单调算子的满射性，如果M：H一2H是极大单调的，B：H— H系数为口的逆强单调算子且 ∈ 

(0，2 )，那么 I(B，M)非空且为闭凸的集合． 

定义 3[6 ] 设映射M ：H一 2 为极大单调的，将预解算子 ．厂 定义为：J 一 (卜卜 )一， > 0． 

容易证明预解算子是非扩张的，单值的且系数为 1的逆强单调算子，即(z— ，J —JM,~Y>三三=ll J CC 
— JM,~y ll ，V．72，Y∈ H． 

此外，U是变分包含 ∈B(“)+M(“)的解当且仅当U—J (I一,tB) ， > 0，即变分包含问题的解是 

预解算子 ．厂 (卜一 )， > 0的不动点，其中B：H— H系数为 的逆强单调算子． 

定义 4l_8 设 H 是一个实 Hilbert空间 ，C是 H 中一非空闭凸子集，“∈ H 为一给定的点．如果存在唯 

一 的 ∈C使得 _l 一 lj===rain l1 一 lI，V ∈C，则称 是 在C上的度量投影，记为 —P。( )．易 

知它是非扩张的且有以下结论成立：(i)ll Pcz—Pc ll 三三三(Pcz—Pc ，z— )，V z， ∈H；(ii)Pcz∈C， 

(z— Pcz，Pcz— )三三三0，V Y∈ C；(iii)z∈ Ⅵ (C，A)甘 — Pc(2一iAz)， > 0． 

定义5l_1 设 T：C— C为非扩张映射，对 t∈(0，1)，定义一个压缩映射：r,x—TPc r-(1一t)x3，V．7C∈ 

c，由Banach压缩映像原理可知， 存在唯一的一个不动点 一 TPc[(1一t)z ]． 

引理 2l】] C是 Hilbert中一非空闭凸子集，T：C— C为一非扩张映射，且 F(T)≠ ，对任意的t∈ (0， 

1)，网{z )由定义 5所确定，那么当 t一 0时，{z )强收敛于 T的一个不动点． 

引理3l_g 设 K为 Hilbert空间中一非空有界闭凸子集 ，{T )，( 一1，2，⋯)为一组从 K映到K 的映射 ， 

如果 lira{sup ll Tkz—Ttz ll： ∈K}<。。一0，那么对任意的z∈K，序列{T．x}强收敛于K中的某一点． 

定义映射 T：K— K为Tz— limT．x，V z∈K，这时，limsup{ll T —Tz II：2∈K}一0． 
H—}∞  "—-∞  

为研究均衡问题 ，通 常假设 ：(a )f(x，lz)一 0，V z∈C；(a。)f(x， )+f(y，z) 0，V ， ∈ C；(a。) 

limf(t~+(1一t)x， )三三三f(x， )，V ， ， ∈C；(a )Vz∈C， 『一厂(z，_)，)是凸且弱的下半连续的． 

引理4口 “ 设 C是 Hilbert空间中一非空的闭凸子集，，：C×C—R满足条件(n )～ (口 )，那么对任 
1 

意 ，．> 0和 ∈H，则存在 2∈C使得f(z， )+<Az， 一 )+土( — ， 一z>三三=0，V ∈C．进一步地， 
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定义映射 ：H—c如下T (z)一{z∈C；f(z， )+(Ax，y—z)+ ( —z， —z>三三=0，V Y∈C}， 
l J 

Vz∈ H，则以下结论成立：(i)T 是单值的；(ii)T 是稳定非扩张(firmly nonexpansive)映像，即 Vz，Y∈ 

H有 lI T —Try lI。 <T —T Y，z— >；(iii)F(Tr)一GEP(，)；(iv)GEP(f)是闭凸的． 

引理5[1 设 口件， (1一 )口 +b ， 三三=0其中{口 ) (0，+。。)，{b }c (0，+。。)，{ }c [O，1)．若 

如下条件满足：(i)∑ 一CxD；(ii)limsup bn 0或者∑ l b t<。。，那么limn 一0． 
：= ”一。。 ：： n一。。 

引理6l_1。 设C是实 Hilbert中一非空闭凸子集，丁：C— C为一非扩张映射．那么 卜一T在 处是半闭 

的．即，如果 弱收敛于 ∈ C且 z 一Tx 一 ，那么有 ： Tx． 

引理 7[1 设{ )，{z )为Banach空问E中的两个有界序列，{ )c [0，1]且0< liminfp． limsupf1． 

< 1，如果 z 一 (1一 ) + z ， 三三三0且有limsup(Il 一 II一 【I 计 一z II) 0，那么lim II z 一 

lI一 0． 

另外，在实 Hilbert中，V-z，Y∈H 和 ∈[0，11有下式成立： 

ll +(1—2)y ll ：== l】z ll。+(1一 )II y lI 一 (1一 )II z—Y ll ． 

2 主要结果 

定理 1 设 C是实 Hilbert中一非空闭凸子集，-厂：c×C— R满足条件(n。)一(口 )，A：C— H是一系 

数为a的逆强单调算子，B：H— H是一系数为卢的逆强单调算子，M ：H一 2 为极大单调映射，T ：C— 

C(n一 1，2，⋯)是一非扩张映射无限族．设 ∈(O，2a)，2 ∈(0，2 )，{口 }，{ }为(0，1)中的序列，如果 

：一GEP(厂，A)n n F( )n I(B，M)≠ ．{ )由以下迭代算法生成：x ∈C 
n竺 l 

， 1 

I“ ：f(u ， )+(Ax ，y一 )+ ( 一 ，“ 一z > 0，VY∈C， l 

J ===JM． ( 一 Bu )， 

lY 一P [(1一a ) ]， 

【z井1===(1一 ) + T Y ； 

且有以下条件满足：(i)lima 一0， a 一 o。；(ii)0< liminff1． limsupf1．< 1；(iii)0< liminfr 
H一 ∞  一 1 一 o。 n 。。 "一 ∞  

limsupr < 2a，lim I l— r I===0，0< limin limsup2 < 2J9， 
n—- 00 ”—’ 00 —+ 。。 —-。。 

对于 H 中的任意有界闭凸子集 K，如果{ }，T如引理 3所述且满足 F(T)===n F(T )，那么序列 { } 

强收敛一点 ，其中 z∈ ． 

证明 分以下步骤对定理进行证明． 

第 1步 证明{ }，{U }，{ }，{Tnx )，{T U }，{T．y }，{T．v }均为有界序列．由引理 4可知 一 

T (z 一 Az )．任取 P∈ ，显然 P===T (户一r．Ap)．那么 

lI U 一P ll ll( 一，． A )一(p—r．Ap)}l一 z 一P II。一2 (z 一P， 一Ap)+ 

r：ll Ax 一Ap ll II 一P Il。一2r a Il 一Ap Il。+r：ll Aw 一Ap II 一 

Il X 一P Il 一 (2a一 )Il 一Ap ll lI X 一P lI ． (4) 

由J㈨ 是非扩张的，B是逆强单调算子以及P—J (p— Bp)，结合(4)式得 

I 一P ll ll(甜 一 Bu )一( — Bp)lI ll U 一P ll 一2 (2卢一 )_】Bu 一Bp ll。 

ll z 一P Il 一 (2a—rn)Il 一Ap ll。一 (2 一 )【】Bu 一Bp l1 ll z 一P II ， (5) 

于是 

Il z井 一P ll (1一 )【_z 一P Il+ Il y 一P Il (1一 )ll 一P tl+ ll(1一a ) 一P lj 

(1一 )ll 一P lI+ {(1一口 )lI 一P II+a II P Il} (1一a )lI z 一P II+a．fl Il P lI 
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max{ll 一P ll，ll P ll} 

max{II z 一P ll，II P II)． 

由此可见，序列{z }是有界的．易见{ }，{ }，{T．x }，{T．y )，( 口 }，(T．u }也是有界的．不失一般 

性，可取有界闭凸子集 K c c使得{ )，{ }，{T z )，{T．y }，{T．u }c K． 

第 2步 证明lim lI J什。一z ll一0． 

由 U 一 T。(z 一r．Ax )，则有以下两式成立 

，(Un+l，“)+ < l，U一 1>十二 (U一“ 1，“升1一z 1>三三=0，V U∈ C， (6) 
T'm}-I 

f(u ，“)+ <Ax ，U— U )+ < 一U ，U 一 >三三=0，V U∈ C． (7) 
，” 

令(6)式中U= U 和(7)式中U—Umt-。，则有 

厂( l，U )+ ( 计1，U 一 1>+— <U 一“ 1，“ 1一z 1>三三=0， (8) 
， 1 

f(u ，“计1)+ <Ax ， 什l— U )+ (“ 1一U ，U 一 )三三=0， 、 (9) 
， H 

(8)和(9)式相加并由厂的单调性得 

< 外1一 Ax ，" 一 井1>+ <H 一 tt 1， 二 一 Un m Xn) 0
． 

，井 1 r 

类似于式(4)，可知 卜一r A是非扩张的，因此 

0 < 一U~t-1， ( 1一 )+= (“什1一 1)一( 一 )> 一 ll 一“井1 lI + 

ll“ 一 1 ll{ll(z计1一t-nAx 1)一( 一r．Ax )_I+l 1一 ll I“ l— 抖1 II} I r 
1 J 

— I1 一 卅。ll z+}l“ 一 。ll{I1 z 一 fl+l 1一 1I l“什 一z卅 Il I， 
I ，， 1 J 

化简可得 

l1 M 一“ ll II z井 一 II+l 1一 竺_-II l H 一 I1． (10) 
， 1 

记 z 一 T．y ，由(10)式 

『l 2 1一z 『l 『l 1 1一 1Y ff+ 『I 斗1Y 一 fI lI(1一a井1)“计1一(1一a ) fI+ 

Il T Y 一T y ll lI“井 一U Il+a II 抖 ll+a II lI+ l_7 Y 一T．y lI 

If 井1一z ll+I 1一 II I 外1一 什l l1+a 1 ll 抖1 ll+ 
， 1 

a l1 U lI+sup{jI T t—T t lI：t∈K)， 

于是 II 一z II— Il 计 一z II I 1一 ll l“ 一 抖。Il+a井 II“井 II+a II II+sup{ll T井 ￡一 

T．t II：t∈K}，所以limsup(I【2抖 一z II— Il z计 一 【I) 0．由引理 7得lim lI 2 一 }l=：：0．从而 

lira II z 一 ll===lim lI(1一 )z + 一z ll：lim II 一 ll一 0． 

第 3步 证明当 n— C×3时，If z 一U lI一 0，II 一U ll一 0，f_ 一z ll一 0和 ll Y 一z II一 0， 

l1 一T 1l一 0，l1 一 ll一 0，l】Y ～ lI一 0． 

先证明lim ll Ax 一Ap Il一0和lira fl 一Bp ll一 0．为此，任取 P∈ ， 

『J Xrrl-1一P lj 1一 )l J z 一P J J + J J 一P f J。 (1一 )J J z 一P IJ + 

{(1一a )II Vn—P lI 一2a (1一口 )( 一 ， >+a lI P lI } (1一 )ll z ～P『l + 

{(1一口 )lI 一P Il。+2a II 一P ll lI P ll+a ll P II )≤ (1一 )lI z 一P ll + 

{ll 一P ll ～ (2a一 )ll Ax 一A ll 一 (2p- )If Bu 一B 『I。)+3 口 M 
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Il z 一P 1I 一 ，． (2a一 )l_ 一却 II 一 (2／3-- )lI Bu 一却 ll +3 a M ， (11) 

其中M ===sup{lI 一P ll lI P ll，ll P Il ， ≥ 1}．从而 

r (2a— )lI 一Ap ll。三三三1I 一P II 一 ll z计 一P ll。+3 口 M 

ll z计 一z ll(1l z 一P lI+ ll z井。一P l1)+3 a M ， 

故lim ll Ar 一Ap l_：==0．同理lira _l Bu 一Bp lI一 0． 
”一 ∞  "一 ～  

由引理 4有 

ll Un—P ll。三三三(( 一r．A) 一( 一 A) ，“ 一户>一告{1I(J—r．A)x 一( —r．A)_l + 

ll“ 一P ll 一lI( 一 A)z 一( —r．A)P一(“ 一 )II } 专{lI 一P l_。+ 

1I z 一P 1l 一 lI(z 一U )一 (Ax 一Ap)Il )， 

化简得 

I Un—P l】 三三三II z 一P II 一 Il 一 ll。+2 (z 一U ， 一Ap)一 Il Az 一Ap ll 三三三 

ll z 一P ll。一 ll 一U ll +2 (z 一U ，Ax 一Ap)． (12) 

又 ll 一P ll lI甜 一P ll。一 (2卢一 )1I 一Bp ll {I U 一P lI。，因此 

ll z计 一P Il 三三三(1一 )ll z 一P lI + {(1一a ) 一P 1l。一2a (1—0／n)( 一 ， >+a l】P}I }三三三 

(1一 )II 一P JI + {(1—0／n)ll 一P ll 一2a (1一a )< 一P， )+a ll P II } 

ll 一P ll 一 ll z 一U 1l +2r 卢 (1一a )ll 一“ II ll 一Ap II+3 a M ． 

移项可得 

lI z 一“ lI 三三三1I Iz 一P 1l 一 ll 计 一P ll 十2r．fl (1一a )II 一U ll ll 一Ap lI+3 a M 一 

(1l 一P Il+ l】z计 一P lI)II 一z井 ll+2r．fl (1一a )ll 32 一 Il ll Ar 一Ap ll+3 a M ， 

所以lira ll z 一“ Il。一 0． 

另一方面， 

Il 一P lI 一 lI JM (J— B) 一JM ( — B) ll 二三三((J— B)“ 一(J— B)P， 一 )一 

{ ( — B)“ 一( — B)P II。+ II 一P ll 一 lI( — B) 一( 一 B) 一( 一 )ll } 
厶 

{Il 一P ll + II 一P Il 一 Il( 一 )一 (Bu 一却 )lI }一 1{II 一P ll + 

lI 一P ll。一 ll 一 Il +22t (“ 一 ，Bu 一B >一 ：lI Bu 一Bp lI )， 

化简得 

ll 一P l}。三三三1l z 一P Il 一 ll“ 一 1I +2 lI“ 一 li Il B 一B ll， (13) 

因此 

ll 计 一P lI。三三三(1一 ){l z 一P II + (1一a )【l 一P II +3ad? M ll 一P ll 一 

(1一a )ll“ 一 l_ +2 (1一a )ll M 一 ll ll B 一却 l_+3a 』9 M ， 

从而 

(1一a )lI z 一 ll 三三三ll Lz 一P ll 一 II Xrt+ 一P Il +2r (1一a )ll z 一 

“ 1I ll Az 一Ap ll+3 a M 一 (1l z 一P ll+ II Xn+ 一P l_)II z 一 

z l_+2r p (1一a )ll z 一U lI Il Ax 一Ap Il+3 口 M ， 

由此可得lim Il 一 ll===0．又 1l z 一 Il— ll 一 ll+ Il z 一“ _l，从Nilim 一 lI一0．显 

然 1I z 一 lI≤ ll(1一a )(z 一"On)+a z II (1一a )1I z 一 ll+a II z”II，所以， II z一一Y _l一 

0．而 ’ 

lI z 一T z II三三三ll z 一z计 ll+ _l 计 一T．x 1I 11．z 一z -11+(1一 )1I 一 ”1l+ 

II T 一T z ll三三三ll z 一z II+(1一 )II z 一T 5C I L+ iI(1一a ) 一 ll三三三 

II Xn—z计 II+(1一 )ll z 一T z l】+ {(1一口 )l1 一z 【_+a lI 1I}， 
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ll ～ z lI lI 一z 。IJ+ {(1一a )II 一z II+a II II)， 

从而有 li m I1 一T I1— 0．又 l1 一T I1= l1 一"Ix +T z 一T z Il l1 一T I1+ 

ll T．x 一 lI II z 一T．x ll+sup{ll T．x一亿 lI：z∈ K}，及 ll Y 一 ll ll Y 一z ll+ 

ll z 一 ll+ ll 一ry lI≤ 2 ll Y 一z ll+ ll z 一 ll，因此lira ll z 一 ll一 0，li m ll Y 一 

ry ll= 0． 

第 4步 证明{z }强收敛于 2∈ F(T)一 n F( )． 

设{z }由定义 5所确定，由引理 2知，当t一 0时， 一 z其中2∈F(T)． 

接下来，证明limsup<2， —Y > 0，显然 Y ∈C．所以 

ll 一Y lI = Il 一 + 一Y Il = Il z 一ry Il +2<x 一ry ，ry 一Y >+ 

lI ry 一Y II ll 一 fI +2<x 一Y ，ry 一Y >一2<ry 一Y ，ry 一Y )十 

lJ ry 一Y lJ。≤ fl TP E(1一t)x ]一ry lI。+2 ll 一Y ll II ry 一Y lI一 

{l ry 一Y I1 I1(1一t)x 一Y ll。+2 I{z 一 II Il 一 I1 

II 一Y ll。一2t(x 一Y ，五)+t。ll fI +2 ll 一Y ll lI ry 一Y ll 

ll z 一Y lI。一2t(x 一Y ，五>+M {t。+ Il 一Y lJ)， (14) 

其中M2一sup{Il五 I1 ，2 lI z 一Y l1)，V ∈N．~It]limsup(1imsup(x 一Y ， )) 0．又 

( ， — Y >一 < ， — >+ ( — z" 一Y >+ <矗 ，丑 一 Y ) 

(z，z一五>+ ll 一五 ll ll而一Y ll+<五，z 一Y ) 

< ，2一五>+M2 ll 一 I_+(zt， ￡一Y >， 

从而可得limsup(2，2一Y > 0． 

进一步地，<z，2一 >= <2，z—Y >+<2， 一 >+<z，Y 一z )，所以 

limsup( ，2一 > 0． (15) 

因此 

ll z 一 lI。 (1一 )ll 一2 ll + }i Y 一2 ll。 (1一 )ll z 一z l1。+ II(1一a ) 一 II 

(1一 )ll 一 ll。+ {(1一口 )ll 一2 lI +2a (1一口 )< ， 一 >+a：ll 2 l】。}≤ 

(1一 )II 一2}I + (1一口 )II 一z II +口 {2(1一口 )( ， 一 )+口 II 2 II } 

(1一口 )ll z 一z ll。+口 {2(1一口 )< ， ～ >+口 II ll。)． 

由引理 5可得lira Il z 一 ll一0． 

第 5步 证明 z∈GEP(，，A)． 

因 一 故也弱收敛于z．因为lim【l z 一U ll一0，则{U )也弱收敛于 ． 

由 U = T (卜一r A) 和条件(n：)得 

<Ax ，Y—Un>+ < 一 ， > f(y， )，V ∈ C． (16) 

对任意Y∈C，令 一 +(1一s)z，s∈ (0，1]，则 ∈ C．将 代替(16)中的Y有(Ax ， 一U )+ 

< 一Un，Un--X~ )一-厂( Un) 0，显然 ， 
， n 

<Az ， 一Un> <Az Zs—Un)一 (Asc ， 一Un>一 ( 一Un，Un--Xn)+f(z ， )一 
， n 

<Az 一Au ， 一Un)+ (Au 一 ， 一Un>一 < 一Un， _二 )+，( Un)． 
，． 

因 A是口逆强单调的，那么f(z ，Un) (Az ， 一“ >+( 一“ ， )一<A“ 一 ， 一Un>，A又 
， 

是 一Lips矗itz连续，则 If Au 一Ax Jf一 0．易知 一 0，那么由( )有 
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f(z ， ) lim 。。f(z ，u ) lim 一。。(Az ， 一2>一 (Az ， 一z)， 

故 由条件(a )，(a4)有 0一f(z ， )三三三sf(2 ， )+(1一s)厂(z ，2) ( ， )+(1一s)(Az ， 一2>一sf( ， 

)+ (1一s)s(Az ，y一2>，因此 f(z ， )+(1—5)(Az ，Y一2)三三=0，让 s一 0，则有 f(z， )+ (Az，y— )三三= 

0，即证得 z∈GEP(厂，A)． 

最后证明 2∈I(B，M)．因为B是 一Lipschitz连续的单调映射且D(B)一H．由引理 1可知M+B是 

极大单调的．取( ，g)∈G(M+B)，那么g—By∈M( )．又因 一JM ( 一 B“ )，显然有 u 一 B 

∈ (J+ M )( )， 

也就是 _- 二 ∈M(~un)．由M+B的极大单调性，有 

( — ，g—By一÷(“ 一)t~Bu 一 )> 0， (17) 

所以( 一 ，g> ( 一 ，By+· (“ 一 Bu 一 )>三三三< 一 ，By+By 一By 一Bu +÷(“ 一 )>≥ 

( 一 ，By 一Bu )+ ( 一73 ，÷(乱 一 )>． 

由第 3步的结论可知 Il 一73 ll一 0，Il Bu 一By Il一 0和 弱收敛于z，那么 

< 一 ，g>斗 ( — z，g) 0， 斗 oo． 

因此 0∈ (M +B)(z)，也就是 2∈ I(B，M)．综上可得 z∈ ． 

推论 1 设 C是实 Hilbert空间中一非空闭凸子集，厂：C×C— R满足条件(口。)～ (n )，A，B：C— H 

是系数分别为a和口的逆强单调算子，T ：C—C(n一1，2，⋯)是一非扩张映射无限族．设 ∈(O，2a)， ∈ 

(0，2卢)，a }，{ )为(o，1)中的序列．如果 ：一GEP(厂，A)n n
．

F( )n VI(C，B)≠o．序列{ }由以下 

迭代算法生成 ：x ∈ C， 

1 ：f(u ， )+(Az ，y一 >+ ( 一 ， 一 > 0，V y∈Cr 

J ：==P c 一 B ， n 
IY 一Pc[(1一口 ) ]， 

【Xn+ 一 (1一 )z + T Y ， 

且有以下条件满足 ：(i)lima 一 0，lim a 一 cxD；(ii)0< liminf／3~ limsup／3．< 1；(iii)0< liminfr，， 
”一 。。 n一 。。 —  ”一 。。 一 o。 n 一 。。 

limsupr < 2a，lim l r计1一 I一0，0<liminD, limsupA <2p，对于H中的任意有界闭凸子集K，{T }， 

T如引理 3所述且满足 F(T)一n F(Tn)，那么序列{．2c }强收敛一点 z，其中 ∈ ． 

证明 在定理 1中，令 M — a ：H 一 2”，其中，a ：H — Eo，。。)为 c中的指标函数， 一 

{+O,x。。ff，zC c．已知次微分a 毫极大单调算子，那么变分包含问题就等价于变分不等式问题，而且．，㈨一 
P ．即证得结果． 

令推论 1中A—o，B一0，f(x， )一0， 一1，其他条件不变，则有 

推论 2E。 设 C是实 Hilbert空间中一非空闭凸子集，T ：C— C其中 一 1，2，⋯ 为一组非扩张映射， 

{a }，{ }是(0，1)中的序列，序列{ )由以下迭代算法生成： 升 一(1-／~)x +tinT Pc[(1一a )z ]，且有 

以下条件满足：(i)lima 一0，lim ：a 一o<D；(ii)0<liminffl~ limsupfl,,<1， 
+ ∞ ”一 。。_  ”一 。。 ”一 。。 

对于H中的任意有界闭凸集K，如果{T }，T如引理3所述且使得F(T)一n
，

F(T )≠ ，那么序列 {z } 

强收敛一点 ，其中z∈T(T)．如果令推论 2中的 ：C— C中的 一 1，则可得文献[1]的结果． 
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3 结 论 

基于非扩张映射族上广义均衡问题的解集，公共不动点集及变分包含问题的解集的公共元的问题，提出 

了一种迭代算法得以解决上述问题．此算法具有广泛的应用价值，同时对于求解多问题的公共元问题有一定 

的参考价值．进一步，将研究推广至若干问题的公共元及在 Banach空间上的相应研究． 
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Abstract：Several iterative algorithms have been given for finding the set of solutions for a kind of problems and the com— 

mon solutions for two kinds of problems about nonexpansive mappings in Hilbert space．In this paper，an iterative algorithm is 

proposed for finding the common elements of the solution set of generalized equilibrium problems，fixed points set and varia— 

tional inclusion problems．As a result，a strong convergence theorem and several related inferences are obtained． 

Keywords：generalized equilibrium problem；a family of nonexpansive mapping；fixed point 


