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具有最大Aα-特征值的符号完全图

张林,李丹

(新疆大学 数学与系统科学学院,乌鲁木齐830017)

摘 要:符号图Σ = (G,σ)由它的底图G =(V,E)与符号函数σ∶E→{-1,1}组成.设α∈[0,1],Belardo
定义符号图Aα-矩阵为:Aα(Σ)=αD(G)+(1-α)A(Σ),其中A(Σ)是符号图Σ的邻接矩阵,D(G)是G 的度对角

矩阵.设Kn 表示n阶完全图,T 表示树.设(Kn,H-)表示负边导出子图是 H 的符号完全图.当0.5<α<1时,确定

了符号图(Kn,T-)的最大Aα-特征值达到最大时T 的结构.
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1 预备知识

设G=(V(G),E(G))是一个简单连通图,其中V(G)={v1,v2,…,vn}和E(G)={e1,e2,…,em}分别

称为图G 的顶点集和边集.若vivj ∈E(G),则vi,vj 在图G 中相邻,记作vi ~vj;否则vi,vj 在图G 中不

相邻,记作vi-vj.图G 的邻接矩阵A(G)=(aij
)n×n.当vi,vj 相邻时,aij=1;否则aij=0.符号图源于社会网

络,最早由HARARY[1]提出并开始研究,他将图的每条边加权+1(两人有正面合作关系)或-1(两人有负

面合作关系).符号图Σ=(G,σ)是由图G=(V,E)与符号函数σ∶E→{-1,1}组成,其中图G 是其底图,

σ 是符号图Σ 的符号,用±1来表示边的符号.设 M =M(Σ)为符号图Σ=(G,σ)的实矩阵,且Pλ(M)=
det(λI-M)是M-多项式,称M 的谱为符号图Σ的M-谱.一般地,将M 的谱表示为λ1(M)⩾λ2(M)⩾…⩾
λn(M).定义符号图Σ=(G,σ)的邻接矩阵为A=A(Σ)=(σij).若顶点vi 和vj 之间连正边,则σij=1;若顶

点vi 和vj 之间连负边,则σij =-1;否则为0.如果符号圈包含偶(奇)数条负边,则称其是正(负)圈.若符号

图的所有圈均为正圈,则称其平衡;否则称其非平衡.一般图可以看作是所有边均为正的(平衡)符号图.
2017年,NIKIFOROV[2]提出一般图的Aα-矩阵:Aα(G)=αD(G)+(1-α)A(G),其中α ∈ [0,1],

A(G)是图G 的邻接矩阵,D(G)=diag(dv1
,dv2

,…,dvn
)是G 的度对角矩阵,dvi

表示顶点vi 的度,即与顶

点vi 相连的边数.显然,Aα-矩阵是A(G)和D(G)的凸组合,且A0(G)=A(G),A1(G)=D(G).Aα-矩阵特

征值模的最大值称为Aα-谱半径.关于Aα-谱半径的相关研究成果详见文献[2-7].类似地,当α∈[0,1]时,

BELARDO等[8]定义了符号图的Aα(Σ)-矩阵:Aα(Σ)=αD(G)+(1-α)A(Σ),其中A(Σ)是符号图Σ 的

邻接矩阵.设Kn 表示n阶完全图.Pr,Cr 和K1,r-1 分别表示r阶的路,圈和星图.设Ds,t 是在P2 的两个端点

分别悬挂s和t个悬挂点得到的图.设(Kn,H-)表示负边导出子图是H 的符号完全图.设λ1(Σ)表示符号图

Σ 的Aα-矩阵的最大特征值.当α=0时,已有一些关于λ1(Σ)的研究.KOLEDIN等[9]在固定阶数、边数和负
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边数的连通符号图中刻画了λ1(Σ)最大的极图,并猜想:负边数为k(k<n-1)的n阶符号完全图中λ1(Σ)
最大的极图为(Kn,K-

1,k).AKBARI等[10] 证明了此猜想.KAFAI等[11] 在所有符号图(Kn,U-)中刻画了

λ1(Σ)最大的极图,其中U 是Kn 的单圈子图.LI等[12]在负边导出子图为生成树的所有非平衡符号图中刻画

了λ1(Σ)最大的极图.更多结果见参考文献[13-15].受到以上文献启发,本文将考虑当0.5<α<1时,符号

图(Kn,T-)的λ1(Σ)达到最大时T 的结构,其中T 为树.

2 主要结论

设λ 为Aα(Σ)-矩阵的特征值,则由Aα(Σ)X =λX 可得顶点v 对应的特征等式如下:λ(Aα(Σ))xv =
αdvxv +(1-α)∑

u~v
σuvxu.

引理1 令r,s和t是符号图Σ的不同顶点且X=(x1,…,xn)T 是λ1(Σ)对应的单位特征向量.设Σ'是

转换Σ 的正边rs和负边rt的符号得到的图.若xr ⩾0,xs⩽xt 或者xr ⩽0,xs⩾xt,则λ1(Σ')⩾λ1(Σ).
如果xr ≠0或者xs ≠xt,那么λ1(Σ')>λ1(Σ).

证明 因为xr(xt-xs)⩾0,所以

λ1(Σ')-λ1(Σ)⩾XT(αD(G)+(1-α)A(Σ')-αD(G)-(1-α)A(Σ))X =
4xr(1-α)(xt-xs)⩾0.

如果λ1(Aα(Σ'))=λ1(Aα(Σ)),那么X 也是Aα(Σ')的一个单位特征向量.当xr ≠0(或者xs≠xt)时,顶
点s(或者r)所对应的特征等式不成立,因此λ1(Σ')-λ1(Σ)>0.

引理2 假设n,k是任意正整数且n⩾k+1,则λ1(Kn,K-
1,n-1)⩾λ1(Kn,K-

1,k),等号成立当且仅当

k=n-1.
证明 Pλ(Aα(Kn,K-

1,k))=det(λI-Aα(Kn,K-
1,k))=

λ-α(n-1) α-1 … α-1 α-1 α-1 … α-1 1-α
α-1 λ-α(n-1) … α-1 α-1 α-1 … α-1 1-α
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

α-1 α-1 … λ-α(n-1) α-1 α-1 … α-1 1-α
α-1 α-1 … α-1 λ-α(n-1) α-1 … α-1 α-1
α-1 α-1 … α-1 α-1 λ-α(n-1) … α-1 α-1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

α-1 α-1 … α-1 α-1 α-1 … λ-α(n-1) α-1
1-α 1-α … 1-α α-1 α-1 … α-1 λ-α(n-1)

=

λ-α(n-1) α-1 … α-1 α-1 α-1 … α-1 1-α

-λ+αn-1 λ-αn+1 … 0 0 0 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

-λ+αn-1 0 … λ-αn+1 0 0 … 0 0
α-1 α-1 … α-1 λ-α(n-1) α-1 … α-1 α-1
0 0 … 0 -λ+αn-1 λ-αn+1 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 0 -λ+αn-1 0 … λ-αn+1 0
1-α 1-α … 1-α α-1 α-1 … α-1 λ-α(n-1)

=

η α-1 … α-1 (n-k-1)(α-1) α-1 … α-1 1-α
0 λ-αn+1 … 0 0 0 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … λ-αn+1 0 0 … 0 0
k(α-1) α-1 … α-1 μ α-1 … α-1 α-1
0 0 … 0 0 λ-αn+1 … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 0 0 0 … λ-αn+1 0
k(1-α) 1-α … 1-α (n-k-1)(α-1) α-1 … α-1 λ-α(n-1)

=
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(λ-αn+1)n-3f1,k(λ),
其中η=λ-α(n-1)+(k-1)(α-1),μ=λ-α(n-1)+(n-k-2)(α-1),以及

f1,k(λ)=
λ-α(n-1)+(k-1)(α-1) (n-k-1)(α-1) 1-α

k(α-1) λ-α(n-1)+(n-k-2)(α-1) α-1
k(1-α) (n-k-1)(α-1) λ-α(n-1)

=

λ3-(2nα+n-3)λ2-(-n2α2-2n2α+4nα+2n-3)λ+(4k2-4kn+4k)α3+(-n3-
12k2+12kn+n2-12k)α2+(12k2-12kn+2n2+12k-2n)α-4k2+4kn-4k-n+1.

计算可得Pλ(Aα(Kn,K-
1,k))-Pλ(Aα(Kn,K-

1,n-1))=-4(λ-αn+1)n-3(α-1)3(n-k-1).由于n⩾
k+1,那么Pλ(Aα(Kn,K-

1,k))-Pλ(Aα(Kn,K-
1,n-1))⩾0.因此λ1(Kn,K-

1,n-1)⩾λ1(Kn,K-
1,k),等号成立

当且仅当k=n-1.
注意到Pλ(Aα(Kn,D-

s,t))=det(λI-Aα(Kn,D-
s,t))=

λ-α(n-1) 1-α … 1-α 1-α α-1 … α-1 α-1 … α-1
1-α λ-α(n-1) … α-1 α-1 α-1 … α-1 α-1 … α-1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

1-α α-1 … λ-α(n-1) α-1 α-1 … α-1 α-1 … α-1
1-α α-1 … α-1 λ-α(n-1) 1-α … 1-α α-1 … α-1
α-1 α-1 … α-1 1-α λ-α(n-1) … α-1 α-1 … α-1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

α-1 α-1 … α-1 1-α α-1 … λ-α(n-1) α-1 … α-1
α-1 α-1 … α-1 α-1 α-1 … α-1 λ-α(n-1) … α-1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

α-1 α-1 … α-1 α-1 α-1 … α-1 α-1 … λ-α(n-1)

=

λ-α(n-1) 1-α … 1-α 1-α α-1 … α-1 α-1 … α-1
1-α λ-α(n-1) … α-1 α-1 α-1 … α-1 α-1 … α-1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 -λ+αn-1 … λ-αn+1 0 0 … 0 0 … 0
1-α α-1 … α-1 λ-α(n-1) 1-α … 1-α α-1 … α-1
α-1 α-1 … α-1 1-α λ-α(n-1) … α-1 α-1 … α-1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 0 0 -λ+αn-1 … λ-αn+1 0 … 0
α-1 α-1 … α-1 α-1 α-1 … α-1 λ-α(n-1) … α-1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 0 0 0 … 0 -λ+αn-1 … λ-αn+1

=

λ-α(n-1)s(1-α) … 1-α 1-α t(α-1) … α-1 (n-s-t-2)(α-1) … α-1
1-α θ … α-1 α-1 t(α-1) … α-1 (n-s-t-2)(α-1) … α-1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … λ-αn+1 0 0 … 0 0 … 0
1-α s(α-1) … α-1 λ-α(n-1)t(1-α) … 1-α (n-s-t-2)(α-1) … α-1
α-1 s(α-1) … α-1 1-α ω … α-1 (n-s-t-2)(α-1) … α-1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 0 0 0 … λ-αn+1 0 … 0
α-1 s(α-1) … α-1 α-1 t(α-1) … α-1 ψ … α-1
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 0 0 0 … 0 0 … λ-αn+1

=

(λ-αn+1)n-5fs,t(λ),
其中θ=λ-α(n-1)+(s-1)(α-1),ω=λ-α(n-1)+(t-1)(α-1),以及ψ=λ-α(n-1)+
(n-s-t-3)(α-1),
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fs,t(λ)=

λ-α(n-1)s(1-α) 1-α t(α-1) (n-s-t-2)(α-1)

1-α θ α-1 t(α-1) (n-s-t-2)(α-1)

1-α s(α-1) λ-α(n-1)t(1-α) (n-s-t-2)(α-1)

α-1 s(α-1) 1-α ω (n-s-t-2)(α-1)

α-1 s(α-1) α-1 t(α-1) ψ

=

λ5+(-4nα-n+5)λ4+g1(λ)λ3+g2(λ)λ2+g3(λ)λ+g4(λ),且

g1(λ)=2(nα-1)(3nα+2n-5),

g2(λ)=(-4n3-4ns-4nt+4s2+4t2-4n+12s+12t+8)α3+(-6n3+18n2+12ns+12nt-
12s2-12t2+12n+36s+36t-24)α2+(12n2-12ns-12nt+12s2+12t2-36n+

36s+36t+24)α+4ns+4nt-4s2-4t2-2n-12s-12t+2,

g3(λ)=(nα-1)((n3+8ns+8nt-8s2-8t2+8n-24s-24t-16)α3+(4n3-7n2-24ns-
24nt+24s2+24t2-24n+72s+72t+48)α2+(-8n2+24ns+24nt-24s2-24t2+

35n-72s-72t-48)α-8ns-8nt+8s2+8t2-4n+24s+24t+11),

g4(λ)= (-4n3(s+t+1)+4n2(s2+t2+3s+3t+2)+16st(n-s-t-2))α5+(-n5+n4+12n3(s2+
t2+1)-4n2(3s2+3t2-7s-7t-4)-4n(2s2+20st+2t2+6s+6t+4)+80st(s+t+2))α4+
(4n4-4n3(3s+3t+4)+12n2(s2+t2+s+t)+4n(6s2+6t2+40st+17s+17t+11)-160s2t-
160st2+4s2-320st+4t2+12s+12t+8)α3+(n3(4s+4t-2)+n2(-4s2-4t2+12s+12t+
22)-n(24s2+24t2+160st+60s+60t+36)n-12t2+320st)+(160st2+160s2t-12s2+
320st-12t2-36s-36t-24))α2+(-n2(8s+8t+4)+n(8s2+80st+8t2+12s+

12t)-80s2t-80st2+12s2-160st+12t2+36s+36t+24)α+(-16st+
4s+4t+3)n+16s2t+16st2-4s2+32st-4t2-12s-12t-7.

则以下结论成立.
引理3 假设n,s,t是任意正整数且n⩾s+t+2,t⩾s,则λ1(Kn,D-

1,n-3)⩾λ1(Kn,D-
s,t),等号成立

当且仅当s=1,t=n-3.
证明 若t>s+1且s>1,则

Pλ(Aα(Kn,D-
s-1,t+1))-Pλ(Aα(Kn,D-

s,t))=-8(λ-αn+1)n-5(α-1)3(s-t-1)h(λ),
其中,h(λ)=(n2-2n+2s+2t+4)α2+((-2λ+2)n-4s-4t-8)α+λ2-2n+2s+2t+2λ+5.令

λ1=λ1(Kn,D-
s,t)>nα-1+(α-1) 2n-8.计算可得:

fs,t(nα-1+(α-1) 2n-8)=4(α-1)5((n2-8n) 2n-8+h1(n)),
其中,h1(n)=n3-2n2s-2n2t+2s2n+4nst+2t2n-4s2t-4st2-10n2+14ns+14nt-8s2-8st-
8t2+28n-24s-24t-16,且h'

1(n)=3n2+2(-2s-2t-10)n+2s2+4st+2t2+14s+14t+28.由于

h'
1(n)关于n 的对称轴为2s/3+2t/3+10/3<s+t+2⩽n且h'1(n)>0,所以h1(n)随n严格单调递

增且h1(s+t+2)=(-t+2+s)(t-2+s)(-t-2+s)⩾0.因此,fs,t(nα-1+(α-1) 2n-8)<0.

进而计算可得h(nα-1+(α-1) 2n+2(s+t+2))=0且当λ>nα-1+(α-1) 2n+2(s+t+2)

时单调递增.因为λ1 >nα-1+(α-1) 2n-8>nα-1+(α-1) 2n+2(s+t+2),所以h(λ1)>

h(nα-1+ (α -1) 2n-8)>0.因此,Pλ1
(Aα(Kn,D-

s-1,t+1))-Pλ1
(Aα(Kn,D-

s,t))=Pλ1
(Aα(Kn,

D-
s-1,t+1))<0.当t=s+1时,计算可得Pλ(Aα(Kn,D-

s-1,s+2))-Pλ(Aα(Kn,D-
s,s+1))=16(λ-αn+1)n-5(α-

1)3g(λ),其中g(λ)=n2α2-2λnα-2nα2+4α2s+λ2+2nα+6α2-8αs+2λ-2n-12α+4s+7.令

λ1=λ1(Kn,D-
s,t)=λ1(Kn,D-

s,s+1)>nα-1+(α-1) 2n-8.当t=s+1时,计算可得:

fs,s+1(nα-1+(α-1) 2n-8)=(α-1)5((2n-8)5/2+4n3-16n2s+32s2n-32s3-48n2+
144ns-144s2+176n-304s-192)< (α-1)5((2n-8)2+4n3-16n2s+32s2n-32s3-

48n2+144ns-144s2+176n-304s-192)=(α-1)5h2(n),
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其中,h2(n)= (2n-8)2+4n3-16n2s+32s2n-32s3-48n2+144ns-144s2+176n-304s-192,且h'
2(n)=

12n2-32ns+32s2-88n+144s+144,h″
2(n)=24n-32s-88>0,即h'

2(n)随n严格单调递增.当n⩾
s+t+2=2s+3时,h'

2(2s+3)=4(2s+3)(2s-1)>0,即h2(n)随n严格单调递增.计算可得h2(2s+

3)=8(2s-1)(s-2)⩾0.因此,当t=s+1时,fs,s+1(nα-1+(α-1) 2n-8)⩽0.同理可得g(λ1)>

g(nα-1+(α-1) 2n-8)=4α2s-2α2-8αs+4α+4s-2=2(α-1)2(2s-1)>0.因此,当t=s+
1且s>1时,有

Pλ1
(Aα(Kn,D-

s-1,s+2))-Pλ1
(Aα(Kn,D-

s,s+1))=Pλ1
(Aα(Kn,D-

s-1,s+2))<0.
当t=s时,计算可得:

Pλ(Aα(Kn,D-
s-1,s+1))-Pλ(Aα(Kn,D-

s,s))=8(λ-αn+1)n-5(α-1)3t(λ),
其中,t(λ)=n2α2-2λnα-2nα2+4α2s+λ2+2nα+4α2-8αs+2λ-2n-8α+4s+5.令λ1=λ1(Kn,

D-
s,t)=λ1(Kn,D-

s,s)>nα-1+(α-1) 2n-8.当t=s时,计算可得:

fs,s(nα-1+(α-1) 2n-8)=2(α-1)5h3(n)(n-2s+ 2n-8-4),

其中,h3(n)=(4s-4) 2n-8+8s2+(-4n+8)s+2n2-12n+16.令q1(n)=(-4n+8)s+8s2+
2n2-12n+16=2n2+(-4s-12)n+8s2+8s+16,计算可知q1(n)关于n的对称轴为s+3<n且n>

2s+2,则q1(n)随n 严格单调递增且q1(2s+2)=8s(s-1)>0.因此fs,s(nα-1+(α-1) 2n-8)=

2(α-1)5h3(n)(n-2s+ 2n-8-4)<0.同理可得t(λ1)>t(nα-1+(α-1)2n-8)=4(α-1)2(s-
1)>0.因此,当t=s时,

Pλ1
(Aα(Kn,D-

s-1,s+1))-Pλ1
(Aα(Kn,D-

s,s))=Pλ1
(Aα(Kn,D-

s-1,s+1))<0.
  综上所述,当t⩾s时,有λ1(Kn,D-

s-1,t+1)⩾λ1(Kn,D-
s,t).归纳可得λ1(Kn,D-

1,s+t-1)⩾ … ⩾λ1(Kn,

D-
s,t).通过计算可得Pλ(Aα(Kn,D-

1,t))-Pλ(Aα(Kn,D-
1,n-3))=-4(λ-αn+1)n-5t(α-1)3h4(λ),其中

h4(λ)=(-nα+λ+2α-1)(-nα+λ-2α+3).令λ1=λ1(Kn,D-
1,n-3)⩾nα-1+(α-1) 2n-8.当

n⩾6时,h4(nα-1+(α-1) 2n-8)=2(α-1)2(n-6)⩾0.因此Pλ1
(Aα(Kn,D-

1,t))-Pλ1
(Aα(Kn,

D-
1,n-3))=Pλ1

(Aα(Kn,D-
1,t))⩾0.当n=4,5时,双星图唯一,(Kn,D-

s,t)=(K4,D-
1,1),(K5,D-

s,t)=(K5,

D-
1,2).因此,λ1(Kn,D-

1,t)⩽λ1(Kn,D-
1,n-3),等号成立当且仅当T ≅D1,n-3.当s=1时,结论显然成立.因此,

当n⩾s+t+2且t⩾s⩾1时,有λ1(Kn,D-
1,n-3)⩾λ1(Kn,D-

s,t)等号成立当且仅当T ≅D1,n-3.

注1 f1,k(nα-1+(α-1) 2n-8)=(α-1)3p(n),其中p(n)=(2n-8)3/2+4k2-4kn+2n2+

4k-8n.计算可得p'(n)=4n-4k-8+3 2n-8,p″(n)=4+3/ 2n-8>0,因此p'(n)随n严格单

调递增.当n⩾k+1且n⩾6时,p'(n)⩾p'(6)=4n-4k-8+3 2n-8=22-4k>0,因此p(n)随

n 严格单调递增.计算可得p(n)⩾p(6)=4(k2-5k+8)>0,则当0.5<α<1时,f1,k(nα-1+(α-

1) 2n-8)=(α-1)3p(n)<0.因此,若n⩾6,n⩾k+1且0.5<α <1,则λ1=λ1(Kn,K-
1,n-1)>

nα-1+(α-1) 2n-8.
引理4 假设0.5<α<1且n⩾4,则λ1(Kn,K-

1,n-1)>λ1(Kn,D-
1,n-3).

证明 当n⩾6时,

Pλ(Aα(Kn,D-
1,n-3))-Pλ(Aα(Kn,K-

1,n-1))=-4(α-1)3[2(2n-8)3/2h5(n)+2(n-4)h6(n)],
其中,h5(n)=2n2α2-n2α-3nα+n+1=(nα-1)(-1+2αn-n),h6(n)=n3α2+(2α2-4α)n2+
(-6α2+2α+5)n-6α2+20α-14.令λ1=λ1(Kn,K-

1,n-1)>nα-1+(α-1)2n-8.当0.5<α<1时,

h5(n)>0.因此(2n-8)3/2h5(n)>0.设h'
6(n)=3n2α2+2(2α2-4α)n-6α2+2α+5,h″

6(n)=6α2n+
4α2-8α.由6α2 >0可知h″

6(n)随n严格单调递增且h″
6(4)=28α2-8α>0,则h'6(n)随n严格单调递增

且h'
6(4)=58α2-30α+5>0.因此,h6(n)随n严格单调递增且h6(4)=66α2-36α+6>0.则2h5(n)(2n-

8)3/2+2(n-4)h6(n)>0.因此,

Pλ1
(Aα(Kn,D-

1,n-3))-Pλ1
(Aα(Kn,K-

1,n-1))=Pλ1
(Aα(Kn,D-

1,n-3))>0.
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通过计算可知λ1(K4,K-
1,3)>λ1(K4,D-

1,1)和λ1(K5,K-
1,4)>λ1(K5,D-

1,2).综上所述,当n⩾4且0.5<
α<1时,有λ1(Kn,K-

1,n-1)>λ1(Kn,D-
1,n-3).

定理1 设0.5<α<1且n⩾4.令符号图Σ=(Kn,T-)是最大Aα-特征值达到最大的图,则T ≅
K1,n-1.

证明 假设T≇K1,n-1,则在T 中存在P4=uvwz.设X=(x1,…,xn)T是λ1(Σ)对应的单位特征向量.
注意到若X 是λ1(Σ)对应的特征向量,则-X 也是它的特征向量.因此,考虑以下8种情况.

情形1 xv=xw =0.首先,断言xz=0.否则,令符号图Σ'是通过转换Σ的正边zv和负边zw 的符号得

到的图,则由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ' 的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.如果存在

z'∈V(T)使得zz'∈E(T)和xz' ≠0,那么同样产生矛盾.因此对于任意a∈V(T),有xa =0.其次,由于

X 不可能是零向量,因此T 不是Kn 的支撑子图,即存在t∈V(Kn)\V(T)使得xt≠0.同时,存在一个悬挂

点s'∈V(T)使得ss'∈E(T).令符号图Σ'是通过转换Σ 的正边s't和负边s's的符号得到的图,则由引理

1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.
情形2 xw =0且xv ≠0.如果xu ≠xv,令符号图Σ'是通过转换Σ 的正边wu和负边wv的符号得到

的图,那么由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.如果xu=xv,令
符号图Σ'是通过转换的正边uw 和负边uv的符号得到的图,那么由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的

生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.
情形3 xv =0且xw ≠0.如果xz ≠xw,令符号图Σ'是通过转换Σ 的正边zv和负边vw 的符号得到

的图,那么由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.如果xz=xw,令
符号图Σ'是通过转换Σ的正边zv和负边zw 的符号得到的图,那么由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'
的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.

情形4 xu =0且xv,xw ≠0.如果xv ≠xw,令符号图Σ'是通过转换Σ 的正边uw 和负边uv的符号

得到的图,那么由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.如果xv =
xw,令符号图Σ'是通过转换Σ 的正边wu和负边wv的符号得到的图,那么由引理1可知其负边的导出子图

仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.
情形5 xu,xv,xw <0.如果xw ⩾xv,令符号图Σ'是通过转换Σ 的正边uw 和负边uv的符号得到的

图,那么由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.假设xw <xv.如果

xz ⩾xw,令符号图Σ'是通过转换Σ的正边vz和负边vw 的符号得到的图,那么由引理1可知其负边的导出

子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.如果xz <xw,令符号图Σ'是通过转换Σ 的正边zv和

负边zw 的符号得到的图,那么由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生

矛盾.
情形6 xv,xw <0且xu >0.令符号图是通过转换Σ 的正边wu和负边wv的符号得到的图,则由引

理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.
情形7 xu,xv <0且xw >0.令符号图Σ'是通过转换Σ 的正边uw 和负边uv的符号得到的图,则由

引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.
情形8 xu,xw <0且xv >0.如果xz ⩽0.令符号图Σ'是通过转换Σ 的正边zv和负边zw 的符号得

到的图,则由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.如果xz >0.若

xw ⩾xu,令符号图Σ'是通过转换Σ的正边zu和负边zw 的符号得到的图,则由引理1可知其负边的导出子

图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.因此xw <xu.若xz ⩾xv,令符号图Σ'是通过转换Σ 的

正边uz和负边uv的符号得到的图,则由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),
产生矛盾.因此,可以得到xw <xu <0<xz <xv.假设存在z'∈V(T)使得zz'∈E(T).如果xz' ⩾0,
令符号图Σ'是通过转换Σ 的正边z'w 和负边z'z的符号得到的图,那么由引理1可知其负边的导出子图仍

是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.如果xz'<0,令符号图Σ'是通过转换Σ的正边z'v和负边z'z
的符号得到的图,那么由引理1可知其负边的导出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.因此

可知z是T 的一个悬挂点.同理可得,u也是T 的一个悬挂点.显然,如果存在v'∈V(T)使得vv'∈E(T)
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且xv'⩾0,令符号图Σ'是通过转换Σ的正边v'u和负边v'v的符号得到的图,那么由引理1可知其负边的导

出子图仍是Σ'的生成树且λ1(Σ')>λ1(Σ),产生矛盾.因此xv' <0.综上所述,T 是双星图.
由引理2-4及注1可知,当n⩾4,λ1(Kn,K-

1,n-1)>λ1(Kn,D-
1,n-3).因此,若Σ=(Kn,T-)是符号完

全图且使得λ1(Aα(Σ))最大,则T ≅K1,n-1.

参 考 文 献

[1] HARARYF.Onthenotionofbalanceofasignedgraph[J].MichiganMathematicalJournal,1953,2(2):143-146.
[2] NIKIFOROVV.MergingtheA-andQ-spectraltheories[J].ApplicableAnalysisandDiscreteMathematics,2017,11(1):81-107.
[3] NIKIFOROVV,ROJOO.Ontheα-indexofgraphswithpendentpaths[J].LinearAlgebraandItsApplications,2018,550:87-104.
[4] CHANGA,TIANF.Onthespectralradiusofunicyclicgraphswithperfectmatchings[J].LinearAlgebraandItsApplications,2003,370:

237-250.
[5] NINGWJ,LUM,WANGK.Maximizingthespectralradiusofgraphswithfixedminimumdegreeandedgeconnectivity[J].LinearAlge-

braandItsApplications,2018,540:138-148.
[6] LINHQ,HUANGX,XUEJ.AnoteontheAα-spectralradiusofgraphs[J].LinearAlgebraandItsApplications,2018,557:430-437.
[7] XUEJ,LINHQ,LIUST,etal.OntheAα-spectralradiusofagraph[J].LinearAlgebraandItsApplications,2018,550:105-120.
[8] BELARDOF,BRUNETTIM,CIAMPELLAA.OnthemultiplicityofαasanAα(Γ)-eigenvalueofsignedgraphswithpendantvertices

[J].DiscreteMathematics,2019,342(8):2223-2233.
[9] KOLEDINT,STANIC'Z.Connectedsignedgraphsoffixedorder,size,andnumberofnegativeedgeswithmaximalindex[J].Linearand

MultilinearAlgebra,2017,65(11):2187-2198.
[10] AKBARIS,DALVANDIS,HEYDARIF,etal.Signedcompletegraphswithmaximumindex[J].DiscussionesMathematicaeGraphThe-

ory,2020,40(2):393.
[11] KAFAIN,HEYDARIF,RADNJ,etal.Onthesignedcompletegraphswithmaximumindex[J].IranianJournalofScienceandTechnol-

ogy,TransactionsA:Science,2021,45(6):2085-2090.
[12] LID,LINHQ,MENGJX.Extremalspectralresultsrelatedtospanningtreesofsignedcompletegraphs[J].DiscreteMathematics,2023,

346(2):113250.
[13] 王狄建.符号图谱的若干问题研究[D].长沙:湖南师范大学,2020.
[14] 张雪蕊.关于符号图的最大特征值和图的小特征值的研究[D].徐州:中国矿业大学,2023.
[15] 吴奇,卢勇.不存在秩为r(G)+2c(G)-1或r(G)-2c(G)+1的符号图[J].数学进展,2023,52(5):804-818.

WUQ,LUY.Non-existenceofsignedgraphswithrankr(G)+2c(G)-1orr(G)-2c(G)+1[J].AdvancesinMathematics(China),

2023,52(5):804-818.

OnthelargestAα-eigenvalueofsignedcompletegraphs

ZhangLin,LiDan

(CollegeofMathematicsandSystemsScience,XinjiangUniversity,Urumqi830017,China)

Abstract:AsignedgraphΣ=(G,σ)consistsofanunderlyinggraphG=(V,E)andasignfunctionσ∶E→{-1,1}.
LetΣbeasignedgraph,thematrixAα(Σ)isdefinedbyBelardoasfollows:Aα(Σ)=αD(G)+(1-α)A(Σ),whereα∈[0,

1],D(G)isthediagonalmatrixofthevertexdegreesofGandA(Σ)istheadjacencymatrixofΣ.LetKndenotethecomplete

graphofordernandTbeatree.Let(Kn,T-)beasignedcompletegraphwhosenegativeedgesinduceasubgraphH.Inthis

paper,wecharacterizetheextremalsignedgraphwithmaximumλ1(Aα(Σ))amonggraphsoftype(Kn,T-).

Keywords:signedgraph;completegraph;largesteigenvalue
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