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复杂网络中时间尺度对耦合振子振幅死亡的影响

刘维清,吴徽

(江西理工大学 理学院,江西 赣州341000)

摘 要:研究耦合振子的时间尺度与振子相互作用的网络结构对整个耦合系统达到振幅死亡所需的临界耦合

强度的影响.结果表明,当振子的时间尺度与所在节点的度正相关时,随着相关强度系数的增加,耦合振子系统达到

振幅死亡的参数区间先增加后减小.当正相关强度较弱时,度大的节点先走向振幅死亡,反之,度小的节点先走向振

幅死亡,度大的点后走向振幅死亡.当振子的时间尺度与所在节点的度负相关时,随着相关强度系数增加,耦合振子

系统达到振幅死亡的参数区间先增加后不变.研究成果可以为理解网络结构对耦合系统动力学的影响分析提供理论

支持.
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耦合非线性系统的合作行为有多种多样的具体表现形式,同步[1-2]包括振幅死亡[3]是其中的常见现象.
研究在相互作用下耦合非线性系统的振幅死亡[2]自组织动力学行为,对理解系统的许多合作行为具有重要

意义.
耦合振子系统的振幅死亡是指相互作用的振子系统,由于个体间存在频率失配或耦合作用信号传递产

生的时间延迟[4]或通道的特率响应特性等因素影响而停止振动的现象.振幅死亡现象与阿尔茨海默病和帕

金森病这两种常见的神经退行性疾病的产生密切相关[4].人们常采用压制某些不需要的振荡态来实现对这

些疾病的控制治疗[5].另一方面,振幅死亡在某种程度会有利于短期记忆[6].对振荡猝灭动力学的研究也为

工程中有效控制系统中的不规则振荡,提高控制效率提供理论指导意义.
振子振幅死亡最早由瑞利勋爵[7]在实验中被发现.他发现相邻管风琴的管子会因相互作用而出现消音

现象.接着分别在耦合化学振子[8],耦合激光系统[9],非线性电路[10]实验中被观察到.频率失配[11-12]和时间

延迟[13]是产生振幅死亡的主要机制.实际系统往往是由大量错综复杂的耦合振子构成的.这些系统的相互作

用结构可以用复杂网络来描述[14-18].复杂网络的结构特性对耦合振子系统走向振幅死亡的过程会有显著的

影响.HOU等[19]指出某些随机网络比规则网络更有利于阻止振子的死亡.在无标度网络中,振子走向振幅

死亡的过渡过程与振子所处节点的度密切相关[20].随着耦合强度的增加,耦合振子的振幅与节点的度正相

关,即度大的节点更容易趋于振幅死亡.
在实际耦合振子网络中,各个振子个体存在差异,每个个体的振荡行为可能具有不同的时间尺度,即有

些振子振荡得比较快,而有些则振荡得比较慢.邹为等[21]发现在全局耦合全同振子网络中,当不同振子具有

随机分布的时间尺度时,随机分布的涨落范围越大,耦合振子达到振幅死亡的参数区域越大.网络结构对耦

合振子系统的动力学行为和系统的功能有着重要的影响.当某节点上振子的时间尺度与该节点的邻居数量

相关时,耦合振子系统走向振幅死亡的动力学行为尚不清楚.本文将讨论节点上振子的时间尺度与该节点

所具有相互作用邻居数量的相关强度对耦合振子系统振幅死亡的影响.结果表明,振子的时间尺度与所在

点的度的相关性对耦合振子系统走向振幅死亡的行为有显著影响.
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1 模 型

为更好地描述耦合振子网络中各节点上振子的时间尺度特性对耦合振子系统的振幅死亡动力学行为的

影响,采用简单的耦合周期振子模型为研究对象[22]

ŻJ(t)=τj(1+iωj -|Zj(t)|2)Zj(t)+
ε
N ∑

N

j=1ajk(Zk(t)-Zj(t)), (1)

其中,Zj(t)=xj(t)+iyj(t)为振子j的复变量,ε为振子之间的相互作用强度,ωj 为振子j的振荡频率,对
于给定不为零的频率ωj,单个子系统会以频率ωj 作周期振荡.ajk 为复杂网络中相互作用的耦合矩阵中的元

素.当振子j,k之间有相互作用时ajk =1,否则ajk =0.
在现实生活中的许多常见的网络通常可分为两大类:均匀网络(如小世界网络[14]或规则网络[23])和非

均匀网络(如无标度网络[15]).无标度网络中少量节点与大量的邻居(具有大的节点度k),而大量节点的k 很

小.实际网络通常会同时具有无标度网络和小世界网络两种特性.τi 为振子系统的时间尺度参量,其大小反

映了单个振子系统振荡的快慢程度.在耦合全同振子系统中,若所有振子的时间尺度相同,随着耦合强度的

增加,整个系统会趋于同步态.而在实际振子系统中,每个振子的时间尺度可能不一致,考虑时间尺度τj 与

网络中节点的度具有相关性形式

τj =
kα

j

k
, (2)

其中,α>0表示节点上的振子的时间尺度与节点的度参量正相关,度较大的节点的时间尺度较大,而α<0
表示其与节点度负相关,即度较大的节点的时间尺度较小,α=0表示固定时间尺度的情形.其中K 为复杂网

络的总连边数.为了考查复杂网络中各节点所在振子的时间尺度与度相关程度对耦合振子系统走向振幅死

亡的影响.随机生成一个节点数为N,平均度为2的无标度网络.

2 理论分析

对于(1)式描述的耦合振子系统,为了讨论不同时间尺度对耦合振子系统振幅死亡的影响,需要确定耦

合振子系统振幅死亡的稳定性.当耦合强度为0时,单个振子系统Zj(t)是以频率为ωj 的周期振荡,且单个

子系统存在不稳定不动点Z(t)=(0,0).当所有振子的时间尺度均相等时,耦合振子系统会随着耦合强度的

增加而走向完全同步,耦合系统为同步振荡态,且存在不稳定不动点(0,0).当网络中各个振子具有不同的时

间尺度时,随着耦合强度的增加,原来不稳定的不动点会在合适的参数下变成稳定不动点,从而出现振幅死

亡.因此,可以基于线性稳定性分析方法,确定不同时间尺度下,耦合振子系统在不同参数区间的不动点稳定

性,从而确定振幅死亡所需的参数区间.具体求解过程如下,对耦合振子系统中每个振子的不动点(0,0)上加

小扰动ξj,j=1,2,…,N,则耦合系统的线性化方程可以表示为

ξ̇j(t)=τj(1+iωj)ξj(t)+
ε
N ∑

N

m=1ajk(ξm(t)-ξj(t)),j=1,2,…,N. (3)

令ξ(t)=[ξ1(t),ξ2(t),…,ξN(t)]将公式(3)写成向量形式ξ̇(t)=Hξ(t),其中矩阵H 的元素为

hj,m =
τj
(1+iω)-

ε
Nkj

,j=m,

ε
Naj,m

,j≠m.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

则不动点(0,0)的稳定区对应于所有使H 的所有特征值实部小于零的参数区间.

3 结果分析

3.1 相关系数对振幅死亡区域的影响分析

简单起见,先以N=30网络为例分析(后文结果表明对于大的N,规律与小N 一致).当α=0时,所有振
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子的时间尺度相同,整个耦合振子系统会随着耦合强度的增加走向完全同步态.随着α从0开始增加,耦合振

子的时间尺度与节点所在振子的度的正相关强度增强.当α=0.5时,耦合振子在参数空间ω ~􀆠中的振幅死

亡区间为V 形区域.ω>6时,当耦合强度增加到1时,耦合振子走向振幅死亡,继续增加到某一临界值后,耦
合振子又返回到振荡态,如图1(a)中黑色区域所示.当α=1.0时,V形区域的右边界整体下移,使得耦合振子

系统的振幅死亡的参数区间扩大如图1(b).值得注意的是,此时V 形区域的左边界保持不变,即达到振幅死

亡所需的最小临界耦合强度不变.继续增加α=1.5时,振幅死亡的V 形区域的右边界继续下移,同时左边界

右移,即达到振幅死亡所需的左边最小临界耦合强度变大如图1(c).当α=2.0时,振幅死亡V 形区域右边界

下移使振幅死亡区域接近于方形如图1(d).继续增加α,方形振幅死亡区域整体往右上移动,最后在给定的

参数域ε∈ [0,10],ω ∈ [0,15]内没有振幅死亡区域.

为了全面了解耦合振子系统的振幅死

亡参数区间随相关强度系数α变化的规律,

定义振幅死亡区域占比率η=
SAD

ST

,其中

SAD 表示振幅死亡参数区间的面积.ST 表示

取定的有限参数区域ε∈ [0,15],ω ∈ [0,

15]的总面积.由图2可知,随着时间尺度与

度正相关系数增加,振幅死亡参数区间占比

率由0先增加后减小到零,存在使振幅死亡

区间达到最大值的正相关系数α0=1.5.N
增加时,时间尺度与度正相关系数α 与振

幅死亡区域占比率的关系保持不变,随着

N 增加,最大振幅死亡区占比率对应的α0

减小.
3.2 相关系数对具有不同度的节点走向振幅死亡的临界耦合强度的影响

下面分析复杂网络中,不同的时间尺度对耦合振子走向振幅死亡所需临界耦合强度的影响.文献[20]指
出无标度网络中,没有时间尺度差异下,具有随机频率分布的耦合振子度大节点先走向小振幅振荡,即度大
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的节点达到振幅死亡所需临界耦合强度更小.在频率相同的耦合振子系统中,采用(2)式所确定的时间尺度

分布时,在α<1.0时,度大的点会先迅速走向小振幅振荡,如图3(a)所示,当α=0.5时,度大的点(1,2号振

子)首先在耦合强度ε=0.2时变成小振幅振荡,接着度更小的点依次降为小振幅振荡,直至耦合强度ε=
0.55时所有振子变为振幅死亡.当α=1.0时(图3(b)),所有振子均在ε=0.55时达到振幅死亡.当α=1.5时

如图3(c),度为1的节点在ε=0.55时先达到振幅死亡,而后按度从小到大依次达到振幅死亡.其中度最大

的节点(1号节点)在耦合强度为ε=1.45时达到振幅死亡.当α=2.0时如图3(d),度为1的节点依然在ε=
0.55时先达到振幅死亡.度最大的节点在ε=3.45时达到振幅死亡.

由图4可知度小的节点达到振幅死亡所需临

界耦合强度不受α的影响,而度大的节点达到振荡

死亡所需的临界耦合强度随α增加而增加.
3.3 负相关系数对耦合振子振幅死亡的影响

α<0时,随着的绝对值增加,耦合振子的时间

尺度与节点所在振子的度的负相关强度越强.由于

α为负时(2)式中的时间尺度分布差异非常大,需要

对时间尺度做归一化处理以减小时间尺度分布差异

τj =τm
kα

j

Kα
,

其中,τm 为归一化后时间尺度的上限制(取0.1),K
为网络中节点的度的最大值.kj 为节点j的度.同样

地,利用稳定性分析可得不同负相关强度系数α 下

耦合振子系统振幅死亡的参数区域.结果表明,随着负相关强度系数绝对值的增加,耦合振子系统在参数空

间ω~ε的振幅死亡区域先逐渐增加,然后保持不变(图5).由振幅死亡区域占比率η随α的变化关系(如图

6所示)可以直观地反映振幅死亡区域随负相关强度系数α的变化.当α=-2时,耦合振子系统振幅死亡参

数区域面积达到最大值.值得注意的是,当耦合振子系统的时间尺度与网络节点度成负相关时,在所有α 值
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下,节点度大的振子均先进入振幅死亡态,度小的振子后进入振荡死亡态.

4 结 论

通过在无标度网络中引入与网络

结构相关的不同时间尺度,可以使原

本同步的耦合振子系统走向振幅死亡.
随着时间尺度与网络度参数的正相关

性增强,耦合振子系统在参数空间的

振幅死亡区域会先增加后减少.而随着

时间尺度与网络度参数的负相关性增

强,耦合振子系统在参数空间的振幅

死亡区域会增加直至某一恒定区域.显
然,网络的结构参数影响下的时间尺

度对耦合振子系统达到振荡死亡所需

参数条件有显著的影响.本文研究的结

论不受网络尺寸的影响,大尺寸网络

中的结论与小尺寸网络中的结论相似.
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Theeffectsofthetimescaleontheamplitudedeathinthecoupled
oscillatorswithcomplexnetwork

LiuWeiqing,WuHui

(SchoolofScience,JiangxiUniversityofScienceandTechnology,Ganzhou341000,China)

Abstract:Theeffectsofthetimescalerelatedtothenetworkstructuralparameteronthecriticalcouplingstrengthnee-
dedforamplitudedeathofcoupledoscillatorsareexplored.Withthepositivecoherencebetweenthetimescaleandthedegreeof
thenodesbecomesstronger,theparameterspaceofamplitudedeathfirstlyincreasesthendecreases.Asthecoherencebecomes
weak,thenodeswiththelargestdegreetransittoamplitudedeathfirst.Whilethenodeswiththesmallestdegreetransittoam-

plitudedeathfirstasthecoherencebecomesstrong.Withthenegativecoherencebetweenthetimescaleandthedegreeofthe
nodes,theincrementofthecoherencetendstoenlargetheparametersspaceofamplitudedeathtoaconstantvalue.Theresults
arebeneficialtobetterunderstandtheeffectsofthenetworkstructuralparametersonthedynamicsofthecoupledsystem.

Keywords:amplitudedeath;timescale;positivecoherence;negativecoherence
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