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具有乘性噪声的随机高阶准地转方程的大偏差

蒲学科1,2,陆宇婷1

(1.重庆大学 数学与统计学院,重庆401331;2.广州大学 数学与信息科学学院,广州510006)

摘 要:近年来,随机准地转方程受到了许多学者的关注.一方面在于此方程与著名的随机 Navier-Stokes方

程有许多相似之处,另一方面在于准地转方程是地球物理动力学的重要模型.主要讨论带乘性噪声的随机准地转方

程.首先,严格证明了在d=2,3维上,强解的存在性和温和解的唯一性;其次,基于拉普拉斯原理和弱收敛方法,证明

了方程满足大偏差原理.
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本文考虑在区域D=(0,L)d,d=2,3上带乘性高斯白噪声的随机高阶准地转方程(Stochasticquasi-
geostrophicequation,SQGE)的大偏差,方程形式如下[1]:

Δψt+J(ψ,Δψ)+βψx =νΔ2ψ-AbΔ3ψ-rΔψ+σ(ψ)
dW(t)
dt

, (1)

方程满足如下的无渗透和无滑移的边界条件,在∂D 上,ψ=Δψ=0,以及如下的初值条件,Δψ|t=0=ψ0,这里

ψ 是一个流函数,β⩾0表示Coriolis参数的经向梯度,ν>0表示黏性耗散常数,Ab >0表示高阶黏性项,r
>0表示Ekman耗散系数,dW(t)/dt定义一个高斯白噪声.J(f,g)=gxgy -fygx 代表Jacobian算子.由
于系数不影响运算,本文中直接取ν=1,Ab =1.

目前已有大量文献对带加性噪声(σ(ψ)=1)的随机准地转方程进行研究,并且严格证明了在一维情况

下解的存在唯一性[2-5].2011年,Yang和Duan[6]证明了Ab=0条件下,方程 (1)强解的存在性和温和解的

唯一性,并且证明了方程满足大偏差.在本文中,主要考虑具有高阶黏性项(即Ab≠0)时的情况,并证明它的

大偏差原理.
大偏差原理是概率论与数理统计中一个重要的部分.Varadhan在其专著中对大偏差的总体框架和一些

重要的应用进行了详细阐述[7].大偏差理论起源于Cramer定理,随后Freidlin和 Wentzell建立了有限维随

机微分方程的大偏差[8-9].此后,许多学者开始研究无穷维的随机微分方程[3-5,10-17].Budhiraja和Dupuis[18]

运用随机控制和弱收敛方法来证明{GE(W(·))}ε>0的大偏差,其中GE 是从 Wiener空间到Polish空间的一

簇可测映射,即通过证明满足拉普拉斯原理,从而得到 Wentzell-Freidlin大偏差[19].
文章主要目的是研究方程 (1)在小噪声下的大偏差,给出本文的主要结论.
定理1 设 {uε:ε<0}是方程(4)唯一的温和解,概率测度集合{L(uε:ε⩾0)}关于速率函数I(g)在

空间XT =∶C([0,T];H)∩L2(0,T;V)上满足拉普拉斯原理,其中速率函数:

I(g)=
1
2inf

{|ν|2L2(0,T;H)∶g(·)=gν},

规定infØ =∞,且gν 满足骨架方程,控制项为ν∈L2(0,T;H).因为XT 是Polish空间,所以{L(uε):ε⩾
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0}在速率函数I下满足大偏差原理.
本文剩余部分结构如下:第一节给出符号说明以及证明温和解的唯一性和强解的存在性;第二节证明带

小噪声时方程 (1)满足大偏差原理.

1 存在性与唯一性

首先对文章涉及的标记和定理做简单介绍.给定区域D=(0,L)d,d=2,3,Hk(D)为标准的Sobolev空

间,记 H ∶=L2(D),V∶=H1
0(D).(·,·)和 |·| 分 别 表 示 H 上 的 内 积 和 范 数.另 外,定 义 一 个

Hilbert-Schmidt空间L0
2(B1,B2),对应的范数是|·|L02(B1;B2)

,其中Bi,i=1,2是两个Banach空间.

A 为Δ算子在H 中的表示,定义域记为D(A).不难发现A:H →H 是一个自共轭算子且A-1是一个紧

算子.当s⩾0时,设As/2 的定义域为Vs,对应的范数为|·|s=∶|As/2|.Vs 是Hs 的闭子空间,且V0=H.并
记V-s 为Vs 的对偶空间,<·,·>表示Vs 和V-s 的对偶积.由庞加莱不等式,|·|s 和Sobolev空间Hs 中的范

数等价.
设K(t)是定义在空间Vs,∀s∈R上的解析半群,M=A-A2是其无穷小生成元.则K(t)满足以下性

质[20]:

K(t)Ma =MaK(t),|MaK(t)|⩽ct-a,t>0,对任意的a⩾0和u∈H.
  设b(u,ν,z)=J((u,ν),z)是定义在Vm1+1×Vm2+1×Vm3 空间上的三线性算子,且满足不等式[5]

|b(u,ν,z)|⩽c|u|m1|ν|m2+1|z|m3
, (2)

其中mi ⩾0,i=1,2,3.如果有 ∀i,mi ≠d/2,那么m1+m2+m3 ⩾d/2;否则,m1+m2+m3 >d/2.
设G∶=A-1,令u=Aψ,F(u)=-βG(us)-ru.且定义一个双线性算子B:V×V→H,满足(B(u,ν)z)

=b(G(u),ν,z)=J((G(u),ν),z).对任意的u,ν∈V,有(G(us),u)=0以及(B(u,ν),w)=-(B(u,w),

ν)[5].于是得到方程 (1)的抽象形式:

du=(Au-A2u-B(u)+F(u))dt+σ(G(u))dW(t),

u(0)=ψ0,
(3)

其中B(u)∶=B(u,u).
性质1 定义σ(·):V2→L2

0(H;H)是一个有界的李普希兹算子.那么对任意的ψ0∈H,d=2,3,方程

(3)存在温和解.
证明与文献[2,12-13]相似,这里省略具体的过程.下面给出温和解的唯一性和强解的存在性.
定理2 定义σ(·):V2 →L2

0(H;V2)是一个有界的李普希斯算子,对任意的ψ0∈V,方程 (3)存在强

解且有唯一的温和解.
证明 假设{un}是u 的Galerkin近似,u 是方程 (3)的 温和解,运用Itô公式得

|un(t)|22+2∫
t

0
|A3/2un(s)|2ds+2∫

t

0
|A2un(s)|2ds=|un(0)|22-2∫

t

0
(Bn(un(s))-

Fn(un(s)),A2un(s))ds+2∫
t

0
(σn(G(un(s)))dW(s),A2un(s))+∫

t

0
|Aσn(G(un(s)))|2L02(H;H)ds,

首先,由不等式 (2),令m1=3,m2=1且m3=0,有

2|(Bn(un),Aun)|=2|b(G(un),un,Aun)|⩽c|un|22|A2un|⩽
1
2|A2un|2+c|un|42,

然后利用σ的有界性和李普希兹性质得到

2|Aσn(G(un))|
2

L02(H;V2)
⩽c(1+|un|2).

最后,

2|(Fn(un),A2un)|=2|β(G(un)x +ru,A2un)|⩽
1
2|A2un|2+c|un|2.

综合上式得,
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|un(t)|22+∫
t

0
|A2un(s)|2ds⩽|un(0)|22+c∫

t

0
|un(s)|42ds+

c1t+2∫
t

0
(A2un(s),σn(G(un(s)))dW(s)).

引入辅助随机过程:ξ(t)=exp{-c∫
t

0
|un(s)|22ds}.有

ξ(t)|un(t)|22+∫
t

0
ξ(s)|A2un(s)|2ds⩽|un(0)|22+M(t)+c1,

其中M(t)=∫
t

0
ξ(s)(A2un(s),σn(G(un(s)))dW(s)),在不等式两边取期望并对Esup0⩽t⩽T|M(t)|运用

Burkhölder-Davis-Gundy不等式有

E sup
0⩽t⩽T

ξ(t)|un(t)|22+ξ(T)E∫
t

0
|A2un(s)|2ds⩽2E|un(0)|22+cT(1+E|un|2C([0,T];H),

于是有un ∈L2(Ω;L2(0,T;V4)∩C([0,T];V2)).因此,此温和解({un:n∈N}子序列的极限)是一个

强解.
接下来证明温和解的唯一性,设u1(t),u2(t)是方程 (3)的两个温和解,且有u1(0)=u2(0).令ν(t)=

u1(t)-u2(t),运用Itô公式有

|ν(t)|2+2∫
t

0
|ν(s)|21ds+2∫

t

0
|ν(s)|22ds=-2∫

t

0
(B(u1(s))-B(u2(s)),ν(s))ds+

2∫
t

0
(F(u1(s))-F(u2(s)),ν(s))ds+∫

t

0
|σ(G(u1(s)))-σ(G(u2(s)))|2L02(H;H)ds+

2∫
t

0
(ν(s),σ(G(u1(s)))-σ(G(u2(s)))dW(s)).

由 (B(u,ν),ν)=0,可以推出(B(u1)-B(u2),ν)=-(B(ν),u1).并再次运用不等式 (2)有

-2(B(u1)-B(u2),ν)=2(B(ν),u1)⩽c|ν||ν|2|u1|⩽|ν|22+c|ν|2|u1|2,
其次,

2|(F(u1)-F(u2),ν(s))|=2r|ν|2,
另外,由σ算子的李普希兹性和有界性得

|σ(G(u1))-σ(G(u2))|2L02(H;H)⩽c|ν|2,
最后结合上述不等式得到

|ν(t)|2 ⩽c∫
t

0
|ν(s)|2(1+|u1(s)|2)ds+2∫

t

0
(ν(s),σ(G(u1(s)))-σ(G(u2(s)))dW(s)).

两边取期望

E|ν(t)|2 ⩽cE∫
t

0
|ν(s)|2(1+|u1(s)|2)ds,

由Gronwall不等式得,对 ∀t∈ [0,T],E|ν(t)|2=0,即有u1(t)=u2(t) P-a.s.证毕.

2 大偏差

本节仍然在概率空间 (Ω,F,Ft:t∈[0,T]
,P)中讨论,考虑带小噪声的随机准地转方程的大偏差.方程定义

如下:

duε =(-A2uε +Auε -B(uε)+F(uε))dt+ εσ(G(uε))dW(t),

uε(0)=ψ0.
(4)

其中W(t)是一个柱状维纳过程,具体形式为W(t)=∑
∞

i=1βi(t)ei(t),其中{ei}i∈N 是H 中的一组规范正交

基,{βi}i∈N 是概率空间(Ω,F,P)中一列相互独立的标准布朗运动.虽然此级数在 H 中不收敛,但是由

Hilbert-Schmidt嵌入定理可知,W(t)在 H0 中收敛.因此,假设对任意的T >0,有W ∈C([0,T],H0).
由定理2知,存在可测函数Gε:C([0,T];H0)→XT =∶C([0,T];H)∩L2(0,T;V)使得uε(·)=
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Gε(W(·))P-a.s..由XT 是Polish空间,只需证得{Gε(W(·))}满足拉普拉斯原理.假设A是关于过程ϕ的类,
其中ϕ 是H-值的、Ft 可预测的且有|ϕ|L2(0,T;H)< ∞,P-a.s..

定义两个空间:

SM =∶{ν∈L2(0,T;H):∫
T

0
|ν(t)|2Hdt⩽M},AM =∶{ν∈A:∶ν(ω)∈SMP-a.s.},

其中,M>0,且SM 在弱拓扑下是一个Polish空间.
为了得到结论,只需验证以下性质[6].
假设1 存在一个可测函数G0:C([0,T];H)→XT,使得对任意的M >0有

(1)如果ε→0时,集合{νε ∈AM:ε>0}依概率收敛到ν∈SM,G(W(·)+1/ε∫
·

0
νε(s)ds)依概率收

敛到G0{∫
·

0
ν(s)ds};

(2)集合KM =∶{G0(∫
·

0
ν(s)ds):ν∈SM}在空间XT 上是紧的.

性质2 若假设1成立,那么解集簇 {uε:ε>0}关于速率函数I在空间XT 上满足拉普拉斯原理,速率

函数定义同定理1.
回顾假设1(2),要证KM 的紧性,只需证得水平集KM ={uν∈XT:ν∈SM}是紧的,其中集合KM 中元

素由下列骨架方程的解集{uν:ν∈SM}构成:

duν

dt =Auν -A2uν -B(uν)+F(uν)+σ(G(uν))ν,

uν(0)=ψ0.
(5)

  引理1 令ν∈SM,则uν
ε(·)=Gε(W(·)+(1/ε)∫

·

0
ν(s)ds)是下述方程在[0,T]上唯一的温和解:

duν
ε =(Auν

ε -A2uν
ε -B(uν

ε)+F(uν
ε)+σ(G(uν

ε))ν)dt+ εσ(G(uν
ε))dW,

uν
ε(0)=ψ0.

(6)

  证明 设ν∈AM,由AM 的定义易知E(exp(
1
2ε∫

T

0
|ν(t)|2dt))<∞.于是由Girsanov定理可知,存在

一个在概率测度Pε 下的柱状维纳过程W(t),Pε 与P等价.因此,若用W(t)代替方程(4)中的W(t),那么uν
ε

是方程(4)在测度P 下的解 ,也是方程(6)在P 下的解.此外,由P 和P 的等价性,直接得到方程 (5)解的唯

一性.
证毕.
接下来利用压缩映射原理证明方程 (5)存在唯一的温和解.
引理2 设ν∈L2(0,T;H)为下列骨架方程的控制项,

dw
dt =Aw-A2w-B(w)+F(w)+σ(G(w))ν,

w(0)=w0 ∈H.
(7)

则此方程存在唯一的温和解w∈XT.
证明 令w0 ∈H,对任意的t∈ [0.T0],T0 ∈ [0,T],有

JT0
(w)(t)=K(t)w0+∫

t

0
K(t-s)(-B(w(s))+F(w(s))+σ(G(w(s)))ν(s))ds=∑

4

i=1
Li(w)(t).

  由w0∈H,L1∈C([0,T0];H),又Li(i=2,3,4)属于C([0,T0];H)(方法与唯一性类似),因此JT0

将C([0,T0];H)映射到自身.
其次证明JT0

是压缩的,首先假设w1,w2 ∈C([0,T0];H)是方程(6)的两个解.运用半群K(t)的性

质、等式b(u,ν,ν)=0以及(2)式,有

|K(t)B(u,ν),z|=|b(G(u),K(t)z,ν)|⩽ct-5/8-ρ/2|u||ν||z|,
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于是有

|L2(w1)(t)-L2(w2)(t)|⩽∫
t

0
|K(t-s)(B(w1(s))-B(w2(s)))|ds⩽

cT3/8-ρ/2
0 (|w1|C([0,T];H)+|w2|C([0,T];H))supt∈[0,T0]

|w1(t)-w2(t)|.

对于L3,L4

|L3(w1)(t)-L3(w2)(t)|⩽cT0 sup
t∈[0,T0]

|w1(t)-w2(t)|.

|L4(w1)(t)-L4(w2)(t)|⩽cT1/2
0 |ν|L2(0,T0;H) supt∈[0,T0]

|w1(s)-w2(s)|.

结合上述不等式,得到

|JT0
(w1(t))-JT0

(w2(t))|⩽c(T0+T1/2
0 +T3/8-ρ/2

0 )sup
0⩽t⩽T0

|w1(t)-w2(t)|.

  对任意的ρ∈(0,
1
4
)以及足够小的T0,JT0

是空间C([0,T0];H)上的压缩映射.由压缩映像原理,JT0

在C([0,T0];H)中有唯一的不动点,即方程 (7)有唯一的局部解.下面运用能量估计证明此局部解实际上

是时间上的全局温和解.
方程 (7)两边同乘w 并取积分得

d|w|2

dt +2|w|21+2|w|22=-2r|w|2+2(σ(G(w))ν,w),

且由Gronwall不等式有,

|w(t)|2+∫
t

0
|w(s)|21ds+∫

t

0
|w(t)|22ds⩽cT(exp{∫

t

0
(|ν(t)|2+1)dt}),

式中CT 与ν无关,所以w ∈XT.证毕.
下面证明KM 的紧性.
定理3(紧性) 给定一个正数M,设KM = {uν ∈XT:ν∈SM},其中uν 是方程 (5)的温和解且uν(0)=

ψ0 ∈H,那么KM 是XT 中的紧集.
证明 假设uνn

n 是控制项,是νn ∈SM 时方程 (5)的唯一解.由空间SM 的弱紧性可知,L2(0,T;H)中

存在弱收敛于ν∈SM 的弱收敛子列,记为{νn∈SM:n∈N}.设uν 为方程 (5)的唯一解,目标是证明uνn
n 在

XT 中收敛到uν.
假设wνn

n =uνn
n -uν,有

dwνn
n

dt =Awνn
n -A2wνn

n -B(uνn
n )+B(uν)+F(wνn

n )+σ(G(uνn
n ))νn -σ(G(uν))ν.

两边同乘wνn
n 有

d|wνn
n |2

dt +2|wνn
n |21+2|wνn

n |22=-2(B(uνn
n )-B(uν),wνn

n )-2β(G(w
νn
n )x,w

νn
n )-

2r|wνn
n |2+2(σ(G(uνn

n ))νn -σ(G(uν))ν,wνn
n ).

运用与定理2相似的估计方法可以得到

|(σ(G(uνn
n ))νn -σ(G(uν))ν,wνn

n )|⩽c(1+|νn|2+|uν|2)|wνn
n |2+|νn -ν|2.

再由Gronwall不等式,有

|wνn
n |2+∫

t

0
|wνn

n (s)|21ds+2∫
t

0
|wνn

n (s)|22ds⩽∫
t

0
exp{c∫

t

0
(1+|uν(τ)|2dτ)}|νn(s)-ν(s)|2ds,

由上式可知,当νn 在SM 中弱收敛到ν时,wνn
n 在XT 中收敛到0.证毕.

下面证明Gε(W(·)+
1
ε∫

·

0
νε(s)ds)的收敛性.

定理4(弱收敛) 若 {νε:ε>0}⊂AM 在L2(0,T;H0)中弱收敛于ν,那么G(W(·)+
1
ε
)∫

·

0
νε(s)ds)
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在空间XT 中依测度收敛于G(∫
·

0
ν(s)ds).

证明 已知SM 是Polish空间,通过Skorohod表示定理可以构造一组随机过程(νε,ν,Wε,W),使得

(νε,Wε)和(ν,W)分别与(νε,W)和(ν,W)有相同的分布,且νε 在SM 中几乎处处收敛到ν.设uνε
ε 是方程 (6)

关于Wε 和νε 的解,而uν 是方程 (5)关于ν的解.由温和解的存在唯一性可知,(νε,uνε
ε ),(ν,uν)分别与(νε,

uνε
ε ),(ν,uν)有相同的概率分布.假设wε(s)=uνε

ε (s)-uν(s),由公式Itô得

|wε(t)|2+2∫
t

0
|wε(s)|21ds+2∫

t

0
|wε(s)|22ds=2∫

t

0
(-B(uνε

ε (s))+B(uν(s)),wε(s))ds+

2∫
t

0
(F(wε(s)),wε(s))ds+ε∫

t

0
|σ(G(uνε

ε (s)))|
2
L20(H;H)ds+

2ε∫
t

0
(wε,σ(G(uνε

ε (s)))dW(s))+2∫
t

0
(σ(G(uνε

ε (s)))νε -

σ(G(uν(s)))ν,wε(s))ds.
运用与定理3相似的证明方法得到

|wε(t)|2+∫
t

0
|wε(s)|21ds+2∫

t

0
|wε(s)|22ds⩽c∫

t

0
(1+|uν(s)|21+|νε(s)|2)|wε(s)|2ds+

c1ε∫
t

0
(1+|uνε

ε (s)|2)ds+∫
t

0
|νε(s)-ν(s)|2ds+M(t),

其中M(t)=2ε∫
t

0
(wε(s),σ(G(uνε

ε (s)))dW(s)).

两边取期望并运用Gronwall不等式得

E sup
0⩽t⩽T

|wε(t)|2+∫
T

0
|wε(s)|21ds+2∫

T

0
|wε(s)|22ds( ) ⩽∫

T

0
exp{c∫

T

0
(1+|uν(s)|21+

|νε(s)|2)ds}(|νε(t)-ν(t)|2+c1ε(1+|uνε
ε (t)|2))dt.

证毕.
最后,证明定理1.

证明 令H={hf(·)=∫
·

0
f(s)ds:f∈L2(0,T;H)},gf 是骨架方程的温和解,f是方程的控制项.定义

G0:C([0,T];H)→XT 如下:

G0(h)=
gf,h∈H,

0,h∈C(0,T;H)/H.{
由定理3和定理4可知,假设1成立.再由性质2得到定理1.

证毕.
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Largedeviationprinciplefortheprototypemodelofthe
wind-drivenoceancirculation

PuXueke1,2,LuYuting1

(1.SchoolofMathematicsandStatistics,ChongqingUniversity,Chongqing401331,China;

2.SchoolofMathematicsandInformationScience,GuangzhouUniversity,Guangzhou510006,China)

  Abstract:Recently,theStochasticQuasi-Geostrophicequationhasattractedmanyscholars'attentionsandithasbeenin-
tensivelystudied.Onereasonisduetothatitissimilarwithanothermorewell-knownmodel-StochasticNavier-Stokesequa-
tion,theotheristhatQuasi-GeostrophicequationisimportantintheGeostrophicFluidDynamics.Inthisresearch,wediscuss
theprototypemodelofthewind-drivenoceancirculationwithmultiplicativenoise.First,weverifytheexistenceofstrongsolu-
tionsandtheuniquenessofmildsolutionsinthedimensiontwoandthree.Andthenweprovealargedeviationprinciple,based
ontheLaplaceprincipleandtheweakconvergencemethods.

Keywords:largedeviations;stochasticquasi-geostrophicequation;Gaussianwhitenoise
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