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萤火虫图距离矩阵的两个最大特征值和的下界

陈华，王国平

（新疆师范大学 数学科学学院，乌鲁木齐８３００１７）

摘　要：令狀＝２狉＋２狋＋狊＋１（狉，狊１，狋０），犛狀－狋 是一个狀－狋阶的星，将犛狀－狋 中的狉对不同的点分别用

狉条边连接，在另外的狋条悬挂边上分别接上一条边，得到的图叫作萤火虫图．令图犌是狀个点的萤火虫图，主要确定

了图犌 的距离矩阵犇（犌）＝ （犱犻犼）狀×狀，距离拉普拉斯矩阵犔犇（犌）与距离无符号拉普拉斯矩阵犙犇（犌）的两个最大特

征值和的下界．
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让犕 是一个狀阶实对称矩阵，则可以将其狀个特征值设为λ１（犕）λ２（犕）…λ狀（犕）．对于某个确

定的正整数犽狀，图论研究者对λ１（犕）＋λ２（犕）＋…＋λ犽（犕）的取值范围进行了研究．设ε狀＝｛犃∈犚
狀×狀

狘犃
Ｔ
＝犃，０犪犻犼１，１犻，犼狀｝，文献［１］给出了这一类对称矩阵的第一大与第二大特征值和的上下界．

同时，他们也将上述结果推广到了更加一般的情况．即令ζ狀＝｛犃 ∈犚
狀×狀
狘犃

Ｔ
＝犃，犪犪犻犼 犫，１犻，犼

狀，犪，犫为实数，且犪＜犫｝，他们在文献［１］中对这类对称矩阵的第一大与第二大特征值和的下界也给予了界

定．

图的邻接矩阵及（无符号）拉普拉斯矩阵等具有特定意义矩阵的上述问题的研究更是颇受关注．文献［２］

得到了简单图的拉普拉斯矩阵第一大与第二大特征值和的上界及树的前犽大特征值和的上界．文献［３］证明

了简单图犌 的无符号拉普拉斯矩阵第一大与第二大特征值和的上界为犲（犌）＋３，也证明了正则图犌 的前犽

大特征值的和犛犽（犌）犲（犌）＋
犽＋１

２（ ）．文献［４］证明了简单图的无符号拉普拉斯矩阵第一大与第二大特征
值的和取到犲（犌）＋３的极图为犛＋狀．文献［５］证明了沙漏图的线图是由它的（无符号）拉普拉斯谱唯一确定的．

文献［６］给出了具有犽个悬挂点且两个圈只有一个交点的狀阶双圈图有极大Ｈａｒａｒｙ指数的图类．

设简单图犌的点集犞（犌）＝｛狏１，狏２，… ，狏狀｝，其距离矩阵犇（犌）＝（犱犻犼）狀×狀，其中犱犻犼表示狏犻与狏犼之间的

距离，其特征值λ１（犇（犌））λ２（犇（犌）） … λ狀（犇（犌））被称为图犌的距离谱．２０１３年，文献［７］给出了

距离拉普拉斯矩阵和距离无符号拉普拉斯矩阵的定义．若图犌 中一个点狏的迹犜狉（狏）表示点狏到图犌中其

他所有点的距离之和，则ｄｉａｇ（犜狉）表示（犻，犻）位置上的元素为犜狉（狏犻）的对角矩阵．图犌 的距离拉普拉斯矩

阵犔犇（犌）＝ｄｉａｇ（犜狉）－犇（犌），其特征值μ１（犔犇（犌））μ２（犔犇（犌）） …μ狀（犔犇（犌））被称为图犌的距

离拉普拉斯谱．图犌 的距离无符号拉普拉斯矩阵犙犇（犌）＝ｄｉａｇ（犜狉）＋犇（犌），其特征值狇１（犙犇（犌））

狇２（犙犇（犌）） … 狇狀（犙犇（犌））被称为是图犌 的距离无符号拉普拉斯谱．人们对于距离矩阵的谱做了大量

的研究，这在文献［８］中有详细的说明．图的距离拉普拉斯谱和距离无符号拉普拉斯谱的研究也有很多，详见

文献［９－１１］．
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边连接，在另外的狋条悬挂边上分别接上一条边，得到的图叫

作萤火虫图，记为犉狉，狊，狋（如图１所示）．

在文献［１２］中确定了萤火虫图的邻接矩阵的最大、第二

大、最小特征值的上、下界．在这篇文章中确定了萤火虫图的距

离矩阵、距离拉普拉斯矩阵及距离无符号拉普拉斯矩阵的第一

大与第二大特征值的和的下界．

１　距离矩阵第一大与第二大特征值和的下界

令犲犽 表示第犽个分量为１，其余分量为０的狀阶单位列向

量．犑犿×狀 表示所有元素均为１的犿×狀阶矩阵；当犿＝狀时，记为犑狀．犐狀 表示狀阶单位阵．

如果图犌 和犎 是同构的，那么就将它们记为犌 犎．

为了书写方便，下面把λ犻（犇（犌）），μ犻（犔犇（犌））和狇犻（犙犇（犌））分别简记为λ犻（犌），μ犻（犌）和狇犻（犌）（１

犻狀）．

引理１　设狀４，则犛２（犉１，狀－３，０）＞２狀－５．

证明　令犌 犉１，狀－３，０ ，通过简单的计算，可以得到犇（犌）＝

２犑（狀－３）－２犐（狀－３） 犑（狀－３）×１ ２犑（狀－３）×２

犑１×（狀－３） ０ 犑１×２

２犑２×（狀－３） 犑２×１ 犑２－犐２

烄

烆

烌

烎

．

通过观察可得犲狀－１－犲狀 是犇（犌）关于特征值－１的特征向量；对每一个２犽狀－３，犲１－犲犽 都是犇（犌）

关于特征值－２的特征向量．这表明－１是犇（犌）的重数至少为１的特征值，－２是犇（犌）的重数至少为狀－

４的特征值．

接下来，确定犇（犌）的另外３个特征值．设λ１为犇（犌）的最大特征值，由对称性可知，其对应的特征向量

犡＝（狓犑１×（狀－３），狔，狕犑１×２）
Ｔ．

由特征方程犇犡＝λ１犡 可以得到

２（狀－４）狓＋狔＋４狕＝λ１狓，

（狀－３）狓＋２狕＝λ１狔，

２（狀－３）狓＋狔＋狕＝λ１狕．

烅

烄

烆

令犕＝

２（狀－４） １ ４

狀－３ ０ ２

２（狀－３） １ １

烄

烆

烌

烎

，那么，犕 的

特征值也是犇（犌）的特征值．

经过简单的计算，可以确定犕 的特征多项式：ψ（犼）＝犼
３
－（－７＋２狀）犼

２
－（－１７＋７狀）犼＋５－３狀．

注意到ψ（－３）＝－１０＜０，ψ（－２）＝３狀－９＞０，ψ（－１）＝２狀－６＞０，ψ（－
１

２
）＝－

１５

８
＜０，ψ（０）＝

５－３狀＜０，ψ（２狀－４）＝－２狀
２
＋１１狀－１５＜０，ψ（（２狀－３）＝２狀

２
＋４狀－１０＞０．

　　从上述不等式可以看出２狀－４＜λ１（犌）＜２狀－３且λ２（犌）＞－１．这表明犛２（犌）＞２狀－５．

引理２　设狊１，狋１．则犛２（犉１，狊，狋）＞２狊＋４狋＋３．

证明　令犌 犉１，狊，狋 ，通过简单的计算，可以得到

犇（犌）＝

２犑狊－２犐狊 ２犑狊×狋 ３犑狊×狋 犑狊×１ ２犑狊×２

２犑狋×狊 ２犑狋－２犐狋 ３犑狋－２犐狋 犑狋×１ ２犑狋×２

３犑狋×狊 ３犑狋－２犐狋 ４犑狋－４犐狋 ２犑狋×１ ３犑狋×２

犑１×狊 犑１×狋 ２犑１×狋 ０ 犑１×２

２犑２×狊 ２犑２×狋 ３犑２×狋 犑２×１ 犑２－犐２

烄

烆

烌

烎

．

　　通过观察可得，犲狀－１－犲狀 是犇（犌）关于特征值－１的特征向量；对每一个２犽狊，犲１－犲犽 都是犇（犌）

关于特征值－２的特征向量．这表明－１为犇（犌）的重数至少为１的特征值，－２为犇（犌）的重数至少为狊－

１的特征值．

因为犇（犌）是非负对称不可约矩阵，根据Ｐｅｒｒｏｎ定理可以确定，犇（犌）的最大特征值λ１一定是正的，其

对应的特征向量犡 也是正的．设λ１ 为犇（犌）的最大特征值，因此犡 与－１和－２对应的上述特征向量均正
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交．再根据对称性，就能够设犡＝（狓犑１×狊，狔犑１×狋，狕犑１×狋，狆，狇犑１×２）
Ｔ．

根据特征方程犇犡＝λ１犡 可以得到

２（狊－１）狓＋２狋狔＋３狋狕＋狆＋４狇＝λ１狓，

２狊狓＋２（狋－１）狔＋（３狋－２）狕＋狆＋４狇＝λ１狔，

３狊狓＋（３狋－２）狔＋４（狋－１）狕＋２狆＋６狇＝λ１狕，

狊狓＋狋狔＋２狋狕＋２狇＝λ１狆，

２狊狓＋２狋狔＋３狋狕＋狆＋狇＝λ１狇．

烅

烄

烆

令犕 ＝

２狊－２ ２狋 ３狋 １ ４

２狊 ２狋－２ ３狋－２ １ ４

３狊 ３狋－２ ４狋－４ ２ ６

狊 狋 ２狋 ０ ２

２狊 ２狋 ３狋 １ １

烄

烆

烌

烎

．那么，犕 的特征值也是犇（犌）的特征值．

经过简单的计算，可以确定犕 的特征多项式：ψ（犼）＝犼
５
－（－７＋６狋＋２狊）犼

４
－（狊狋＋狋

２
＋１９狊＋４１狋－

６）犼
３
－（５狊狋＋５狋

２
＋５３狊＋９３狋＋２４）犼

２
－（６狊狋＋６狋

２
＋４６狊＋８２狋＋４０）犼－１２狊－２４狋－１６．ψ（－１０狊－１０狋）＜

０，ψ（－３）＝６狋＋５０＞０，ψ（－２）＝－１２狊＜０，ψ（－１）＝２狊狋＋２狋
２
－２狊＞０，ψ（０）＝－１２狊－２４狋－１６＜０，

ψ（２狊＋４狋＋４）＜０，ψ（４狊＋８狋－１）＞０．

从上述不等式可以看出，２狊＋４狋＋４＜λ１（犌）＜４狊＋８狋－１且λ２（犌）＞－１．这表明犛２（犌）＞２狊＋４狋＋３．

引理３　设２狉＋狊＋１６，狉２．则犛２（犉狉，狊，０）＞４狉＋２狊－４．

证明　令犌 犉狉，狊，０，通过简单的计算，可以得到犇（犌）＝

２犑狊－２犐狊 犑狊×１ ２犑狊×２狉

犑１×狊 ０ 犑１×２狉

２犑２狉×狊 犑２狉×１ 犅２狉

烄

烆

烌

烎

．

　　这里犅２狉 是一个狉阶的块矩阵，其对角线上的每一块都为犑２－犐２，其余的块均为２犑２．

通过观察可得，对每一个１犿 狉，犲狊＋２犿 －犲狊＋２犿＋１ 都是犇（犌）关于特征值－１的特征向量；对每一个

２犽狊，犲１－犲犽，都是犇（犌）关于特征值－２的特征向量．这表明－１为犇（犌）的重数至少为狉的特征值，

－２为犇（犌）的重数至少为狊－１的特征值．

因为犇（犌）是非负对称不可约矩阵，根据Ｐｅｒｒｏｎ定理可以确定，犇（犌）的最大特征值λ１ 一定是正的，

其对应的特征向量犡 也是正的．设λ１ 为犇（犌）的最大的特征值，因此犡 与－１和－２对应的上述特征向量

均正交．因此，就能够确定犡＝（狓犑１×狊，狔，狕犑１×２狉）
Ｔ．

再根据特征方程犇犡＝λ１犡可以得到

２（狊－１）狓＋狔＋４狉狕＝λ１狓，

狊狓＋２狉狕＝λ１狔，

２狊狓＋狔＋（４狉－３）狕＝λ１狕．

烅

烄

烆

令犕＝

２狊－２ １ ４狉

狊 ０ ２狉

２狊 １ ４狉－３

烄

烆

烌

烎

，那么，

犕 的特征值也是犇（犌）的特征值．

经过简单的计算，可以确定犕 的特征多项式：ψ（犼）＝犼
３
－（４狉＋２狊－５）犼

２
－（１０狉＋７狊－６）犼－４狉－３狊．

ψ（－３）＝－１０狉＜０，ψ（－２）＝３狊＞０，ψ（－１）＝－２＋２狉＋２狊＞０，ψ（０）＝－４狉－３狊＜０，

ψ（４狉＋２狊－３）＝－８狉
２
－１６狉狊－６狉

２
＋２狉＋６狊＜０，ψ（４狉＋２狊－１）＝２４狉

２
＋１６狉狊＋２狊

２
－２狉－２＞０．

从上述不等式可以看出，４狉＋２狊－３＜λ１（犌）＜４狉＋２狊－１且λ２（犌）＞－１．这表明犛２（犌）＞４狉＋２狊－４．

引理４　 设狉２，狋，狊１．则犛２（犉狉，狊，狋）＞４狉＋２狊＋４狋－２．

证明　令犌 犉狉，狊，狋，通过简单的计算可以得到

犇（犌）＝

２犑狊－２犐狊 ２犑狊×狋 ３犑狊×狋 犑狊×１ ２犑狊×２狉

２犑狋×狊 ２犑狋－２犐狋 ３犑狋－２犐狋 犑狋×１ ２犑狋×２狉

３犑狋×狊 ３犑狋－２犐狋 ４犑狋－４犐狋 ２犑狋×１ ３犑狋×２狉

犑１×狊 犑１×狋 ２犑１×狋 ０ 犑１×２狉

２犑２狉×狊 ２犑２狉×狋 ３犑２狉×狋 犑２狉×１ 犅２狉

烄

烆

烌

烎

．
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　　这里犅２狉 是一个狉阶的块矩阵，其对角线上的每一块都为犑２－犐２，其余的块均为２犑２．

通过观察可得，对每一个１犿狉，犲狊＋２犿＋２狋－犲狊＋２犿＋２狋＋１都是犇（犌）关于特征值－１的特征向量；对每一

个２犽 狊，犲１－犲犽 都是犇（犌）关于特征值－２的特征向量．这表明－１为犇（犌）的重数至少为狉的特征

值，－２为犇（犌）的重数至少为狊－１的特征值．

因为犇（犌）是非负对称不可约矩阵，根据Ｐｅｒｒｏｎ定理可以确定，犇（犌）的最大特征值λ１ 一定是正的，

其对应的特征向量犡 也是正的．设λ１ 为犇（犌）的最大特征值，因此犡 与－１和－２对应的上述特征向量均

正交．再根据对称性，就能够设犡＝（狓犑１×狊，狔犑１×狋，狕犑１×狋，狆，狇犑１×２狉）
Ｔ ．

根据特征方程犇犡＝λ１犡 可以得到

２（狊－１）狓＋２狋狔＋３狋狕＋狆＋４狉狇＝λ１狓，

２狊狓＋２（狋－１）狔＋（３狋－２）狕＋狆＋４狉狇＝λ１狔，

３狊狓＋（３狋－２）狔＋４（狋－１）狕＋２狆＋６狉狇＝λ１狕，

狊狓＋狋狔＋２狋狕＋２狉狇＝λ１狆，

２狊狓＋２狋狔＋３狋狕＋狆＋（４狉－３）狇＝λ１狇．

烅

烄

烆

令犕 ＝

２狊－２ ２狋 ３狋 １ ４狉

２狊 ２狋－２ ３狋－２ １ ４狉

３狊 ３狋－２ ４狋－４ ２ ６狉

狊 狋 ２狋 ０ ２狉

２狊 ２狋 ３狋 １ ４狉－３

烄

烆

烌

烎

，那么，犕 的特征值也是犇（犌）的特征值．

经过简单的计算，可以确定犕 的特征多项式：

ψ（犼）＝犼
５
－（４狉＋２狊＋６狋－１１）犼

４
－（２狉狋＋狊狋＋狋

２
＋３４狉＋１９狊＋３９狋－４０）犼

３
－（８狉狋＋５狊狋＋５狋

２
＋

８０狉＋５３狊＋８５狋－５６）犼
２
－（８狉狋＋６狊狋＋６狋

２
＋６４狉＋４６狊＋７４狋－２４）犼－１６狉－１２狊－２４狋．

ψ（－１０狉－１０狊－１０狋）＜０，ψ（－３）＝６狉狋＋５０狉＞０，ψ（－２）＝－１２狊＜０，

ψ（－１）＝２狉狋＋２狊狋＋２狋
２
－２狉－２狊－２狋＋２＞０，ψ（０）＝－１６狉－１２狊－２４狋＜０，

ψ（４狉＋２狊＋４狋－１）＜０，ψ（８狉＋４狊＋８狋－３）＞０．

从上述不等式可得，２狊＋４狉＋４狋－１＜λ１（犌）＜８狉＋４狊＋８狋－３且λ２（犌）＞－１．这表明犛２（犌）＞

４狉＋２狊＋４狋－２．

根据引理１～引理４，就能得到定理１．

定理１　若狉１，狊１，狋０，则犛２（犉狉，狊，狋）＞２狀－６．

２　距离拉普拉斯矩阵第一大与第二大特征值和的下界

引理５　犛２（犔犇（犉１，１，０））＝８狉＋４狊＝１２．

证明　令犌 犉１，１，０，

犔犇（犌）＝

５ －１ －２ －２

－１ ３ －１ －１

－２ －１ ４ －１

－２ －１ －１ ４

烄

烆

烌

烎

．

　　犔犇（犌）的特征多项式ψ（犼）＝犼
４
－１６犼

３
＋８５犼

２
－１５７犼＋３５．

容易得出犔犇（犌）的特征值为０，５，７，４．

所以μ１（犌）＝４狉＋２狊＋１＝７，μ２（犌）＝４狉＋２狊－１＝５．因此犛２（犔犇（犌））＝８狉＋４狊＝１２．

引理６　假定犉狉，狊，狋 犉１，１，０如图１所示，令狓是μ１（犉狉，狊，狋）的特征向量．则对犞（犃犻）中的任意两个点狌犻

和狏犻 对应的分量狓（狌犻）和狓（狏犻）满足狓（狌犻）＝狓（狏犻）（犻＝１，２，３，４）．

证明　先证明狓（狌１）＝狓（狏１）．为了书写简洁，令犌＝犉狉，狊，狋，犞犻＝犞（犃犻）．这样由特征方程μ１（犌）狓（狌犻）＝

∑狌犼∈犞（犌）
犱狌犻狌犼（狓（狌犻）－狓（狌犼））可以得到

０４ 河南师范大学学报（自然科学版）　　　　　　　　　　　　　　　　２０１８年



μ１（犌）狓（狌１）＝（狓（狌１）－狓（狏１））＋２∑狑∈犞１＼（狌１，狏１）
（狓（狌１）－狓（狑））＋（狓（狌１）－狓（犗））＋

　　２∑狑∈犞２
（狓（狌１）－狓（狑））＋２∑狑∈犞３

（狓（狌１）－狓（狑））＋３∑狑∈犞４
（狓（狌１）－狓（狑）），

μ１（犌）狓（狏１）＝（狓（狏１）－狓（狌１））＋２∑狑∈犞１＼（狌１，狏１）
（狓（狏１）－狓（狑））＋（狓（狏１）－狓（犗））＋

　　２∑狑∈犞２
（狓（狏１）－狓（狑））＋２∑狑∈犞３

（狓（狏１）－狓（狑））＋３∑狑∈犞４
（狓（狏１）－狓（狑））．

烅

烄

烆

所以，（μ１（犌）－（４狉＋２狊＋５狋－１））（狓（狌１）－狓（狏１））＝０．

但μ１（犌）ｍａｘ｛犜狉（狏）狘狏∈犌｝＝６狉＋３狊＋７狋－４，所以μ１（犌）－（４狉＋２狊＋５狋－１）＞０，故狓（狌１）＝

狓（狏１）．

同理可证，狓（狌犻）＝狓（狏犻）（犻＝１，２，３，４）．

引理７　假定犉狉，狊，０ 犉１，１，０，则犛２（犔犇（犉狉，狊，０））８狉＋４狊．

证明　令犌 犉狉，狊，０ ，通过简单的计算可得

犔犇（犌）＝

（２狊＋４狉＋１）犐狊－２犑狊 －犑狊×１ －２犑狊×２狉

－犑１×狊 ２狉＋狊 －犑１×２狉

－２犑２狉×狊 －犑２狉×１ 犅２狉

烄

烆

烌

烎

，

这里犅２狉 是一个狉阶的块矩阵，其对角线上的每一块都为（４狉＋２狊－１）犐２－犑２，其余的块均为－２犑２．

通过观察可得，对每一个１犿狉，犲狊＋２犿 －犲狊＋２犿＋１都是犔犇（犌）关于特征值４狉＋２狊－１的特征向量；对

每一个２犽狊，犲１－犲犽 都是犔犇（犌）关于特征值４狉＋２狊＋１的特征向量．这表明４狉＋２狊－１为犔犇（犌）的

重数至少为狉的特征值，４狉＋２狊＋１为犔犇（犌）的重数至少为狊－１的特征值．

为了确定犔犇（犌）其余的特征值，首先确定它们所对应的特征向量的形式．设μ１ 为犔犇（犌）的最大特征

值，其对应的特征向量为犢．由引理６，能够设犢＝（狓犑１×狊，狔，狕犑１×２狉）
Ｔ．

再根据特征方程犔犇犢＝μ１犢 可以得到

（４狉＋１）狓－狔－４狉狕＝μ１狓，

－狊狓＋（２狉＋狊）狔－２狉狕＝μ１狔，

－２狊狓－狔＋（２狊＋１）狕＝μ１狕．

烅

烄

烆

令犕 ＝

４狉＋１ －１ －４狉

－狊 ２狉＋狊 －２狉

－２狊 －１ ２狊＋１

烄

烆

烌

烎

，那么，犕 的特征值也是犔犇（犌）的特征值．

经过简单的计算，可以确定犕 的特征多项式：ψ（犼）＝犼
３
－（３狊＋６狉＋２）犼

２
－（－８狉

２
－８狉狊－２狊

２
－６狉－

３狊－１）犼．通过计算，犔犇（犌）的特征值为０，４狉＋２狊＋１，２狉＋狊＋１．所以μ１（犌）＝４狉＋２狊＋１，μ２（犌）４狉＋

２狊－１．因此犛２（犔犇（犉｛狉，狊，０｝））８狉＋４狊．

引理８　假定犉狉，狊，狋 犉１，１，０，（狋＞０），则犛２（犔犇（犉狉，狊，狋））＞１０狉＋５狊＋１０狋＋１．

证明　令犌 犉狉，狊，狋，犪＝４狉＋２狊＋５狋＋１，犫＝４狉＋２狊＋５狋－１，犮＝６狉＋３狊＋７狋．

通过简单的计算可以得到

犔犇（犌）＝

犪犐狊－２犑狊 －２犑狊×狋 －３犑狊×狋 －犑狊×１ －２犑狊×２狉

－２犑狋×狊 犫犐狋－２犑狋 ２犐狋－３犑狋 －犑狋×１ －２犑狋×２狉

－３犑狋×狊 ２犐狋－３犑狋 犮犐狋－４犑狋 －２犑狋×１ －３犑狋×２狉

－犑１×狊 －犑１×狋 －２犑１×狋 ２狉＋狊＋３狋 －犑１×２狉

－２犑２狉×狊 －２犑２狉×狋 －３犑２狉×狋 －犑２狉×１ 犅２狉

烄

烆

烌

烎

．

　　这里犅２狉是一个狉阶的块矩阵，其对角线上的每一块都为（４狉＋２狊＋５狋－１）犐２－犑２，其余的块均为－２犑２．

　　通过观察可得，对每一个１犿 狉，犲狊＋２犿＋２狋－犲狊＋２犿＋２狋＋１都是犔犇（犌）关于特征值４狉＋２狊＋５狋－１的特

征向量；对每一个２犽 狊，犲１－犲犽 都是犔犇（犌）关于特征值４狉＋２狊＋５狋＋１的特征向量．这表明４狉＋

２狊＋５狋－１为犔犇（犌）的重数至少为狉的特征值，４狉＋２狊＋５狋＋１为犔犇（犌）的重数至少为狊－１的特征值．

为了确定犔犇（犌）其余的特征值，首先确定它们所对应的特征向量的形式．设μ１ 为犔犇（犌）的最大的特

征值，其对应的特征向量为犢．由引理６，就能够设犢＝（狓犑１×狊，狔犑１×狋，狕犑１×狋，狆，狇犑１×２狉）
Ｔ．再根据特征方程
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犔犇犢＝μ１犢 可以得到

（４狉＋５狋＋１）狓－２狋狔－３狋狕－狆－４狉狇＝μ１狓，

－２狊狓＋（４狉＋２狊＋３狋－１）狔＋（－３狋＋２）狕－狆－４狉狇＝μ１狔，

－３狊狓＋（－３狋＋２）狔＋（６狉＋３狊＋３狋）狕－２狆－６狉狇＝μ１狕，

－狊狓－狋狔－２狋狕＋（２狉＋狊＋３狋）狆－２狉狇＝μ１狆，

－２狊狓－２狋狔－３狋狕－狆＋（２狊＋５狋＋１）狇＝μ１狇．

烅

烄

烆

　　令犕 ＝

４狉＋５狋＋１ －２狋 －３狋 －１ －４狉

－２狊 ４狉＋２狊＋３狋－１ －３狋＋２ －１ －４狉

－３狊 －３狋＋２ ６狉＋３狊＋３狋 －２ －６狉

－狊 －狋 －２狋 ２狉＋狊＋３狋 －２狉

－２狊 －２狋 －３狋 －１ ２狊＋５狋＋１

烄

烆

烌

烎

，

那么，犕 的特征值也是犔犇（犌）的特征值．

经过简单计算，可以确定犕 的特征多项式：

ψ（犼）＝犼
５
－（１６狉＋１９狋＋１＋８狊）犼

４
－（－９２狉

２
－９２狉狊－２２２狉狋－２３狊

２
－１１１狊狋－１３３狋

２
－１４狉－７狊－

１９狋＋５）犼
３
－（２２４狉

３
＋３３６狉

２狊＋８２４狉
２狋＋１６８狉狊

２
＋８２４狉狊狋＋１００４狉狋

２
＋２８狊

３
＋２０６狊

２狋＋５０２狊狋
２
＋４０５狋

３
＋

６４狉２＋６４狉狊＋１６８狉狋＋１６狊
２
＋８４狊狋＋１１１狋

２
－３２狉－１６狊－３９狋－９）犼

２
－ （－１９２狉

４
－３８４狉

３狊－９６０狉
３狋－

２８８狉２狊２－１４４０狉
２狊狋－１７８８狉

２狋２－９６狉狊
３
－７２０狉狊

２狋－１７８８狉狊狋
２
－１４７０狉狋

３
－１２狊

４
－１２０狊

３狋－４４７狊
２狋２ －

７３５狊狋３－４５０狋
４
－９６狉

３
－１４４狉

２狊－３６８狉
２狋－７２狉狊

２
－３６８狉狊狋－４７４狉狋

２
－１２狊

３
－９２狊

２狋－２３７狊狋
２
－２０５狋

３
＋

４４狉２＋４４狉狊＋１１４狉狋＋１１狊
２
＋５７狊狋＋７２狋

２
＋３０狉＋１５狊＋３９狋＋４）犼．

ψ（０）＝０，ψ（２狉）＞０，ψ（２狉＋２狊＋５狋）＜０，ψ（４狉＋２狊＋５狋＋１－
１

狋
）＞０，ψ（４狉＋２狊＋５狋＋１）＝０，

ψ（６狉＋３狊＋５狋）＜０，ψ（８狉＋４狊＋７狋）＞０．

从上述不等式可以看出，μ１（犌）＞６狉＋３狊＋５狋且μ２（犌）４狉＋２狊＋５狋＋１．这表明犛２（犔犇（犌））＞

１０狉＋５狊＋１０狋＋１．根据引理５～引理８，就能得到定理２．

定理２　若狉１，狊１，狋０，则犛２（犔犇（犉狉，狊，狋））４狀－４．

３　距离无符号拉普拉斯矩阵第一大与第二大特征值和的下界

引理９　设狉１，狊１，则犛２（犙犇（犉狉，狊，０））＞１２狉＋６狊－８．

证明　令犌 犉狉，狊，０，通过简单计算可以得到

犙犇（犌）＝

（２狊＋４狉－３）犐狊＋２犑狊 犑狊×１ ２犑狊×２狉

犑１×狊 ２狉＋狊 犑１×２狉

２犑２狉×狊 犑２狉×１ 犅２狉

烄

烆

烌

烎

．

这里犅２狉 是一个狉阶的块矩阵，其对角线上的每一块都为（４狉＋２狊－３）犐２＋犑２，其余的块均为２犑２．

通过观察，看到对每一个１犿狉，犲狊＋２犿 －犲狊＋２犿＋１都是犙犇（犌）关于特征值４狉＋２狊－３的特征向量；对

每一个２犽狊，犲１－犲犽 都是犙犇（犌）关于特征值４狉＋２狊－３的特征向量．这表明４狉＋２狊－３为犙犇（犌）的

重数至少为狉＋狊－１的特征值．

为了确定犙犇（犌）其余的特征值，首先确定它们所对应的特征向量的形式．设狇１ 为犙犇（犌）的最大的特

征值，其对应的特征向量为犣．根据对称性，就能够设犣＝（狓犑１×狊，狔，狕犑１×２狉）
Ｔ．

再根据特征方程犙犇犣＝狇１犣可以得到

（４狉＋４狊－３）狓＋狔＋４狉狕＝狇１狓，

狊狓＋（２狉＋狊）狔＋２狉狕＝狇１狔，

２狊狓＋狔＋（８狉＋２狊－５）狕＝狇１狕．

烅

烄

烆

令犕 ＝

４狉＋４狊－３ １ ４狉

狊 ２狉＋狊 ２狉

２狊 １ ８狉＋２狊－５

烄

烆

烌

烎

，那么，犕 的特征值也是犙犇（犌）的特征值．
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经过简单的计算，可以确定犕 的特征多项式：ψ（犼）＝犼
３
－（１４狉＋７狊－８）犼

２
－（－５６狉

２
－５６狉狊－１４狊

２
＋

６２狉＋３５狊－１５）犼－６４狉
３
－９６狉

２狊－４８狉狊
２
－８狊

３
＋９６狉

２
＋１０４狉狊＋２８狊

２
－３６狉－２０狊．

ψ（２狉＋狊－２）＝－２０狉
２
－２０狉狊－５狊

２
＋２２狉＋１７狊－６＜０，ψ（２狉＋狊－

１

２狉狊
）＞０，

ψ（４狉＋２狊－３）＝－８狉狊－４狊
２
＋１０狊＜０，ψ（８狉＋４狊－５）＝－８狉

２
－３２狉狊－１４狊

２
＋４狉＋２０狊＜０，

ψ（８狉＋４狊－２）＝６４狉
２
＋４０狉狊＋４狊

２
－８狉＋２狊－６＞０．

从上述不等式可以看出，狇１（犌）＞８狉＋４狊－５，狇２（犌）４狉＋２狊－３．

这表明犛２（犙犇（犉狉，狊，０））＞１２狉＋６狊－８．

引理１０　设狉１，狊１，狋＞０，则犛２（犙犇（犉狉，狊，狋））＞１０狉＋５狊＋１０狋＋１．

证明　令犌 犉狉，狊，狋，犪＝４狉＋２狊＋５狋－３，犫＝４狉＋２狊＋５狋－５，犮＝６狉＋３狊＋７狋－８．通过简单的计算，

可以得到

犙犇（犌）＝

犪犐狊＋２犑狊 ２犑狊×狋 ３犑狊×狋 犑狊×１ ２犑狊×２狉

２犑狋×狊 犫犐狋＋２犑狋 ３犑狋－２犐狋 犑狋×１ ２犑狋×２狉

３犑狋×狊 ３犑狋－２犐狋 犮犐狋＋４犑狋 ２犑狋×１ ３犑狋×２狉

犑１×狊 犑１×狋 ２犑１×狋 ２狉＋狊＋３狋 犑１×２狉

２犑２狉×狊 ２犑２狉×狋 ３犑２狉×狋 犑２狉×１ 犅２狉

烄

烆

烌

烎

．

　　这里犅２狉 是一个狉阶的块矩阵，其对角线上的每一块都为（４狉＋２狊＋５狋－３）犐２＋犑２，其余的块均为２犑２．

　　通过观察可得，对每一个１犿 狉，犲狊＋２犿＋２狋－犲狊＋２犿＋２狋＋１都是犙犇（犌）关于特征值４狉＋２狊＋５狋－３的特

征向量；对每一个２犽 狊，犲１－犲犽 都是犙犇（犌）关于特征值４狉＋２狊＋５狋－３的特征向量．这表明４狉＋

２狊＋５狋－３为犙犇（犌）的重数至少为狉＋狊－１的特征值．

为了确定犙犇（犌）其余的特征值，首先确定它们所对应的特征向量的形式．设狇１ 为犙犇（犌）的最大特征

值，其对应的特征向量为犣．根据对称性，能够设犣＝（狓犑１×狊，狔犑１×狋，狕犑１×狋，狆，狇犑１×２狉）
Ｔ．再根据特征方程犙犇犣＝

狇１犣可以得到

（４狉＋＋４狊＋５狋－３）狓＋２狋狔＋３狋狕＋狆＋４狉狇＝狇１狓，

２狊狓＋（４狉＋２狊＋７狋－５）狔＋（３狋－２）狕＋狆＋４狉狇＝狇１狔，

３狊狓＋（３狋－２）狔＋（６狉＋３狊＋１１狋－８）狕＋２狆＋６狉狇＝狇１狕，

狊狓＋狋狔＋２狋狕＋（２狉＋狊＋３狋）狆＋２狉狇＝狇１狆，

２狊狓＋２狋狔＋３狋狕＋狆＋（８狉＋２狊＋５狋－５）狇＝狇１狇．

烅

烄

烆

令犱＝４狉＋４狊＋５狋－３，犲＝４狉＋２狊＋７狋－５，犳＝６狉＋３狊＋１１狋－８，犵＝２狉＋狊＋３狋，犺＝８狉＋２狊＋５狋－５．

犕 ＝

犱 ２狋 ３狋 １ ４狉

２狊 犲 ３狋－２ １ ４狉

３狊 ３狋－２ 犳 ２ ６狉

狊 狋 ２狋 犵 ２狉

２狊 ２狋 ３狋 １ 犺

烄

烆

烌

烎

，那么，犕 的特征值也是犙犇（犌）的特征值．

经过简单计算，可以确定犕 的特征多项式：ψ（犼）＝犼
５
－（２４狉＋１２狊＋３１狋－２１）犼

４
－（－２２０狉

２
－２２０狉狊－

５５８狉狋－５５狊
２
－２７９狊狋－３５７狋

２
＋３８６狉＋１９７狊＋４８１狋－１５５）犼

３
－（９６０狉

３
＋１４４０狉

２狊＋３６２４狉
２狋＋７２０狉狊

２
＋

３６２４狉狊狋＋４５８８狉狋
２
＋１２０狊

３
＋９０６狊

２狋＋２２９４狊狋
２
＋１９４９狋

３
－２５０４狉

２
－２５５２狉狊－６２３２狉狋－６５０狊

２
－３１７４狊狋－

３８９５狋２＋１９９２狉＋１０５０狊＋２４６７狋－４８３）犼
２
－（－１９８４狉

４
－３９６８狉

３狊－９９８４狉
３狋－２９７６狉

２狊２－１４９７６狉
２狊狋－

１８９０８狉２狋２－９９２狉狊
３
－７４８８狉狊

２狋－１８９０８狉狊狋
２
－１５９８２狉狋

３
－１２４狊

４
－１２４８狊

３狋－４７２７狊
２狋２－７９９１狊狋

３
－

５０９０狋４＋６７５２狉
３
＋１０３０４狉

２狊＋２５３６０狉
２狋＋５２４０狉狊

２
＋２５７９６狉狊狋＋３１８０２狉狋

２
＋８８８狊

３
＋６５５８狊

２狋＋

１６１６９狊狋２＋１３３２７狋
３
－７８２８狉

２
－８２００狉狊－１９６５０狉狋－２１４３狊

２
－１０２９５狊狋－１２３２２狋

２
＋３６３０狉＋１９８５狊＋

４６０９狋－５４０）犼－９７２８狉
４狋－２４６７２狉

３狋２－３１３４４狉
２狋３－１９９６０狉狋

４
＋１２７３６狉

３狊＋９６９６狉
２狊２＋３２８０狉狊

３
＋

４１６８狊３狋－９５３２狊
２狋－２３５２４狊狋

２
－１４２２４狉

２狊－７３８４狉狊
２
＋３１８７２狉

３狋＋６０６４８狉
２狋２＋５１２６８狉狋

３
＋１５６２８狊

２狋２＋

２６０２４狊狋３＋９９８０狋
２
－３５２４８狉

２狋－４５１６８狉狋
２
＋１６２８狊

２
＋６１００狊狉＋８１６８狊狋＋５６８８狉

２
＋１５１７２狉狋－１９４５６狉

３狊狋－
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１４５９２狉２狊２狋－３７００８狉
２狊狋２－４８６４狉狊

３狋－１８５０４狉狊
２狋２－３１３４４狉狊狋

３
＋４８５４４狉

２狊狋＋２４６４０狉狊
２狋＋６１５８０狉狊狋

２
－

３６６８８狉狊狋＋４１６狊
４
＋６２７２狉

４
－１５３６狉

５
－４８狊

５
－５１００狋

５
－１９２２０狋

３
－９１２０狉

３
－１２７６狊

３
＋１６２６０狋

４
－１２９６狉－

７２０狊－１９２０狋－３８４０狉
４狊－３８４０狉

３狊２－１９２０狉
２狊３－４８０狉狊

４
－６０８狊

４狋－３０８４狊
３狋２－７８３６狊

２狋３－９９８０狊狋
４．

ψ（－５）＜０，ψ（４狉＋２狊＋５狋－５）＝－６４狉
２
－３２狉狊－６４狉狋＋１４４狉＜０，ψ（４狉＋２狊＋５狋－３）＞０，

ψ（８狉＋４狊＋７狋－５）＜０，ψ（２０狉＋２０狊＋２０狋）＞０，对于正整数犽，ψ（２０狉＋２０狊＋２０狋＋犽）＞０

从上述不等式可以看出，狇１（犌）＞８狉＋４狊＋７狋－５且狇２（犌）＞４狉＋２狊＋５狋－３．这表明犛２（犙犇（犌））＞

１２狉＋６狊＋１２狋－８．根据引理９、引理１０，就能得到定理３．

定理３　若狉１，狊１，狋０，则犛２（犙犇（犉狉，狊，狋））＞６狀－１４．
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