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规则网络中流耦合作用对爆发式同步的影响
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摘　要：耦合振子系统的爆发式同步是许多生物系统自组织动力学行为的内在机制之一，因而倍受关注．考虑

到现实生活中许多振子之间的相互作用是非对称性的，通过理论分析和数值计算方法，详细研究了规则网络中，流

耦合作用对耦合相振子系统爆发式同步动力学行为的影响．结果表明，非对称的流耦合作用，在具有特定频率空间分

布的耦合相振子系统中，有利于促进耦合相振子系统产生爆发式同步．耦合系统达到爆发式同步所需的临界耦合强

度与流耦合强度成线性关系．此外，在同步区间可观察到集中锁相和分散锁相两种同步形式共存．通过理论分析，给

出了流耦合作用对促进耦合相振子系统爆发式同步的内在机制．研究结果可以为更好地理解非对称耦合作用下耦合

相振子系统的自组织现象提供理论支持．
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同步现象［１］是指具有相互作用的系统之间形成的步调一致的运动，是耦合非线性系统中常见的动力学

之一．因其对理解耦合振子系统中的许多自组织动力学行为具有重要的意义，并广泛存在于医学、生物、物理

及社会系统［２］，如帕金森疾病、萤火虫的同步闪烁、心脏起搏细胞而倍受关注．

通常在耦合振子系统走向同步的过程中，系统由非相干状态到相干状态的转变常表现为两种不同的过

渡过程：一种是连续相变过程，即耦合振子系统先形成一个或几个小同步集团，而后随着耦合强度的增加，其

他振子在耦合作用下逐步加入各同步集团而最终形成整个系统的同步；另一种是非连续相变过程（爆发式同

步），即耦合振子系统随着耦合强度增加到某一临界值时突然整体形成同步集团［３－５］．癫痫病发作的本质是

大脑中大量神经元突然反常同步放电而形成爆发式同步［６］．同时，大停电事件
［７］也与爆发式同步密切相关．

这激发了人们对复杂网络中耦合振子系统的爆发式同步动力学行为的兴趣［８－１０］．Ｊｅｓｕｓ等
［４］以Ｋｕｒａｍｏｔｏ振

子作为研究对象，取各耦合振子的固有频率等于所在节点的度，从而使无标度网络中的中枢节点的频率远远

高于外围节点的频率，进而产生大的频率失配，抑制了小同步集团的形成．当耦合强度大于某一临界值时，耦

合振子系统突然走向同步而产生了爆发式同步．随后Ｌｅｙｖａ等则在随机网络中通过特有的连边机制，形成较

大的频率失配［１１－１２］，使任何一对耦合振子之间都很难形成同步小集团，进而在耦合强度大于某一临界值时

产生明显的爆发式同步现象．

近年来，对提高网络同步能力的研究主要集中在改变网络拓扑结构［１３－１５］，改变网络中耦合作用的权

重［１６－１８］、自适应调节［１９］、时滞耦合［２０－２３］等方面．管曙光等
［２４］则发现在频率相关的加权耦合作用下，复杂网

络中节点的频率分布类型不同会改变耦合振子系统走向同步的过渡过程的类型．当所引入的频率分布为非

对称的单峰分布函数时，随着中心频率的右移，耦合相振子系统的同步过程会从一级相变转换为二级相变．

文献［２５］指出近邻耦合作用下，大规模小世界网络表现出很强的同步能力．然而，Ｓｔｒｏｇａｔｚ指出在近邻耦合

作用下的规则网络中，耦合振子系统达到同步所需的临界耦合强度正比于槡犖，因此，近邻耦合振子系统在

热力学极限（犖→∞）下无法实现同步
［２６］．吴晔等

［２７］发现，通过优化耦合振子的频率的空间排列，可以促进耦
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合振子的同步能力，即在某些特定的频率空间排列下，只需要较小的耦合强度就能使大量的耦合振子达到同

步．近期，陈伟等发现在特殊频率分布下，近邻耦合作用的规则网络系统中出现部分爆发式同步，而当引入相

邻振子间的频率差的耦合权重因子时，可以产生经典的爆发式同步［２８］．

单向耦合（流耦合）作用，是指子系统之间的有向作用，如军官对士兵的命令．有研究表明，耦合环形振子

中，单向耦合作用有利于促使原来因阻尼而停振的无驱动振子重新起振，从而实现弱信号的检测［２９］．同时，

单向耦合神经元振子系统模型可以很好地描述昆虫的几种基本步态的产生机制［３０］．在生态系统、神经网络

等自然系统中，通常通过信息流的传输可以实现系统的同步［３１－３３］．基于以上考虑，为了更好地理解非对称耦

合作用对规则网络中爆发式同步的影响，在对称耦合的Ｋｕｒａｍｏｔｏ相振子模型中引入非对称的流耦合作用，

并分析流耦合作用强度对同步动力学行为的影响．结果表明，流耦合作用有利于促进爆发式同步．

１　模型和结果

采用经典的Ｋｕｒａｍｏｔｏ模型，在耦合项中引入非对称的流耦合作用后，犖 个耦合相振子环（文中所有数

值计算结果均在犖＝１００的情况下获得）可以表述为

θ犻（狋）＝ω犻＋
１

３
［εｓｉｎ（θ犻＋１－θ犻）＋（ε＋Δ）ｓｉｎ（θ犻－１－θ犻）］，犻＝１，２，…，犖， （１）

其中θ犻 是第犻个节点的相位，ε是耦合强度，Δ为流耦合强度（其值反映了耦合作用的方向和不对称性的强

弱），ω犻是第犻个节点的固有频率．采用周期边界条件即θ犖＋１＝θ１，θ０＝θ犖．为了使耦合系统达到同步所需的临

界耦合强度较小，耦合振子的固有频率空间分布如图１所示，描述方程为
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犖－１＋（－１）

犻（２犻－１）

２（犖－１）
，犻

犖

２
，

ω犻＝１－ω犖＋１－犻，犻＞
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　　通常，耦合相振子系统的同步状态是指相同

步，即任意两个振子之间的相位差为某一有限常

数，即（常数）［３４］．此时，两振子之间的平均频率相

等．为了刻画耦合振子系统的同步情况，通常引入

序参量Ｒ，狉（狋）ｅｊψ
（狋）
＝
１

犖∑
犖

犻＝１

ｅｊθ犻
（狋），式中狉（狋）代表

平均场幅度，ψ（狋）表示系统的平均相位
［３５－３６］．定义

犚＝〈狉（狋）〉犜，其中，〈〉犜 表示对时间求平均，则０

犚 １，其大小刻画了耦合相振子系统的内在一致

性，犚 越小，说明耦合系统相关性越弱，犚 越大，则

说明耦合系统的相关性越强，同步程度越高．当

犚＝１时，耦合相振子系统中所有振子的相位均相

同，即完全同步．陈伟等指出在对称耦合作用下，随

着耦合强度ε的增加，耦合相振子系统的序参量在准静态变化情形中，会先随着耦合强度增加而线性增加，

直到耦合强度大于某一临界强度（ε犮＝０．７５）时，序参量犚由０．７５左右突然跳变到１附近．而随着耦合强度从

１减小到另一临界耦合强度（ε犮＝０．７）时，序参量犚在准静态变化情形中，会从１附近突然跳变到０．７５附近．

并将这种同步现象称为混合爆发式同步，以区分经典的爆发式同步．如图２（ａ）所示，点线表示耦合强度ε从０

开始以步长犺＝０．０５为间隔均匀增长至１时，序参量犚的演变过程，即向前增加耦合强度的过程．星线表示耦

合强度ε从１开始以步长犺＝０．０５为间隔均匀减小至０时，序参量犚的演变过程，即向后减小耦合强度的过

程．结果表明，加上非对称的流耦合作用后，随着流耦合强度的增加，耦合振子系统达到混合爆发式同步所需

的临界耦合强度ε犮逐渐减小，爆发式同步跳变前的序参量犚也逐渐降低．（如图２（ｂ）～（ｄ）所示Δ＝０．５，１．０，

１．２时对应的犚 与对称耦合强度ε的关系图）．
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通过数值计算，可得到如图３所示的流耦

合强度与实现爆发式同步所需的临界耦合强度

ε犮 关系图．由图３可知

ε犮＝０．７５－０．５Δ， （３）

即随着不对称的流耦合强度的增加，耦合相振

子达到爆发式同步所需的临界耦合强度ε犮 线

性地减小．为了进一步弄清流耦合强度促进爆

发式同步机理，考察对称耦合强度ε一定时，不

同的流耦合强度下耦合振子走向同步的动力学

过程．结果表明，在无流耦合作用（Δ＝０）时，随

着对称耦合强度ε的增加，频率失配较小的耦

合振子间先形成部分同步集团．耦合强度进一

步增加后，频率失配较大的振子会依次加入到

同步集团而使序参量犚 逐渐升高，直到耦合强度大于临界耦合强度ε犮 时，剩余的频率失配较大的耦合相振

子会突然集体加入到同步集团．把剩余部分振子突然整体加入到同步集团的同步过程称为爆发式同步．与经

典爆发式同步相比，在出现爆发式同步前已经有一部分振子先形成同步子集团，因而称这种爆发式同步为混

合爆发式同步．在没有流耦合作用时，加入到部分同步的耦合振子是关于犻＝
犖

２
左右对称的．

图４（ａ）给出了对称耦合强度为ε＝０．３，且无流耦合作用时，耦合振子（犖＝１００）的平均频率与振子的空

间位置关系图，其中前、后半部分加入同步集团的振子数均为１３．而当引入不对称的流耦合作用后，之前所具

有的对称性被打破，耦合系统中前、后两半部分加入同步集团的振子数量不同，前半部分加入同步集团的振

子数量大于后半部分加同步集团的振子数量．图４（ｂ）给出了对称耦合强度为ε＝０．３，流耦合强度Δ＝０．５时，

耦合相振子的平均频率与相振子的空间位置关系图，其中前半部分有３０个振子加入同步集团，而后半部分
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有２０个振子加入同步集团．为了考查不同流耦合强度和对称耦合强度对左、右两部分振子加入到同步集团

的影响，分别定义左、右同步比例犘ＬＳ＝２
犖ＬＳ

犖
，犘ＲＳ＝２

犖ＲＳ

犖
，犖ＬＳ和犖ＬＳ分别为左、右半部分加入同步集团的

振子数量．图５（ａ）（ｂ）分别给出了ε＝０．３（如图５实点所示），ε＝０．５（如图５星号所示）时，左、右半部分振子

在达到爆发同步前加入到同步集团的相振子的同步比例与流耦合强度之间的关系．由图５中的拟合曲线可

得到，当ε＝０．１时，犘ＬＳ＝０．６５Δ＋０．１，犘ＲＳ＝０．３Δ＋０．１；当ε＝０．３时，犘ＬＳ＝０．６５Δ＋０．３，犘ＲＳ＝０．３Δ＋０．３．

结果表明，对于任意对称耦合强度ε，左、右半部分振子的同步比例与耦合强度之间的关系分别满足关系

犘ＬＳ＝０．６５Δ＋ε， （４）

犘ＲＳ＝０．３Δ＋ε， （５）

因此，不对称的流耦合作用有利于促进耦合振子加入同步集团，从而使达到爆发式同步所需的临界耦合强度

减小．

值得注意的是，对于给定的流耦合强度Δ，当随机给定相振子的初始条件时，随着对称耦合强度ε的增

加，在爆发式同步区的耦合相振子系统的同步序参量犚 可能取０或１附近的两个值．即在爆发式同步区域内

耦合振子具有两态共存现象．如图６（ａ）给出流耦合强度Δ＝０．３，耦合振子随机取相位初始值时，耦合振子的

平均频率与对称耦合强度ε的关系图．显然，当对称耦合强度ε大于０．６后，所有耦合振子同步到平均频率为

０．５附近的同步集团．而与之对应的序参量犚 可分别取０和１附近的值，如图６（ｂ）所示．
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为了弄清同步区内，相同耦合强度下出现２个犚值的原因，取ε＝０．８并分别查看不同初相位值条件下耦

合相振子达到同步后的相位（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）分布情况．结果表明在同步区，耦合振子的相位存在２种分布．一种

是所有耦合振子的相位被锁定在一个很小的区域内，另一种则是所有耦合振子的相位均匀地分布在整个［０，

２π］区间，如图７（ａ）和（ｂ）所示２组不同初始条件下，系统耦合强度时的相图．图７（ａ）中的相位相对集中，其

对应的序参量犚 接近于１，而图７（ｂ）中的相位则均匀分散在整个圆上，其对应的序参量犚接近于０，２种状

态的相位概率分布如图７（ｃ）所示，显然耦合系统的相位分布具有两态共存的特征．值得注意的是，虽然犚 接

于零时所有振子的相位均匀分布在整个［０，２π］区间，但任意２个振子之间的相位差依然保持常数．因此，耦

合相振子依然处于相同步状态．为了进一步理解流耦合作用对相同步区中两种相位分布共存现象的影响，计

算了相同步稳定区，不同流耦合强度Δ 下对应两种相位分布的吸引域．吸引域的计算方法为某一耦合强度

下，初始取所有振子处于相位均匀分布态，将相位接近的１０个振子的初始相位替换成θ１，剩下的振子中，再

将相位接近的另１０个振子全部替换成θ２，剩余８０个振子的初始相位不变，仍为均匀分散态，然后分别将θ１，

θ２从０变到２π，并记录下所有最终变成相位集中态的初值θ１，θ２．图７（ｄ）和（ｅ）分别给出了系统耦合强度ε＝

０．８，Δ＝０．１，０．４时，两种相位分布态的吸引域，其中黑色区域为相位集中态的吸引域，白色区为相位均匀分

布态的吸引域．结果表明，吸引域为光滑边界，且相位集中态在流耦合强度Δ＝０．４时的吸引域大于流耦合强

度Δ＝０．１时的吸引域，即流耦合作用有利于耦合相振子的相位集中分布．
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２　理论分析

为了更好地理解引入不对称的流耦合作用对耦合相振子产生爆发式同步的动力学的影响，给出相应的

理论分析，方程（１）可以写成

θ犻（狋）＝ω犻＋
１

３
Ω犻，犻＝１，２，…，犖， （６）

其中

Ω犻＝εｓｉｎ（θ犻＋１－θ犻）＋（ε＋Δ）ｓｉｎ（θ犻－１－θ犻），犻＝１，２，…，犖． （７）

　　根据（２）式所给出的耦合振子系统的频率分布，考虑足够大的振子数量犖 时，任意振子的左、右两相邻

振子的初始自然频率近似相等，即ω犻－１ ≈ω犻＋１，则当振子处于相同步且锁定在一个小区域内时，有ｓｉｎ（θ犻＋１－

θ犻）≈ｓｉｎ（θ犻－１－θ犻）．（７）式可写成

Ω犻 ≈ （２ε＋Δ）ｓｉｎ（θ犻－１－θ犻），犻＝１，２，…，犖． （８）

　　根据初始频率分布（（２）式）的对称性，若耦合振子系统形成同步集团，则该同步集团的同步频率珔ω＝

珔ω犻＝〈θ犻（狋）〉犜，由方程（６）可得，处于同步集团的所有相振子犻应该满足

Ω犻＝３（珔ω－ω犻）＝，犻＝１，２，…，犖狊． （９）

　　由三角函数特性 （狘ｓｉｎθ狘１）可得方程（８）中的最大同步边界值Ω犻 应该满足

狘Ω犻狘≈狘（２ε＋Δ）ｓｉｎ（θ犻－１－θ犻）狘２ε＋Δ． （１０）

方便起见，称Ωｂｗｓ＝２ε＋Δ为耦合振子可以达到同步的最大同步边界．则（９）式应该满足方程

狘３（珔ω－ω犻）狘Ωｂｗｓ＝２ε＋Δ． （１１）

根据给定的耦合强度ε和流耦合强度即可确定最终能加入到同步集团的振子的初始自然频率ω犻应该满足的

条件．当耦合相振子的频率分布为（２）式给定值时有珔ω＝０．５，０ω犻１，则由（１１）式得所有耦合相振子实现

同步的耦合强度需满足：２ε＋Δ ３狘（珔ω－ω犻）狘ｍａｘ＝１．５，即ε０．７５－０．５Δ，该结果与数值计算结果

（（３）式）一致．

值得注意的是，上述结论仅在耦合环上的所有节点均在加入同步集团时才成立；否则，若只有部分节点

加入同步集团，则同步集团边界上的节点将被邻近的不同步的节点拉出同步集团．形成部分同步集团时Ω犻

的边界值必须小于Ωｂｐｓ，才能抵挡同步集团的相邻节点的影响，因此对于产生爆发式同步之前的部分同步，

有必要进一步确定Ω犻 的边界值．因为同步集团中同步节点的固有频率应接近平均频率珔ω（珔ω＝０．５）．结

合（２）式 节点的特殊频率分布可知，当犻
犖

２
时，狘ω犻－珔ω狘＝狘ω犻－０．５狘＝

２犻－１

２（犖－１）
（犻＝１，２，…，犖ＬＳ），其

中，犖ＬＳ为左半部分的同步节点数，且犖ＬＳ＝
犖犘ＬＳ

２
，由于狘ω犻－珔ω狘＝

２犻－１

２（犖－１）
（犻＝１，２，…，犖ＬＳ）为犻的单调

递增函数，所以当犻＝犖ＬＳ＝
犖犘ＬＳ

２
时，频率差狘ω犻－珔ω狘取最大值

犖犘ＬＳ－１

２（犖－１）
．进而有，

狘ω犻－珔ω狘
犖犘ＬＳ－１

２犖
≈
犘ＬＳ

２
，犻＝１，２，…，犖ＬＳ． （１２）

当犻＞
犖

２
时，ω犻＝１－ωΝ＋１－犻（犻＝犖－犖ＲＳ＋１，犖－犖ＲＳ＋２，…，犖），其中，犖ＲＳ为右半部分的同步节点数，

且犖ＲＳ＝
犖犘ＲＳ

２
．令狕＝犖＋１－犻，则犻＝犖＋１－狕，于是ω犻＝１－ω狕＝０．５－

（－１）
狕（２狕－１）

２（犖－１）
（狕＝犖ＲＳ，犖ＲＳ－

１，…，１）．当犻＞
犖

２
时，狘ω犻－珔ω狘＝狘ω犻－０．５狘＝

２狕－１

２（犖－１）
（狕＝犖ＲＳ，犖ＲＳ－１，…，１）．同理，当狕＝犖ＲＳ＝

犖犘ＲＳ

２

时，频率差狘ω犻－珔ω狘取最大值
犖犘ＲＳ－１

２（犖－１）
．故
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狘ω犻－珔ω狘
犖犘ＲＳ－１

２犖
≈
犘ＲＳ

２
（犻＝犖－犖ＲＳ＋１，犖－犖ＲＳ＋２，…，犖）． （１３）

　　为方便推算，这里统一将前后部分的同步比例表示为犘Ｓ，记犘Ｓ＝犆Δ＋ε，其中犆 为常数，当犻
犖

２
时

犆＝０．６５，当犻＞
犖

２
时，犆＝０．３．故（１２）式、（１３）式可记为

狘ω犻－珔ω狘
犘Ｓ

２
． （１４）

结合（１４）式可知

狘Ω犻狘＝３狘珔ω－ω犻狘３×
１

２
（犆Δ＋ε）＝１．５（犆Δ＋ε），犻＝１，２，…，犖犛． （１５）

因此，当耦合系统处于部分同步态时对应的Ω犻 的边界值

Ωｂｐｓ＝１．５（犆Δ＋ε）， （１６）

其中，若要求左、右半部分振子的边界则犆分别取值犆＝０．６５，犆＝０．３．

由（８）式和（１５）式可知，当耦合系统处于部分同步时，正弦函数的实际边界为

狘ｓｉｎ（θ犻＋１－θ犻）狘
Ωｂｐｓ

２ε＋Δ
＝
１．５（犆Δ＋ε）

２ε＋Δ
，犻＝１，２，…，犖犛， （１７）

由（１１）式和（１５）式可知最大同步边界Ωｂｗｓ和部分同步边界Ωｗｂｐｓ与流耦合强度Δ和对称耦合强度ε线性相

关．因此，一旦确定对称耦合强度和流耦合强度，则耦合系统的最大同步边界和部分同步边界则相应确定．从

而耦合相振子可以根据其频率ω犻确定对应的Ω犻值，可分为３种状态：１）若Ω犻处于部分同步边界范围内，即

狘Ω犻狘狘Ωｂｐｓ狘，则节点犻处于同步态（图８中Ⅲ区域）；２）若Ω犻处于部分同步边界值和最大同步边界之间，

即狘Ωｂｐｓ狘狘Ω犻狘狘Ωｂｗｓ犻狘，则是节点犻处于可能同步可能不同步的双稳态（图８中 Ⅱ 区域）；３）若Ω犻 值

处于最大同步边界之外，即狘Ω犻狘＞狘Ωｂｗｓ狘，则节点犻处于非同步态（图８中Ⅰ区域）．根据图８可以将具有不

同自然频率的耦合相振子的状态进行划分．由图８可知，随着流耦合强度的增加，部分同步边界和最大同步

边界相应地增加，从而使能够加入到同步集团的相振子的自然频率的范围也相应增加，即图８中ＩＩＩ区域增

加．能加入到相同步集团的振子数量也逐渐增加．同时，不同步区域的（图８中Ｉ区域）会随着耦合强度增加而

相应地减少．当不同步区域消失时，处于双稳态区（图８中ＩＩ区域）的振子可能会突然加入到同步区而形成爆

发式同步．

由图９可知，如果非同步区消失，则缓冲区的相振子最终态与其初始状态有关，若初始处于同步态附近，

则该区域会的相振子将保持在同步态；若初始处于非同步态，则该区域的相振子将保持在非相同步态，而一

旦受到小的扰动，或在耦合强度增加时受同步区域的吸引，该缓冲区的相振子可能跳向同步区域而形成爆发

式同步．结果表明，随着流耦合强度的增加，非相同步区消失所需的临界耦合强度减小．

３　结　论

通过研究规则网络中，在对称耦合作用的基础上引入非对称的流耦合作用下的Ｋｕｒａｍｏｔｏ振子的同步

行为，得到一种混合爆发式同步现象．研究表明，在对称耦合作用基础上引入的非对称流耦合作用有利于促

进耦合系统产生爆发式同步．达到爆发式同步所需的临界对称耦合强度与非对称的流耦合强度呈负相关线

性关系．此外，耦合强度的非对称性使耦合环上左侧的节点对右侧的节点的耦合作用更强，而节点特殊的频

率分布决定了系统前半部分节点左侧的频率差小于右侧的频率差 （狘ω犻－１－ω犻狘＜狘ω犻＋１－ω犻狘，犻＝１，２，…，

犖／２），系统后半部分节点左侧频率差大于右侧的频率差（狘ω犻－１－ω犻狘＞狘ω犻＋１－ω犻狘，犻＝
犖

２
＋１，

犖

２
＋

２，…，犖），因此造成耦合系统的前犖／２个节点的同步能力强于后犖／２个节点，前半部分的同步节点数量大

于后半部分，这种耦合振子间的频率失配造成的不均性和不对称的耦合作用使系统达到均匀态之间的竞争

机制，抑制了部分耦合相振子形成同步集团．当流耦合强度和对称耦合强度之和大于０．７５时，耦合系统中所
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有未同步的相振子会突然跳变到同步状态，从而形成爆发式同步现象．此外，在完全同步稳定区的耦合相振

子存在多态共存现象，一种相位高度集中；另一种相位均匀分散在整个区域内．通过理论分析导出耦合相振

子的同步区域、非同步区域以及双稳区与耦合作用的关系．解释了混合爆发式同步的内在机制，并确定了流

耦合作用促进同步的机理．本研究对理解复杂网络中非对称耦合作用对同步的影响具有一定指导意义．
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