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一类非局部奇异椭圆方程组多解的存在性

陈林,汤楠

(伊犁师范大学 数学与统计学院,新疆 伊宁835000)

摘 要:研究一类非局部奇异椭圆方程组多解的存在性.首先,通过对方程组两边积分得到方程组弱解的定

义;其次,构造Nehari流形以缩小寻找解的范围;最后,引入纤维环映射并运用变分法证明了此问题至少存在两个正解.
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椭圆型方程(组)是偏微分方程理论中的一个重要组成部分,是描述自然现象、解释自然规律的重要工

具.1883年,Kirchhoff在研究张紧的弦振动问题时建立了著名的Kirchhoff方程[1]
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由于方程中含有未知函数导数的积分项,方程(1)也称为非局部方程,其稳定状态方程即为非局部椭圆方程.
文献[2]改进了Kirchhoff所得的结果,系统研究了波动方程的稳定状态方程(非局部椭圆方程)

-(a+b∫Ω
|∇u|2dx)Δu=f(x,u),x∈Ω,

u(x)=0,x∈∂Ω.{
此后,非局部椭圆型方程受到人们的广泛关注和研究,得到了许多重要结论见文献[3-7].本文运用Nehari
流形和纤维环映射方法证明当参数(λ,μ)满足一定条件时,非局部奇异椭圆方程组

-M(∫RN
|x|-ap|∇u|pdx)div(|x|-ap|∇u|p-2∇u)=d-1Fu(x,u,v)+λh1(x)|u|m-2u,

-M(∫RN
|x|-ap|∇v|pdx)div(|x|-ap|∇v|p-2∇v)=d-1Fv(x,u,v)+μh2(x)|v|m-2v,

u(x)>0,v(x)>0,x∈RN,
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至少存在两个正解,其中λ,μ>0,1<p<N,1<m<p<p(τ+1)<d⩽p*=
Np

N -p
,0⩽a<

N -p
p

,

a⩽b<a+1,M(s)=k+ℓsτ,k>0,ℓ⩾0,τ>0.
为便于研究问题,做以下假设:

(H1)hi(x)|x|bm ∈Lθ(RN)∩L∞(RN),i=1,2,其中θ=
p*

p* -m
.

(H2)F(x,u,v)∈C1(Ω×R2)是度为d∈(p,p*]的正齐次函数,即∀(x,u,v)∈Ω×R2,∀t>0

有F(x,tu,tv)=tdF(x,u,v).假设存在非负函数f(x)∈Lσ(Ω)∩L∞(Ω)使得对于任意(x,u.v)∈Ω×
R2 成立|F(x,u,v)|⩽f(x)(|u|d +|v|d),且有|F(x,u,v)-F(x,r,s)|⩽f(x)(1+|u|d-1+
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|v|d-1+|r|d-1+|s|d-1)(|u-r|+|v-s|),其中σ=
p*

p* -d+1
.

1 主要结论和基本引理

设E=W1,p
a (RN)为空间C∞

0 (RN)关于范数‖u‖E =∫RN
|x|-ap|∇u|pdx( )

1/p

的完备化空间.选取

问题(2)的泛函作用空间X =W1,p
a (RN)×W1,p

a (RN),其上的范数定义为

‖(u,v)‖= ‖u‖p
E +‖v‖p

E( )
1/p,(u,v)∈X, (3)

则X 按范数(3)构成一自反的Banach空间.设

h1θ =∫RN
(|h1(x)||x|bm)θdx( )

1
θ
,h2θ =∫RN

(|h2(x)||x|bm)θdx( )
1
θ

.

  定义1 设函数对 (u,v)∈X.如果对于任意的函数对(φ,ψ)∈X 均有

M(‖u‖p
E)∫RN

|x|-ap|∇u|p-2∇u∇φdx+M(‖v‖p
E)∫RN

|x|-ap|∇v|p-2∇v∇ψdx-

1
d∫RN

(Fu(x,u,v)φ+Fv(x,u,v)ψ)dx-∫RN
(λh1|u|m-2uφ+μh2|v|m-2vψ)dx=0, (4)

则称(u,v)∈X 为问题(2)的一个弱解.
下面是本文的主要结论.
定理1 设条件(H1)~(H2)成立,则存在常数λ* >0使当0<λh1θ +μh2θ <λ* 时,问题(2)在X 中

至少有两个非平凡的非负弱解.
显然问题(2)具有变分结构.设问题(2)的能量泛函为Iλ,μ:X →R1,则任意(u,v)∈X 有

Iλ,μ(u,v)=
k
p
‖(u,v)‖p +

ℓ
σ‖

(u,v)‖σ -
1
d∫RN

F(x,u,v)dx-
1
mAλ,μ(u,v), (5)

其中σ=p(τ+1),Aλ,μ(u,v)=∫RN
λh1|u|mdx+∫RN

μh2|v|mdx.从而Iλ,μ ∈C(X,R1)且对于任意(φ,

ψ)∈X 有

<I'λ,μ(u,v),(φ,ψ)>= M(‖u‖E
p)∫RN

|x|-ap|∇u|p-2∇u∇φdx+M(‖v‖E
p)∫RN

|x|-ap|∇v|p-2·

∇v∇ψdx-
1
d∫RN

(Fu(x,u,v)φ+Fv(x,u,v)ψ)dx-∫RN
(λh1|u|m-2uφ+μh2|v|m-2vψ)dx.(6)

特别地,当(φ,ψ)=(u,v)时成立

<I'(u,v),(u,v)>=k‖(u,v)‖p +ℓ‖(u,v)‖σ -Aλ,μ(u,v)-∫RN
F(x,u,v)dx. (7)

由于问题(2)的弱解是泛函Iλ,μ 的临界点,从而只需证明泛函Iλ,μ 存在满足要求的临界点.又由于Iλ,μ 在X
上没有下界,引入Nehari流形

Nλ,μ ={(u,v)∈X\{(0,0)}∶<I'λ,μ(u,v),(u,v)>=0}. (8)
从而 (u,v)∈Nλ,μ 当且仅当

k‖(u,v)‖p +ℓ‖(u,v)‖σ -Aλ,μ(u,v)-∫RN
F(x,u,v)dx=0. (9)

显然,Nλ,μ 包含了问题(2)的所有非平凡弱解且当(u,v)∈X 时有
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F(x,u,v)dx. (10)

定义泛函

Φ(u,v)=<I'λ,μ(u,v),(u,v)>,∀(u,v)∈X. (11)
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则对于任意 (u,v)∈Nλ,μ 有

<Φ'(u,v),(u,v)>=k(p-m)‖(u,v)‖p +ℓ(σ-m)‖(u,v)‖σ +(m-d)∫RN
F(x,u,v)dx=

k(p-d)‖(u,v)‖p +ℓ(σ-d)‖(u,v)‖σ +(d-m)Aλ,μ(u,v). (12)
将Nλ,μ 分为3部分:N+

λ,μ ={(u,v)∈Nλ,μ∶<Φ'(u,v),(u,v)>>0},N0
λ,μ ={(u,v)∈Nλ,μ∶<Φ'(u,v),

(u,v)>=0},N-
λ,μ ={(u,v)∈Nλ,μ∶<Φ'(u,v),(u,v)><0}.

  引理1(Caffarelli-Kohn-Nirenberg不等式[8]) 存在常数Ka,b >0使得对于任意的u∈C∞
0 (RN)成立

∫RN
|x|-bp*|u|p*dx( )

p/p*

⩽Ka,b∫RN
|x|-ap|∇u|pdx, (13)

其中-∞ <a< (N -p)/p,a⩽b<a+1及p*=Np/(N -p).
由于C∞

0 (RN)在E 中稠密,从而(13)式对任意的u∈E 成立.
引理2 假定条件(H1)~(H2)成立,则泛函Iλ,μ 在Nλ,μ 上强制且有下界.
证明 由条件(H1)和Caffarelli-Kohn-Nirenberg不等式可知

∫RN
λh1(x)|u|mdx⩽λ∫RN

(|h1(x)||x|bm)θdx( )
1
θ

∫RN
|x|-bp*|u|p*dx( )

m
p*

⩽λKm
a,bh1θ‖(u,v)‖m.

同理可得∫RN
μh2(x)|v|mdx ⩽μKm

a,bh2θ‖(u,v)‖m.从而

Aλ,μ(u,v)⩽ (λh1θ +μh2θ)Km
a,b‖(u,v)‖m. (14)

因此,由(5)式知Iλ,μ(u,v)⩾
1
k
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μh2θ)Km
a,b‖(u,v)‖m.由于m <p<σ<d,从而Iλ,μ 在Nλ,μ 上强制有下界.证毕.

引理3 设条件(H1)~(H2)成立,则存在λ0 >0,当0<λh1θ +μh2θ <λ0 时Nλ,μ
0=⌀.

证明 假设命题不成立.取λ0 =k
d-m
d-p d-p

Km
a,b

p-m
(d-m)

d-m
p-m‖f‖μ0K

d
a,0
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è
çç

ö

ø
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p-m
d-p

,则存在λ 和μ 使当0<

λh1θ +μh2θ <λ0 时N0
λ ≠ ⌀.设(u,v)∈N0

λ,μ,则

<Φ'(u,v),(u,v)>=k(p-d)‖(u,v)‖p +l(σ-d)‖(u,v)‖σ +(d-m)Aλ,μ(u,v)=0.(15)
由(14)和(15)式知

‖(u,v)‖ ⩽
d-m

k(d-p)
æ

è
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ö

ø
÷

1
p-m

(λh1θ +μh2θ)
1

p-mK
m

p-m
a,b . (16)

又由于

<Φ'(u,v),(u,v)>=k(p-m)‖(u,v)‖p +l(σ-m)‖(u,v)‖σ +

(m-d)∫RN
F(x,u,v)dx=0, (17)

从而由Caffarelli-Kohn-Nirenberg不等式得

∫RN
|F(x,u,v)|dx⩽∫RN

f(x)(|u|d +|v|d)dx⩽ ‖f‖μ0K
d
a,0‖(u,v)‖d, (18)

其中μ0=
p*

p* -d
.从而

k(p-m)‖(u,v)‖p +l(σ-m)‖(u,v)‖σ ⩽ (d-m)‖f‖μ0K
d
a,0‖(u,v)‖d. (19)

因此

k(p-m)‖(u,v)‖p ⩽ (d-m)‖f‖μ0K
d
a,0‖(u,v)‖d. (20)

从而

‖(u,v)‖ ⩾
k(p-m)

(d-m)‖f‖μ0K
d
a,0
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1
d-p

. (21)
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则由(16)和(21)式可知λh1θ +μh2θ ⩾k
d-m
d-pd-p

Km
a,b

p-m
(d-m)

d-m
p-m‖f‖μ0K

d
a,0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

p-m
d-p

≡λ0.矛盾! 证毕.

引理4 假定条件(H1)~(H2)成立.若 (u0,v0)是Iλ,μ 在Nλ,μ 中的一个局部最小值点且(u0,v0)∉
Nλ,μ

0,则(u0,v0)为Iλ,μ 的临界点.
证明 令

G(u,v)=k‖(u,v)‖p +l‖(u,v)‖σ -Aλ,μ(u,v)-∫RN
F(x,u,v)dx. (22)

考虑条件极值问题 min
(u,v)∈Nλ,μ

{Iλ,μ(u,v)∶G(u,v)=0}.由Lagrange乘子定理知,存在实数η使得I'λ,μ(u0,

v0)=ηF'(u0,v0).由于(u0,v0)∈Nλ,μ,从而<I'λ,μ(u0,v0),(u0,v0)>=0.又由于(u0,v0)∉N0
λ,μ,从而

<G'(u0,v0),(u0,v0)>=<Φ'(u0,v0),(u0,v0)>≠0.从而η=0.因此I'λ,μ(u0,v0)=0,即(u0,v0)为Iλ,μ(u,
v)的临界点.证毕.

由引理3知当λh1θ +μh2θ ∈ (0,λ0)时Nλ,μ =N+
λ,μ ∪N-

λ,μ.定义

δ+
λ,μ = inf

(u,v)∈N+
λ,μ

Iλ,μ(u,v),δ-
λ,μ = inf

(u,v)∈N-
λ,μ

Iλ,μ(u,v).

  引理5 若λ 和μ 满足0<λh1θ +μh2θ <
mλ0

p
,则(i)δ+

λ,μ <0;(ii)存在常数k0>0使得δ-
λ,μ >k0.

证明 (i)任取(u,v)∈N+
λ,μ,则有<Φ'(u,v),(u,v)>>0.从而Aλ,μ(u,v)>

k(d-p)
d-m ‖(u,v)‖p.从

而Iλ,μ(u,v)⩽k
(d-p)(m-p)

pdm
‖(u,v)‖p <0.从而δ+

λ,μ <0.

(ii)任取 (u,v)∈N-
λ,μ,则

Iλ,μ(u,v)⩾k 1
p -

1
d
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è
ç

ö

ø
÷ ‖(u,v)‖p +

1
d -

1
m
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è
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ö

ø
÷Aλ,μ(u,v).

由(14)式知

Aλ,μ(u,v)⩽ (λh1θ +μh2θ)Km
a,b‖(u,v)‖m. (23)

从而

Iλ,μ(u,v)⩾
1

pmd‖
(u,v)‖m(km(d-p)‖(u,v)‖p-m -p(d-m)(λh1θ +μh2θ)Km

a,b).

要使km(d-p)‖(u,v)‖p-m >p(d-m)(λh1θ +μh2θ)Km
a,b 成立,只需

λh1θ +μh2θ <
km(d-p)

p(d-m)Km
a,b

k(p-m)
(d-m)‖f‖μ0K

d
a,0

æ

è
ç

ö

ø
÷

p-m
d-p

=
mλ0
p

.

从而存在k0 >0使得δ-
λ,μ >k0.证毕.

任取 (u,v)∈X 使得∫RN
F(x,u,v)dx >0.令

z(t)=tp-mk‖(u,v)‖p +tσ-ml‖(u,v)‖σ -td-m∫RN
F(x,u,v)dx.

记 H(t)=k(p-m)‖(u,v)‖p +(σ-m)ltσ-p‖(u,v)‖σ -(d-m)td-p∫RN
F(x,u,v)dx,则

z'(t)=tp-m-1H(t). (24)

令H'(t)=0,可得t=t* =
(σ-m)(σ-p)l‖(u,v)‖σ

(d-m)(d-p)∫RN
F(x,u,v)dx

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

1
d-σ

.又由于H(0)<0,H(+∞)=-∞,

从而t* 是H(t)在[0,+∞)的唯一极大值点,且存在唯一的点t0>t* >0使得H(t0)=0.从而函数z(t)
在[0,t0]严格单调增加,在[t0,+∞)严格单调减少.

引理6 对于每一 (u,v)∈E 且∫RN
F(x,u,v)dx >0,当0<λh1θ +μh2θ <

mλ0

p
时:
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(i)若Aλ,μ ⩽0,则存在唯一的t1 >t0 使得(t1u,t1v)∈N-
λμ 且有Iλ,μ(t1u,t1v)=sup

t⩾0
Iλ,μ(tu,tv).

(ii)若Aλ,μ >0,则存在唯一0<t2 <t0 <t3 使得(t2u,t2v)∈N-
λ,μ,(t3u,t3v)∈N+

λ,μ 且有

Iλ,μ(t2u,t2v)= inf
0<t<t0

Iλ,μ(tu,tv),Iλ,μ(t3u,t3v)=sup
t⩾0

Iλ,μ(tu,tv).

  证明 为证明问题的方便,令Φ1(t)=Iλ,μ(tu,tv).
(i)当t⩾0时

Φ(tu,tv)=tm(z(t)-Aλ,μ(u,v)). (25)
当Aλ,μ(u,v)⩽0时,由z(t)的增减性可知存在唯一的常数t1>t0,使得Φ(t1u,t1v)=0,从而(t1u,t1v)∈
Nλ,μ.又由于<Φ'(t1u,t1v),(t1u,t1v)>=(t1)m+1z'(t1)<0,因此(t1u,t1v)∈N-

λ,μ.由Φ'1(t)=tm-1(z(t)-
Aλ,μ(u,v))知当t∈(0,t1)时,Φ'1(t)>0;当t∈(t1,+∞)时,Φ'1(t)<0.从而,t1为Φ1(t)在(0,+∞)
的最大值点.从而Iλ,μ(t1u,t1v)=sup

t⩾0
Iλ,μ(tu,tv).

  (ii)当Aλ,μ(u,v)>0时,由(23)式有0<Aλ,μ(u,v)⩽ (λh1θ +μh2θ)Km
a,b‖(u,v)‖m ⩽z(t0).则存

在唯一0<t2 <t0 <t3 使得z(t2)=z(t3)=Aλ,μ(u,v)且有z'2(t)<0,z'3(t)>0.从而

<Φ'(t2u,t2v),(t2u,t2v)>=(t2)m+1z'(t2)<0,<Φ'(t3u,t2v),(t3u,t2v)>=(t3)m+1z'(t3)>0.
因此 (t2u,t2v)∈N-

λ,μ,(t3u,t3v)∈N+
λ,μ.由于当t∈(0,t2)时Φ'1(t)<0而当t∈(t2,t0)时Φ'1(t)>

0,从而Iλ,μ(t2u,t2v)= inf
0<t<t0

Iλ,μ(tu,tv).又由于当t∈(t2,t3)时Φ'1(t)>0,当t∈(t3,+∞)时Φ'1(t)<

0,因此Φ1(t3)>0.从而Iλ,μ(t3u,t3v)=sup
t⩾0

Iλ,μ(tu,tv).证毕.

构造函数

g(t)=ktp-d‖(u,v)‖p +ℓtσ-d‖(u,v)‖σ -tm-dAλ,μ(u,v),t>0. (26)
显然当t→0+ 时g(t)→-∞;当t→+∞ 时g(t)→0,从而存在正数t0 使得g(t)在t0 取得最大值.

引理7 设 (u,v)∈X,Aλ,μ(u,v)>0,则当0<λh1θ +μh2θ <λ0 时有

(i)如果∫RN
F(x,u,v)dx ⩽0,则存在唯一的0<t+<t0 使得(t+u,t+v)∈N+

λ,μ 且有

Iλ,μ(t+u,t+v)=inf
t⩾0

Iλ,μ(tu,tv). (27)

  (ii)如果∫RN
F(x,u,v)dx >0,则存在唯一的0<t+<t0<t- 使得(t+u,t+v)∈N+

λ,μ,(t-u,t-v)∈

N-
λ,μ 且有

Iλ,μ(t+u,t+v)= inf
0⩽t⩽t0

Iλ,μ(tu,tv),Iλ,μ(t-u,t-v)=sup
t⩾0

I(tu,tv). (28)

  证明 由于Φ'1(t)=td-1(g(t)-∫RN
F(x,u,v)dx),故类似于引理6的证明可得引理7的证明.证毕.

引理8[9] 如果 {(un,vn)}在X 中弱收敛于元(u+
0,v+

0),则当n→ ∞ 时有

∫RN
F(x,un,vn)dx→∫RN

F(x,u+
0,v+

0)dx. (29)

2 多解的存在性

为证明定理1,引入如下两个引理.

引理9 如果0<λh1θ+μh2θ<
mλ0

p
,则存在元(u+

0,v+
0)∈N+

λ,μ 使得(i)Iλ,μ(u+
0,v+

0)=δ+
λ,μ;(ii)(u+

0,

v+
0)为问题(2)的一个正解.

证明 由引理2知泛函Iλ,μ 在N+
λ,μ 上有下界,从而在N+

λ,μ 中存在Iλ,μ 的一个极小化序列{(uk,vk)}使
得lim

k→∞
Iλ,μ(uk,vk)= inf

(u,v)∈N+
λ,μ

Iλ,μ(u,v).

由于Iλ,μ 是强制的,从而(uk,vk)在X 中有界.由于X 是自反的,从而存在{(uk,vk)}的一个子列(不妨仍记

为(uk,vk))在X 中弱收敛于元(u+
0,v+

0).由加权Sobolev空间的紧嵌入定理(参见文献[10])知序列{(uk,

vk)}在空间Lm(Ω)×Lm(Ω)中强收敛于(u+
0,v+

0).从而
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Aλ,μ(uk,vk)→Aλ,μ(u+
0,v+

0). (30)
由引理8可知

∫RN
F(x,uk,vk)dx→∫RN

F(x,u+
0,v+

0)dx. (31)

由于 (uk,vk)∈N+
λ,μ,从而

Iλ,μ(uk,vk)=k 1
p -

1
d

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖(uk,vk)‖p +l 1

σ -
1
d

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖(uk,vk)‖σ +

1
d -

1
m

æ

è
ç

ö

ø
÷Aλ,μ(uk,vk).

由引理5,当k→+∞时Iλ,μ(uk,vk)→δ+
λ,μ <0.从而当k→+∞ 时Aλ,μ(u+

0,v+
0)>0.

下证在E 中uk →u+
0,vk →v+

0.假设结论不成立,由范数的弱下半连续性得

‖u+
0‖1,p <lim

k→∞
inf‖uk‖1,p, ‖v+

0‖1,p <lim
k→∞
inf‖vk‖1,p. (32)

  构造两函数

ψ0(t)=ktp-d‖(u+
0,v+

0)‖p +ℓtσ-d‖(u+
0,v+

0)‖σ -∫RN
F(x,u+

0,v+
0)dx-tm-dAλ,μ(u+

0,v+
0),t>0,

ψk(t)=ktp-d‖(uk,vk)‖p +ℓtσ-d‖(uk,vk)‖σ -∫RN
F(x,uk,vk)dx-tm-dAλ,μ(uk,vk),t>0.

  令t0=t0(u+
0,v+

0)=
(d-m)Aλ,μ

(u+
0,v

+
0)

k(d-p)‖(u+
0,v

+
0)‖

p

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
p-m

>0.显然,当t→0+ 时ψ0(t)→-∞;当t→ ∞ 时

ψ0(t)→-∫RN
F(x,u+

0,v+
0)dx,

且当t∈ (0,t0)时ψ0(t)单调增加,当t>t0 时递减.从而函数ψ0(t)在t0 点取得最大值,类似于引理7的

证明,存在唯一的0<t+
0 <t0 使得(t+

0u+
0,t+

0v+
0)∈N+

λ,μ 且有Iλ,μ(t+
0u+

0,t+
0v+

0)= inf
0⩽t⩽t0

I(tu+
0,tv+

0).从而

ψ0(t+
0)=(t+

0)-d<I'(t+
0u+

0,t+
0v+

0),(t+
0u+

0,t+
0v+

0)>=0. (33)

  另一方面,由(32)式可知当k足够大时有

‖(uk,vk)‖p > ‖(u+
0,v+

0)‖p. (34)
由(30)、(31)式和(33)、(34)式可得当k足够大时ψk(t+

0)>0,且有(uk,vk)∈N+
λ,μ.从而

<Φ'(uk,vk),(uk,vk)>>0.
则有

(d-m)Aλ,μ(uk,vk)>k(d-p)‖(uk,vk)‖p +ℓ(d-σ)‖(uk,vk)‖σ.
因此,有t0(uk,vk)>1且成立ψk(1)=<Iλ,μ'(uk,vk),(uk,vk)>=0,及当t∈ (0,t0(uk,vk))时ψk(t)单

调增加.从而当k足够大时ψk(t)<0,∀t∈ (0,1].因此,得到1<t+
0 <t0(u+

0,v+
0).但是(t+

0u+
0,t+

0v+
0)∈

N+
λ,μ 且有

Iλ,μ(t+
0u+

0,t+
0v+

0)= inf
0⩽t⩽t0

Iλ,μ(tu+
0,tv+

0),

从而Iλ,μ(t+
0u+

0,t+
0v+

0)<Iλ,μ(u+
0,v+

0)<lim
k→∞

Iλ,μ(uk,vk)=δ+
λ,μ,矛盾! 因此,在E 中有uk →u+

0,vk →v+
0,

从而Iλ,μ(uk,vk)→Iλ,μ(u+
0,v+

0)=δ+
λ,μ.因此,(u+

0,v+
0)为Iλ,μ(u,v)在 N+

λ,μ 中的极小点.因为Iλ,μ(u+
0,

v+
0)=Iλ,μ(|u+

0|,|v+
0|),从而(|u+

0|,|v+
0|)∈N+

λ,μ.由引理4,(u+
0,v+

0)是问题(1)的非负解.
类似的,可以得到如下引理.

引理10 设(H1)~(H2)成立,0<λh1θ +μh2θ <
mλ0

p
,(λ,μ)∈R2\{(0,0)},则函数Iλ,μ(u,v)有极

小点(u-
0,v-

0)使得(i)Iλ,μ(u-
0,v-

0)=δ-
λ,μ,(ii)(u-

0,v-
0)是问题(2)的非平凡非负弱解.

定理1的证明 由引理9和引理10可知问题(2)具有两个非平凡的非负弱解(u+
0,v+

0)和(u-
0,v-

0)使得

(u+
0,v+

0)∈N+
λ,μ,(u-

0,v-
0)∈N-

λ,μ.由于N+
λ,μ ∩N-

λ,μ =⌀,从而(u+
0,v+

0)≠ (u-
0,v-

0).定理1证毕.
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Multiplesolutionsforaclassofnonlocalsingularellipticsystem
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Abstract:Inthispaper,westudytheexistenceandmultiplicitytoaclasstononlocalsingularellipticsystem.Firstly,
thedefinitionofweaksolutiontotheequationsisobtainedbyintegratingbothsidesoftheequations.Secondly,Neharimanifold
isconstructedtonarrowtheexistencerangeofsolutions.Finally,weprovethattheproblemhasatleasttwopositivesolutions
byintroducingfiberingmapandusingvariationalmethods.
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