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Floquet相空间方法分析周期驱动下原子玻色
爱因斯坦凝聚体动力学
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摘 要:用相空间动力学方法研究一维无限深势阱内的原子玻色爱因斯坦凝聚体受到时域周期性微扰时的动

力学行为.通过功角变换和共振频率近似,在Floquet相空间中构造有效的势场来预言玻色爱因斯坦凝聚体的运动,

并通过数值模拟实空间动力学方程,验证了该方法.
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原子玻色爱因斯坦凝聚体在时变势场中的动力学是原子光学、量子模拟等研究方向经常面对的问题.周
期驱动下凝聚体的动力学行为是研究动力学相变[1-2]、量子混沌[3-4]、量子态控制[5]与精密测量的重要模

型[6-8].然而此动力学系统复杂,研究主要依靠数值模拟含时Gross-Pitaevskii(G-P)方程的方法.此方法较难

对动力学行为进行定性分析和物理解释[9].
本文提出一种对保守势场中周期驱动的原子凝聚体的平均场动力学的分析方法.使用经典力学保守系

统研究中常用的功角变换方法[10-11]配合共振驱动近似将G-P方程转入Floquet相空间进行分析[12].在此相

空间中,动力学方程不再含时,可以显著降低理论分析的难度.类似的分析思路在经典非线性共振[13-14]、里
德堡原子动力学[15-16]、时间晶体[17-20]等研究领域都发挥了重要作用.在本文中,使用了一维无限深方势阱

中的原子凝聚体作为例子,展示了含时单频驱动下,其相空间动力学与简谐势阱中的波包或孤子的动力学的

相似性.用此方法可以简单地解释其振荡动力学的几个特征频率出现的原因.

1 模型简介

首先,考虑一维无限深方势阱中的玻色爱因斯坦凝聚体,受到含时微扰,其动力学在平均场近似下,可由

含时G-P方程描述,

iћ∂tΨ(x,t)=(
p2

2m +V(x)+λFxcos(ωt)+gN|Ψ|2)Ψ(x,t), (1)

其中,m 是单原子质量,F 是系统所受到的外力,g 是凝聚体中原子间的相互作用强度,N 是原子数,后文所

有物理量均无量纲(能量单位E=(ћ2F2/m)1/3,长度单位l0=(ћ2/mF)1/3,时间单位t0=(mћ/F2)1/3),为方

便起见,无量纲后的时间、位置、动量、频率仍分别采用t,x,p,ω 表示.

空间线性微扰频率为ω 强度为λ,V(x)代表宽度为L 的一维无限深方势阱V(x)=
0,|x|<

L
2

∞,|x|>
L
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以根据不含微扰的保守哈密顿量部分H0(x)=
p2

2+V(x),获得功角变换关系,(p= 2E0sign(sin(θ)),x=

-
L
2+

L
π|θ|,I=

L 2E0

π
),其中,E0 是不含时间微扰时的能量.变换后的哈密顿量 H =H0(I)+λ(-

L
2+

L
π|θ|)cos(ωt),其中 H0(I)=

π2I2

2L2 描述周期型的运动,对应的本征频率Ω=
∂H0(I)
∂I =

π2I
L2 .将时间

调制的微扰势场展开为H=H0(I)+λ∑ncneinθcos(ωt).对于这个含时的哈密顿量,可以构建一个特殊的相

空间,其中的广义坐标包含时间t,对应的哈密顿量H=Pt+H0(I)+λ∑ncneinθcos(ωt),其中,Pt 是广义坐

标时间t对应的正则动量.考虑到驱动频率是本征频率的整数倍时,即ω=sΩ,对系统动力学影响最大,可采

用“共振频率近似”剥离掉干扰项.
首先作变换 (θ=θ-Ωt,I=I,Pt=Pt+ΩI),获得慢变参考系中的有效哈密顿量H=H0(I)+Pt -

ΩI+λ∑ncncos(nθ+
n-s
s ωt).如果选择的初始能量H0(I)接近某个能量H0(Is),就可以在Is 附近对I泰

勒展开.此时I≈Is,唯一的快速变量是t.对该哈密顿量做时间平均,得到H=H0(Is)+
∂H0(I)
∂I

(I-Is)+

Pt-ΩI+
1
2
∂2H0(I)

∂I2
(I-Is)2+λVscos(sθ).此时哈密顿量不再显含时间,所以Pt 是常量,而微扰势场变

成了一个周期格子势场.定义有效质量m-1
eff=
∂2H0(I)

∂I2
和新正则动量Pθ=I-Is,略去常数项可推导出有效

哈密顿量

Heff=
P2
θ

2meff
+λVscos(sθ). (2)

称由(θ,Pθ)构成的共轭量空间为Floquet相空间.其量子动力学分析,只需把上述有效哈密顿量算符化即可

(即,Pθ =-i
∂
∂θ
).当凝聚体中原子之间的相互作用不可忽略时,在Floquet相空间中描述凝聚体动力学的

G-P方程i∂tΦ(θ,t)=(
P2
θ

2meff
+λVscos(sθ)+g'N|Φ|2)Φ(θ,t).上式说明,在一维无限深方势阱中BEC含

时微扰的动力学可以在Floquet相空间中由具有效周期势的G-P方程描述.
为简单起见分析一倍共振情况,驱动频率ω=Ω 时,在Floquet相空间中的G-P方程为

i∂tΦ(θ,t)=(
P2
θ

2meff
+λV1cos(θ)+g'N|Φ|2)Φ(θ,t), (3)

其中,V1=-
2L
π2
,g'=

gπ
L .因为Floquet相空间中θ∈ (-π,π),对于s=1,周期势场蜕化为cos(θ).在θ=

0附近做泰勒展开,保留二阶项,可以近似为谐振子势V(θ)=
λ
2V1θ2,其动力学分析可以大为简化.

2 动力学模拟与分析

首先考虑凝聚体内原子之间无相互作用的情况.Floquet相空间中的等效哈密顿量((2)式)在θ=0附近

可近似为谐振子的哈密顿量.如果在Floquet相空间中选择的凝聚体初始波函数为高斯波包

ϕ(θ,0)=(
α
π
)1/4exp(-

α
2
(θ-θ0)2),

凝聚体则会随着时间以谐振子势阱中心为平衡位置来回振荡.振荡的振幅取决于初态的初始中心位置θ0,振
荡频率取决于谐振子势对应简谐频率.
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通过该初态,数值求

解(3)式,得到图1.从图1
(a)可知,在Floquet相空

间中,凝聚体在θ=0附

近来回振荡.振荡的频率

ft0=0.25(近似导致与谐

振子势的简谐频率稍有

差异).虽然在Floquet相

空间中,振荡可以持续,
但是在振荡的过程中,凝
聚体的波包宽度在反复

扩大和缩小.这是因为在

Floquet相空间的势场只

是近似成谐振子势.
而在实验室坐标系

下,在相同参数下通过对

应的凝聚体初始波函数

φ(x,0)= (
α'
π
)1/4exp(ikx)

exp(-
α'
2
(x-x0)2),其中,α'=α(πL

)2.数值求解实验室坐标系下的(1)式,得到了实验室坐标系下凝聚体

的运动(图1(b)).凝聚体波包在一维无限深势阱中来回振荡,但是并没有随着时间逐渐弥散在整个方势阱

中.这与没有含时微扰的情况显然不同.这种稳定性是由周期驱动引发的.而其原理可以通过Floquet相空间

动力学来理解.凝聚体在相空间的有效简谐势阱中做简谐振荡.在相空间波包振荡时的宽度的周期性扩大与

缩小行为在实验室坐标系下的振荡运动中也有同样的体现.
还可以通过x 和θ的期望值的傅里叶谱来分析其动力学,结果如图2所示.图2(a)有一个清晰的单峰结

构,对应频率为ft0=0.25.图2(b)有一个清晰的三峰结构.两个对称的频率峰,f1t0=2.25和f2t0=1.75,位
于本征频率Ωt0=2两边.这是一个典型的频率调制特征.本征频率Ω 与其附近两个频率f1 和f2 之间的差,
正是Floquet相空间中凝聚体振荡的频率f.这是因为Floquet相空间中描述的是 H0 决定的系统运动附近

的微扰运动,所以实验室坐标系下凝聚体的完整运动的频率受到Floquet相空间中运动频率的调制.

当考虑凝聚体原子之间存在吸引型相互作用时,数值求解(3)式,得到的结果如图3(a)所示.此时凝聚体

在Floquet相空间中仍然展示简谐振荡,振荡频率与无相互作用情况相同,但是波包宽度的变化远小于无相

互作用的情况(见图1(a)和图3(a)).这是因为粒子之间吸引的相互作用,可以抵消凝聚体色散导致的扩散,
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形成了孤子[21-22],从而保持凝聚体在Floquet相空间中周期运动时波包形状不变.
而在同样的参数下,

数值求解实验室坐标系

下的(1)式,得到的实验

室坐标系下的凝聚体运

动(图3(b)).与无相互作

用情况相同,凝聚体在一

维无限深方势阱中来回

移动,但在移动过程中,
凝聚体波包宽度的变化

也显著缩小了.

3 结 论

通过功角变换和共

振频率近似,推导出了在

Floquet相空间中的描述

系统动力学的有效 G-P
方程.该方程不显含时间,
容易分析凝聚体的动力

学行 为.通 过 数 值 模 拟

G-P方程的时域和频域解,探索了凝聚体在实验室坐标系下和在Floquet相空间中的动力学之间的差异和联

系.发现该方法可以简单解释凝聚体波包在单频周期驱动下的动力学稳定现象.而凝聚体原子之间的吸引型

相互作用对凝聚体波包的影响也可以用Floquet相空间中的非线性孤子效应来解释.该分析方法有普适性,
对一维无限深方势阱以外的其他保守势场和不同周期和耦合形式的弱驱动也适用.
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DynamicsofperiodicallydrivenatomicBose-Einstein
condensatesbyFloquetphasespacemethod

LiangWeijie,ZhangKeye

(SchoolofPhysicsandElectronicScience,EastChinaNormalUniversity,Shanghai200241,China)

Abstract:ThedynamicbehaviorofatomicBose-Einsteincondensatesinaone-dimensionalinfinite-square-wellsubjected
toatemporalperiodicperturbationisstudiedbythemethodofphasespacedynamics.Weconstructaneffectivepotentialfieldin
theFloquetphasespacetopredictthemotionoftheBose-Einsteincondensatethroughaction-angletransformationandsecular
approximation,verifyingthismethodbynumericallysolvingthedynamicequationofthelaboratoryframe.

Keywords:infinite-square-well;atomicBose-Einsteincondensate;time-dependentGross-Pitaevskiiequation;Floquet
phasespace;action-angletransform
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