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R 中具有 3个不同主曲率的 LagLaguerre等参超曲面 寺 口回 

姬 秀，胡传峰 

(长江大学 文理学院，湖北 荆州 434000) 

摘 要：若超曲面的Laguerre形式为零且Laguerre第二基本形式的特征值(称为Laguerre主曲率)为常数，则 

称超曲面为 Laguerre等参超曲面．对 R 中具有 3个不同主曲率的 Laguerre等参超曲面进行了研究，得到了相应的 

分类定理． 
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文献[1]研究了R3上曲面的 Laguerre几何，接着文献[2]建立了 上超曲面的Laguerre微分几何框 

架，近年来，对 Laguerre几何的研究已取得了较大进展 ．在 Laguerre微分几何中研究 Laguerre等参超 

曲面是一重要的研究课题，目前已有结果见文献[7—113．本文研究 中具有 3个不同主曲率的 Laguerre 

等参超曲． 

为了得到主要定理 ，我们需要下面的引理 

引理 1 设z：M一 是主曲率非零的无脐超曲面，若Laguerre第二基本形式平行，则z Laguerre等 

价于下列超曲面的开部分之一． 

(1)超曲面z：SH ×H 一 (见例 1)； 

(2)超曲面,27：R 一 R；在 r下的像(见例 2)． 

Laguerre嵌入 r：u 一 UR”的定义见文献[3]． 

引理 2 设 z：M一 是主曲率非零且具有常 Laguerre特征值的无脐超曲面，若X的Laguerre形式 

是零且 不是 Laguerre迷向超曲面，则 Laguerre等价于下列超曲面的开部分之一． 

(1)超曲面 X：S 一1×H 一 (见例 1)； 

(2)超曲面z一(一 厂， 一 W1)：s (1)×M 一 一R”(见例3)． 、 ‘1 
O ， 

例1 超曲面z：SH×H 一R”，其中z( ， ， )===( (1+训)，旦W)，这里( ，叫)：H一 一R ⋯是截 
曲率为一1的( 一忌)一维双曲空间到( 一k+1)一维罗伦兹空间Rr川 的标准嵌入． 

文献[3]已证明超曲面 z是具有两个不同主曲率的 Laguerre等参超曲面且第二基本形式平行． 

例 2 超曲面z：R — R 在 r下的像，其中 

z( ， ，⋯， )一f _J— _』 ± 呈__— 呈 Ll- 二二 ±__ ， ， 。，⋯， ， 

l l l I + 2 f U2 I +⋯+ l“ l。、 
一一— — 一 ——————一 ／ 

(U1，Uz，⋯，U )∈R{×R ×⋯ ×R 一R"- ，l“ J 一“ ．“ ，i一 1，⋯，t， 1，⋯， 是非零常数． 

文献[3]已证明超曲面 是具有t个不同主曲率的Laguerre等参超曲面且第二基本形式平行． 

例3 设Y一( ，叫)： 一 一Rr 是具有非零主曲率的无脐类空可定向超曲面， 一(岛， )：M 一 一 
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R7 是单位法场，其中 ， ∈R⋯ ，硼，a∈R， ·岛一 ===一1．Y有常平均曲率半径 

r 一  
1
一 r 一 c。nSta nt，10一 (r-- t-i)。一 c。nSta nt， 

其中 是 Y的主曲率． 

设 厂：S (1)一 R 是古典嵌入．定义超曲面如下 

z 一 -- 7-s， 一 1：Sm(1)×M 一一 一R”． 
、 I j ／ 

文献[4]已证明超曲面 z有常 Laguerre特征值及零 Laguerre形式，且 z是具有两个不同主曲率的 

Laguerre等参超 曲面． 

本文我们证明了下面的主要定理： 

定理 1 设 z：M一 是主曲率非零的无脐超曲面，若 z是具有 3个不同主曲率的Laguerre等参超曲 

面，则 z Laguerre等价于 超曲面z：R 一 R 在 r下的像，其中 

( ， 。， 。)一( -J— _J二 ±__ 互j _J二 ± ， ，“。，“。， 笆 l !l：± I l：± !兰 !： 2 
厶  

( ， z，“s)∈ R ×R ×R = R ，I J 一 ．“ ，i一 1，2，3， ， 。， 。是非零常数． 

1 预备知识 

设 z：M — R 是主曲率非零的无脐超曲面，在 Laguerre变换群下 z的 4个基本不变量是 ：Laguerre度 

量g一<dY，dY>；Laguerre第二基本形式B一 ∑B W ；Laguerre张量L一∑L 训 
{ ’ i．1 

Laguerre形式C一∑C。W ．更详细的内容参考文献[2]． 

L ，B 及 C 的共变导数定义为 

∑L W 一dL + 

∑B ， ∞̂ 一dB +∑(B 训 +B 叫 )． 

∑c W 一dC +∑C W ． 
J J 

B 的第二共变导数定义为 

∑B ，wW 一dB ， +∑(B ， 硼 +B~,kw。+B )． 
Z 

微分(2)可得 Ricci恒等式 

B 
， 

～ B 
， 

一 ∑(B R +B R )． 

结构方程可积条件为 

2 定理 1的证明 

Lo
，
女一 L ，， ， 

C ～CJ， 一∑(B L 一L B )， 

B玑^一 B 
， 

： CJ 一 ， 

R H— L 8 十 L 8 hk— L 8|L— LiL8 ， 

∑B 一1，∑B 一0，∑B̈ 一( 一2) ． 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

设 32：M— R 是具有3个不同主曲率的Laguerre等参超曲面，主曲率B ，B ，B。的重数分别为m ，m ， 

m3．不失一般性可设 ≥ z三三=m。．由Laguerre形式 C一0，可取局部正交标架场(E f 1 i n一1}使得 

Bo一 6 ，Lo— L ，1 i，J 一 1， (11) 
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其中{b )均为常数．由假设可令 

bl一 ⋯ 一 b 
1

一 B1，bm1+1一 ⋯ 一 6m1+m2一 B2，6m1+m2+1一 ⋯ 一 6 1一 Ba． (12) 

由(10)得 

m1B1+m2B2+m3B3— 0，m1B；+m2B；+m3B；一 1． (13) 

约定指标范围如下 ： 

1 a，6，C，d 1， 1+ 1 P，q el+m2，ml+ m2+ 1三三三a，口三三三7z一 1． 

由(6)，(8)及 Laguerre形式 C一 0可知 

L ，B 都是全对称张量．定义 

一 ∑I'~co ，pi 一一 ． 

利用 (2)，(11)，(14)及{b )是常数得，对 Vi，J，是有 

B 
， 

= (6 — bj)r ===(bj— b ) 一 (bk— b ) ， 

因此对 V i，J，口，b，P，q，口， 有 

B ，f— B 一 B曲，J— B加，J— B ．J一 0． 

即{B )中非零元的形式是 B印⋯设 B ≠ 0且定义非负光滑函数 厂为 

f=去f VB『。：==百1∑B ， 一∑B 
i， ． a㈣P 

并定义如下 3个向量矩阵：m ×m。矩阵 ( 加 )， ×m。矩阵( )，mz×m 矩阵( )，其中 

加 一 (B加．1，B加，2，⋯ ，B加， )∈ R 1， 

一 (B ， +1，B ， ．+2，⋯ ，B ， + ，)∈ R 2， 

加 一 (Bpa,m1十m2+l，B ，卅】+m2+2．⋯，B衄． 1)∈ R ． 

利用类似于文献[12]的方法，可以得到如下引理： 

引理 3 矩阵( )，( )，( 却)满足 

< 1> · 一 · 一 0，V P，a，a≠ 卢，< 2> · 一 · =：=0，V n，a，P≠ q， 

< 3> · 一 · 一 0，V P，a，a≠ b，< 4> · + · 一 0，V P≠ q，a≠ p， 

< 5> · + · 一 0，V a≠ b，a≠ 卢，< 6> · + · 一 0，V口≠ b，P≠ q， 

< 7> l I +l I。一l l +J l。一 0，V P≠ 口，a≠ ， 

< 8> l l +1 l。一l l +I l 一 0，V口≠ 6，a≠ ， 

< 9>1 l +I I 一I I +l I。===0，V P≠ q，口≠b， 

其中“·”分别表示 R7，Rm ，R m中的标准乘积． 

证明 由(2)，(16)式得 

∑B 。一(Bz—B3) 加， 

B ， ∞p= (B1一 B3)∞ ， 

B加， 。= (B1一 B2)(u印． 

微分(17)且利用 (14)、(15)式并比较(u  ̂口的系数得 

∑B如，。B鹋，。+∑B卵，。B ，。=(B 一B2)(B1一B3)R如如 加 ． 

同理微分(18)式，(19)式得 

∑B B舢+∑B舭B 
P p 

∑B B +∑B B⋯ 

= (B2一B1)(Bz—B3)R加加 加 ， 

一 (B3一 B2)(B3一 Ba)R加∞ 棚 曲． 

由(20)～ (22)可得 < 1>～< 6>．且由(20)～ (22)及(9)得 

2 I 血l。一 (B 一B2)(B1一B。)(一L —L )，(23) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 
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(24) 

(25)． 

引理 4 若矩阵( )中有一个元是零 向量 ，则此元所在的行 (或列)中的元全是零向量． 

证明 为了方便表示 ，在证明中用 ( ，)表示矩阵( 却)，其 中 1 i m。，1 J m ， ∈R ．由引 

理 3得矩阵( )具有如下性质． 

性质 1 每行中的向量构成一正交集． 

性质 2 每列中的向量构成一正交集． 

对二阶子矩阵l U+ik U+iz l有 
LUjk U J 

性质 3 · 十 · 一 0． 

性质 4 l l。+l l。一l l +l I 一 0． 

易知矩阵的行变换及列变换不会改变上述性质．因此可假设U 一0．由性质 1，2，3可得第 1行及第 1列 

的其余向量 ⋯， m ，Ij ⋯， ， 相互正交且其中至多有 m。个非零向量．不妨设 一 ·一 一0， 

_ -．· 一 5 一0，其中i，J分别是{1，2，⋯， 。}，{1，2，⋯， }中的某个值，而其余的向量都非零．即矩阵 

的第 1行为(0，o，⋯， 1(，+1)，⋯， 1 )，第 1列为(O，o，⋯，U ( ⋯， )．由性质 4得 一0，V 1≤ k i， 

1=三三z J．因此可得左上角 i×J子矩阵中的元都为零．若第 l行的元全为零，得证．否则，则有J< 且对 

所有 z J+1有 ≠ 0．固定任意足∈ {i+1，⋯， }，z∈ {J+1，⋯，m }．由性质 4得 

l l一 ⋯ 一l ，l l一 ⋯ 一l l≠ 0． (26) 

r 0 ，] 

对2阶子式I “l有 L6
k, u J 

I l 一l 5 I +l 『 ≠ 0． (27) 

另外 ，由性质 1，2，3得 R 。中的 i+J+1个向量 

，⋯ ， ， ，⋯ ， ， ， (28) 

相互正交．又由第 1行及第 1列 中的m 十m 一i—J个非零向量相互正交可得m +m ～i—J 7n。，即 i+ 

J+1三三=m +m。一m。+1 m +1> 。．因此(28)中存在零向量．由(26)，(27)得对所有 足一i+1，⋯，m 

有 一 ·一 一 0，所 以矩阵的前 列全为零．证毕． ． 

引理 5 若 B≠ 0，则在矩阵( 加)，( )或( )中不可能同时有 1行及 1列的元全是零向量． 

证明 反证法 设矩阵( )的第 i行及第J列的元全为零，则对 Vk≠i，z≠ ，由性质 4得 

l l 一I l +l {。一l I 一 0． 

因此矩阵( )中的所有元都是零 ，与 B≠ 0矛盾．证毕 

下面将讨论如下两种情形 ： 

情形 I ml= m2一 m3； 

情形 II m1 m2 m3且 ml> m3． 

对情形 I有 

引理 6设 z：M一 是具有 3个不同主曲率且重数均为m的Laguerre等参超曲面，若 B≠0，则矩 

阵5m， ， 中的每个向量的模长都等于 >0，其中f一∑B ， 是常值函数． 
⋯  

n， ，d 

证明 证明方法类似于文献[12]中的证明方法． 

命题 1 情形 I不可能发生． 

证明 由(23)～ (25)及(9)得 

R加加=== -== 孚 一一L ～L ， 
R 。。一 B (13 B 一  (B

2— 1) 2— 3) 一。 一 

(29) 

(3O) 

L L 

～ 一 

L L 

一 ～ 

B B 

一 一 

B B 

B B 

一 一 

B B 

一 一 > 

2  2

> 

< 

得 

可 

～ 

由 
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R 一 一== 号 一一L 一L。， 
(29)、(3O)、(31)这 3式相加得 

(31) 

L +L + L。一 0． (32) 

由(29)～ (32)式及引理 6得 

r 一  
2 ’ r 

—  zf 一 ef L
“一 百_二 百_二_百 ’L 一 百 二_百 二二_百 ’L口一 百 二_百 百 ==_百 。 

由-厂≠0，B 是常数得 Laguerre张量 L的特征值均为常数且不等(若相等则有 B 一B 一B。与假设矛 

盾)．由文献[4]，例1(文献[3]已证明超曲面 z是具有两个不同主曲率的Laguerre等参超曲面)及例3(z 

是具有两个不同Laguerre主曲率的Laguerre等参超曲面)知，与假设矛盾，所以得证命题 1． 

对情形 II，可设 

加 一 {1，2，⋯ ，m1}， 

一 {m1+ 1，m1+2，⋯，m1+m2)， 

一 {m1+m2+1， 1+m2+ 2，⋯，7z一1}． 

引理 7 存在一整数 m 满足 0< m 一m。 m < m 且使得矩阵( )恰好有 m 列全为零．即存在含 

有 m 个元的子集 c加使得 

加 一 0，a E 啪 ，P E ， (33) 

≠ 0，V C E m1，P E ， (34) 

其中Ⅲ一 是 册。在加 中的补集． 

证明 对 E ，由引理 3得 矩阵( )的第 行的元( 个)相互正交．因此第 行至少有m 一m。 

元是零．另外由引理 4，5知矩阵( )中不可能有一行全为零．交换矩阵的列使得第 行的所有非零元靠左． 

设 是第 行的最后一个非零元，则有 

1< I 3< 1． (35) 

所以当 1 C m 时有 ≠ 0，当 1+m n m 时有 一 0．因为第 行至少有一个非零元 ，因此 由 

引理 4得 矩阵( )的最后 m 一m 列全为零．即 当1+m a 时对 V P E 有 一0．将性质 4 

应用于二阶子矩阵B—l 其中1 c m～ ，1+m～ a ，V P得 

l ( +1) l一 ·一l ( +m2)c l—l ，V 1三三m】． (36) 

令 一 l—m～1．则有 0< 一 。 < ，且 一 { +1， +2，⋯， )， 一 {1，2，⋯， )． 

证毕． 

引理8 设 B≠ 0， 1 m2 m3．若m1>m3，则 2一m3． 

证明 对c E m 由(34)及引理3得矩阵的第 f列的元( 个)相互正交．因此m m。，由假设 m > 

3 得 m2一 m3．证毕． 

引理 9 对所有 a，b E啪 ，C E m1，P，q E ，口，卢E ，有 L ===L6≠ L ，Lp— L ，L 一 ． 

证明 由(33)，(34)得对所有 a，b E ，C E m ，P，q E ， 

l 如I===l I===1 l一 0≠ l I． 

再由(25)得 L。一 L ≠ L ，Lp— L ．由(33)得对所有 a E ，P E ，d E 有 ， 

B ，。一 0． (37) 

又因为 B 是全对称的，因此可得对所有口E蛳，a E 有 一0，再由(24)得 L 一 ．证毕． 

引理 10 ml一 2一m3． 

证明 由引理 9得 Lp— L ，L 一 L ．由(23)及 B≠ 0得 

l l。一 1 B 1厂≠ 0 (38) 

由(37)得每一个向量 的最后m 一m～。个分量都为零，因此向量 可被视为R鬲·中的向量．由引理 3 

1●●J  

÷U  ÷U  
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得：对每个 P，矩阵( )的第 P行的元( 。个)相互正交．因此 m。 m～ ．结合(35)得 m～ 一 z==： 。．证毕 

引I|ll 矩阵( )，( )，( )中的非零向量的模长都等于常数 ·即对所有c， ∈m ， ，q∈ ，a， 

8∈ 奄 

l。一l I 一 I 一 一c。nstant≠0· 

证明 证明方法类似于文献E12]中的证明方法． 

引理 12 对所有 口∈ ，c∈ ，P∈ ， ∈ 有 

记 

R一 ===R咖 一R 一。，R印印： 一= 号 ， 

R 一 一= 号 ，Rm加= 号褊 ． 
证明 Eh(37)得 W印一 ===0．因此对 V口∈ 蛳 ，c∈ m 有 

0一一Rapapw A W 一dw 一∑伽 A W =一 ∑ 伽 A ， 

0一一R W。A W 一dw印一∑叫 A 一一 ∑ r A砌 ， 

则由(39)，(40)得 

∑F；F~p===0，V a，b∈ ，P∈ ，口∈ ， 
cEm1 

∑r r ：=：0，V口∈ ，q∈ ，a∈ ， 
cE m1 

∑F a c睁=0，V a∈ ，q∈ ，a， ∈ ， 
c∈劬l 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

∑r r 一0，V n∈ ，d∈ ，P∈ ， ∈ ， (44) 
cE 1 

由(41)可得如下关于{ ) ≤ 的线性方程组： 

B却
，1r：1+ B ．2r；2+ ⋯ + B加， r = 0， 

利用性质 1，2及引理 11得系数矩阵 F满足F F— diag(I I ，l 。『。，⋯，l 却 1 )一I l ． 

因此有 I F I 0．所以方程组只有零解，即对所有的b有 r； ：r； 一 ⋯= Fo =：=0．因此有 一0，V b∈ 

． 同理 由 (42)～ (44)可得 I、；一 r 一 r — 0，V d∈m ，q∈ ，卢∈ ．因此 r：一 0，V i，即 W 一 

0．进一步可得R一 一0．其余等式可由(23)～ (25)及(9)直接得到．证毕． 

命题 2 情形 II不可能发生． 

证明 由引理 12及(9)得 

0一L +L +L ，L 一 B B B ．L0 ；( 2— 1)(B2— 3)’一 ===m B B ’ 
2 

；(B。一 2)(B。一 )’ 

L 一一 L。一 =  ． ． 

由f≠ o，B 是常数得 Laguerre张量 L的特征值均为常数且不等(若相等则有B 一Bz===B s与假设矛 

盾)．由文献[4]，例1(文献[3]已证明超曲面z是具有两个不同主曲率的Laguerre等参超曲面．)及例3(x 

是具有两个不同 Laguerre主曲率的 Laguerre等参超曲面．)知，与假设矛盾，所以得证命题 2． 

O  O  
一 一 

。 r  r  

机 

D 卅 卅 

+ + 

m 卅 

户  B B  
十 + 

 ̈  ̈
十 + 

+ + 

m 

p  B B 
+ + 

卅 

+ + 

m m 

p  B B 
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定理 1的证明 设z：M一 是具有 3个不同主曲率的Laguerre等参超曲面，由命题 1，2得 B三0． 

利用引理 1，得证主要定理． 
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On Laguerre Isoparametric Hypersurfaces with Three Distinct Prindpal Curvatures 

jI Xiu。HU Chuanfeng 

(College of Arts and Science，Yangtze university，Jingzhou 434000，China) 

Abstract：A Laguerre isoparametric hypersurface is defined by satisfying the conditions that its Laguerre form vanishes 

and all the Laguerre eigenvalues are constant．In this paper，we established a complete classification for all Laguerre isopara-一 

metric hypersurfaces with three distinct principal curvatures in R ． 

Keywords：Laguerre metric；Laguerre form；Laguerre isoparametric hypersurface；Laguerre tensor；Laguerre second 

fundamenta1．form 


