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摘 要 ：针对一类具有不变时滞的线性系统，运用泰勒公式，得到系统最大李雅普诺夫(Lyapunov)指数的表达 

式，获得系统对初始条件敏感的判断依据．此外，构造合适的李雅普诺夫 函数，基于泛函微分方程的有界性引理，得 

到关于系统的解有界的判断准则．结合系统敏感性和有界性的理论结果 ，获得不变时滞线性系统混沌化的充分条 

件．最后 ，数值仿真出最大 Lyapunov指数随时滞参数变化的图形，并做出在相应时滞参数下的相图．仿真结果验证 

了理论结果的有效性． 
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时滞现象存在于诸多的实际系统中，如网络系统、飞行器稳定化、核反应堆、化学工程等．学者们对于时 

滞系统稳定和镇定方面的研究已经取得了许多成果．当前关于时滞系统稳定性的研究主要分为两个方面：延 

时无关稳定性判据和延时相关稳定性判据．文献[1]通过 Lyapunov—Razumikhin条件对延时独立稳定性判 

据进行了深入的研究．另一方面，对于时滞相关稳定性问题，Lyapunov—Krasovskii条件由于结构上的优点成 

为重要的分析方法，比其他方法在获得稳定性判断准则方面体现延时信息更加容易 ]．文献[4]得到了一 

种基于时滞线性系统的将上述两种条件结合起来的充要条件，并进行了仿真验证． 

另一方面，在一个很简单的一阶系统中加入时滞反馈能够产生非常复杂的动力学行为．从数学角度而 

言，具有时滞反馈的连续时间系统可以用时滞微分方程来描述，这类方程具有无穷维数的状态空间并存在能 

够产生多个正 Lyapunov指数的高维超混沌吸引子的可能性． 

迄今为止，实现混沌反控制的方法主要有如下 4种：配置 Lyapunov指数法、反馈控制法、跟踪现有混沌 

系统并与之同步的方法以及图论分析法，其中，反馈控制法是最常用的方法[5-8]．张振海等[9]在离散混沌化 

方法的基础上，提出了一种时变反馈参数的离散}昆沌化方法．周加喜等口。。针对未知参数系统，提出一种基于 

频谱优化和时延反馈控制的实时混沌化方法此法基于系统稳态响应构造频谱性能指标，量化系统稳态行为 

(周期或混沌等)．张敬等 妇研究了多源激励下双层隔振浮筏系统的非线性时延反馈混沌化问题．在二维简 

化浮筏系统模型的基础上完整地呈现了非线性时延反馈控制的线谱混沌化方法．李春来等口。]应用微分几何 

学控制理论，通过对无刷直流电机施加一个非线性的时滞电流控制，控制相应的参数使得电机进入混沌状 

态．可以看出，时滞的存在能成功实现非混沌系统的混沌化，并在工业和工程上得到了广泛的应用．但是，上 

述混沌分析方法要么从混沌的数学定义来证明系统是否进入混沌(证明过程偏难)，要么仅从相图上来判断 

混沌现象的存在(不能给出严格的理论证明)．基于此，本文从混沌物理学的定义出发来分析一类线性时滞系 

统的混沌动力学行为，即在系统有界的前提下，只要系统最大 Lyapunov指数大于零，则系统进入混沌状态． 

本文针对一类不变时滞的线性系统，进行了敏感性和有界性分析，得到一类不变时滞线性系统混沌化的 

充分条件，并举例仿真了系统最大 Lyapunov指数随时滞参数变化的趋势图，以及系统在不同时滞参数时的 
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状态相 图． 

1 模型介绍 

本文针对一类具有不变时滞的线性系统，模型如下： 

一 Ax+ Bx(t— r)+ D． (1) 

其中， 一 (zl，z2，⋯， ) E R ，r∈R十． 

A===(a ) ，B一 ( ) ，D===( ，d。，⋯，d ) E R”．矩阵A，B，D为常数矩阵． 

定义连续函数 声( )在 c[一r，0]的 Banach空间 
n 1 

lf咖( )l} 一sup{ ( )1)，l J咖( )ll—r∑ z( )] ． L 

其中， ( )一 (≠ ( )， ( )，⋯， ( ))：[一r，0]— R 。 

假定系统(1)的所有解满足下列初始条件 ： 

z ( 0+ )一声：( )，0 E[一r，O]，i一 1，2，⋯， ． (2) 

由泛函微分方程的基本理论可知，系统(1)有满足初始条件(2)的唯一解： 
’

‘ 

( )一 (z1( )， 2(f)，⋯ ， ( ))． 

定义 1 如果对于任意常量 y> 0，存在常量 卢一 卢(y)> o，使得对于任意的 t。E ， E c[一r， 

O](1 J lf< )，)，有 l z (￡，t。， )l ．8，对于所有的t三三=t。，i一 1，2，⋯，，z．皆成立，则系统(1)一致有界． 

定义 2 如果存在常量 > 0，对于任意常量 y> 0，存在 T一丁(y)> 0，使得对于任意的t。E l ， E 

cE-r，0](Il lI<y)，有 f z (f，t。，≠)l ，对于所有的t三三=t。+T，i一1，2，⋯， 皆成立，则系统(1)一致最 

终有界． 

2 对初值的敏感性分析 

对于x(t—r)，在领域 r附近泰勒展开可得 

一  一  )+ (一 一 )一 )+ 。( )， 

其中，i E N，则系统(1)可改写为 

( )一 Ax(￡)+ B( ( )一 ( )+ 0( ))+ D ≈ ( )+B( ( )一 ( ))+D， 

则 

( )：==(J+ Br) (A + B)z( + (J+ 所 )～D． (3) 

经过上述变换，可以通过分析系统(3)的雅可比矩阵来分析系统(1)或系统(3)对初值的敏感性． 

由混沌动力学理论可知，最大Lyapunov指数即为雅可比矩阵t，的最大特征值的实部．系统(3)的雅可比 

矩阵 J是 (J+Br) (A+B)． 、 

令(I+Br) (A+B)的特征值为 。三三=⋯ ，则最大 Lyapunov指数为 的实部，因此得到以下 

定理 ： ‘ r 

定理 1 如果(J+所) (A+B)的最大特征值 Re[ ] > 0，则系统(3)的最大 Lyapunov指数为正，即 

系统(1)对于初始条件敏感． 

3 系统的有界性分析 

首先，介绍关于一般泛函微分方程的一些理论结果．考虑下列方程： 

一 ，(￡， )， 、 (4) 

其中，f(t， )：R+×C 一r，0]一 关于(￡， )连续且对于币满足局部 Lipschitz条件． 

令 W (r)：R 一 R ( 一 1，2，3，4)为连续且递增的函数，W (O)一0，且当r— O<3，W (r)一 。。．令泛函 

V(t， )：R+X C 一r，O]一 R对于( ， )是连续的并咖符合局部 Lipschitz条件．得到以下引理： 
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引理1 [-Burton(1985)]如果存在泛函V(t， )和方程W ( (￡))( 一1，2，3，4)，使得方程(4)的任何解 

满足 

W (1l x(￡)l1) V(t， ) W (I L ( )l1)+W。f I W tl (s)II ds1． (5) 
、J f ， 

且对于某一常量 M > 0．，有 

D V(t，X ) 一W (1l (￡)l1)+M． (6) 

则系统 (5)的解是一致有界且一致最终有界的． 

运用引理 1，可以得到系统解的有界性的判断条件． 

定理2 如果存在正定矩阵 ，常量a>0和对角矩阵口一diag(a ， 。，⋯，a )>0，且当G一～A —sA 

— SBa B S时满足 i (G)> a，则系统(1)的所有解是一致有界且一致最终有界的． 

证明 令 ( )一 (z (￡)，922( )，⋯，z (￡)) 为系统(1)的任一解，构造一个 Lyapunov泛函V(t，X )如 

下 ： 

V(t， )一XTSx+∑l‘ 。z 2(s)d5， 

其中s为正定矩阵，a ∈ ． 

选取 a> 0， 

w l(r)== (s)r ，V 2(r)一 (Js)r ，w 3(r)一 2a一 gr，W 4(r)一 _．czr。， 一 max(a )， 

那么V(t， ) amin(S)X X—W1(1l x(t)l1)，且 

) )xTx+ j z 2 )d ax +2口 t 专 T( 一 “ r￡ r 1 

W (1l ( )lI)+W。f I W (1l ( )II)ds1． 
＼J r ， 

所 以， 

W1(1I ( )l1) V(t，x ) W (1l ( )11)+W。f l w 1l (s) ds1， 
＼√ r— r ， 

这表明V(t，X )符合引理 1的不等式条件(5)． 

计算 V(t， )关于时间 t的右上 Dini导数 

dV
一  Sx+ + 一 (￡一r) ( 一r)一[ + ( 一r)q-D] Sx+ s[nx+ d 

Bx(￡一r)+D]+X 麟 一 ( 一 r)ax( 一r)： ( 一r)B Sx+ A Sx+X SAx+ 

XwSBx( 一r)+Xw似 一X (￡一r)ax( —r)+D Sx+XTSD — 1[2 ( 一 

r)B Sx一 ( 一r)ax( 一r)]+-2[Zx SBx( 一r)一 

X (￡一r)ax( 一r)]+ A Sx+ SAx+D Sx+X SD， (7) 

其中，口一 diag(a1， 2，⋯，a )．由于 

2x sB (￡一 r)一 ( 一 r) ( — r) X 邬 口一 B ， 

则不等式(7)可以化简为 

dV
，。 

鲫 口一 B + ，AT + XTSA + D + XTSD — 
d 

—

XT[一A S—SA—SBa B six+D Sx+X SD 
一 2min(G)X X+ D Sx+ SD． (8) 

其中，G一一A S—SA—SBa B S． 

如果Amin(G)> n> 0，则不等式(8)可以化为 

av
】。
三三三一Amin(G) + D Sx+ SD 三三三一axTx+ D + SD 三三三 

d 
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一 W (1l ( )jI)+ll SD l} ll (￡)ll 1一妻 ． (9) 
厶 

存在一个常量 P> 0，满足 

ll ( )ll P ll ( )ll， 

令 — lI舳 ll ，那么 

ll SD ll 1 ll ( )ll 1一 口 T 三三三M'p ll ( )ll一 T — 

Mp )fl一 )ll 一一 )ll一 )。+ ． (1O) 

由不等式(9)和(1O)可得 

．

． 

一

W )J1)+ ， (11) 

当M 一—M 1 21
一

~}2

时，满足不等式条件(6)，所以，基于引理(1)，系统(1)的所有解在是一致有界且一致最终 

有界的． 

由于混沌是有界空间内的无规则运动，因此，可以得到如下定理： 

定理 3 若(I+Br) (A+B)的最大特征值 > 0，且存在正定矩阵 Js，常量 a> 0和对角矩阵 口一 

diag(a ，d ，⋯，口 )> 0，使得 i (G)> a成立，其中G一一A S—SA—SBa B S，则不变时滞线性系统(1) 

是混沌的． 

4 举例仿真 

对于系统(1)，取X—Ex ， ，z。]∈R。． 

厂 1·5 1 2 ] r 2 —1 0] 

A—l一42·5一i’62 一--0．．250 75 11 5．’B—I一1 3 2 f’。一 。 ，2 · 1 4 ． 一 ． 1 I — l 
初值设定为Ez，1，1-]．系统最大 Lyapunov指数随时滞参数 r变化的趋势图如图 1所示．从图 1可以看 

出，在 r一0．002时，最大 Lyapunov指数为 一0．0537< 0．此时 r各状态相图如图 2所示．可以看出，系统 

收敛． 

， 

呈 

j 

斗< 

‘ t 

图1最大Lyapunov~数随r变化图 图2 r=-O．oo2B~~．统的各状态随时间演化图 

● 

在r一0．008时，最大 Lyapunov指数的值为0．0465>0，各状态相图如图3所示．可以看出，系统为混沌 

状态． 

5 结 论 

本文研究了一类具有不变时滞线性系统的混沌反控制．在时滞参数比较小的前提下，运用泰勒公式取得 
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了系统对初值敏感的判断依据．另外，构造一个合适的李雅普诺夫泛函，基于系统有界性引理，推导出系统有 

界性条件，从而得到时滞系统进入混沌状态的充分条件．需要指出的是，本文仅举例分析了系统最大 Lya— 

punov指数随时滞参数变化的演化图，下一步可以讨论系统所有 Lyapunov指数随时滞参数变化的趋势图， 

并把整数阶系统扩展至分数阶系统，分析分数阶时滞系统的复杂动力学行为，刻画时滞参数对系统动力学行 

为的具体影响． 

t 

(a) 。随时间演化图 

- 2 

图3 r=-0．O08U~系统的状态 
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is derived．Additionally，based on the boundedness lemma for general functional differential equations，a suitable Lyapunov 

functional is constructed and then a criteria about the boundness of the systems is obtained．Combining the theoretical results a— 

bove，a theorem about the chaotification for the time—delayed systems is derived．Finally，we cifed some examples to demon— 

strate the effectiveness of the theoretical results by simulating the the maximum Lyapunov exponent which changes with time— 

delay parameters and corresponding phase diagrams． 
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A New Bidirection Equalization M ethod for Lithium—ion 

Batteries in Electric Vehicles 

GAo Jinhui。DU Hao 

(College of Electronic and Electrical Engineering，Henan Normal University，Xinxiang，Henan，453007，China) 

Abstract：Cell inconsistency is inevitable due to manufacturing constraint，especially after repeated charging and dischar— 

ging．Therefore，cell equalization is essentially required in electric vehicles．The bidirection equalization models are established 

based on the analysis of the inconsistency between the lithium—ion batteries．The PF(particle filter)method is employed to esti— 

mate the cell SOC(state of charge)．The first high—SOC cell discharge and first low—SOC cell charge equalization algorithms are 

proposed．This method can reflect the state of battery power accurately when compared with the traditional balancing method 

based on the battery voltage．The first high-SOC cell discharge method is adopted in low energy system and is balanced to 2 

SOC bounds．The first low-SOC cell charge method adopted in high consistency system and is balanced to 1 SOC bounds．The 

validation experiment results have shown that this method can improve the consistency of the battery effectively，and the pro— 

posed algorithm has a certain practical significance to improve the usefu1 life and the mileage of the electric vehicle lithium—ion 

battery． 

Keywords：Lithium—ion battery；cell inconsistency；bidirection equalization；SOC estimation；equalization method 


